GF » ZBORNIK RADOVA 191

Primjena vezane interpolacije
na konacne elemente Mindlinovih ploca

Application of linked interpolation to
Mindlin plate finite elements

Dragan Ribarié¢’, Edita Papa’, Gordan Jeleni¢”

Sazetak. U ovome radu analizira se upotreba vezane interpolacije pri proracunu
ploc€astih nosaca metodom konacnih elemenata. Prednosti vezane interpolacije
dobro su poznate i jasno uocljive kod konacnih elemenata Timosenkovih (debelih)
greda i u ovome radu polazimo od analogije izmedu te teorije i Mindlinove
teorije plocastih nosaca i primijenjujemo koncept vezane interpolacije na konacne
elemente debelih ploca.

Za razliku od grednih nosaca, vezana interpolacija kod ploc¢astih nosaca nije u
mogucénosti reproducirati analiticko rjeSenje Cak niti za relativno jednostavne
slucajeve opterecenja i u ovome radu usporedit ¢e se postupci i rezultati dobiveni
na ovaj nacin s postupcima i rezultatima u literaturi. U numerickim primjerima
analizirat ¢e se efekt progus¢ivanja mreze konacnih elemenata.

Kljucne rijeci: metoda konac¢nih elemenata, Mindlinova teorija ploca, vezana
interpolacija

Abstract. In this work the use of linked interpolation in the design of plate
structures using the finite elements is analysed. Benefits of the linked interpolation
are very obvious and well known in the Timoshenko (thick) beam finite elements
and the basis for the development of a family of the Mindlin plate elements
presented in this paper is found in the analogy between the Timoshenko beam
theory and the Mindlin plate theory.

In contrast to beams, the linked interpolation in plate elements cannot completely
reproduce the analytical solution, not even for the relatively simple load cases. The
results obtained in this way will be compared and numerically assessed against the
reference results from literature using various mesh densities.
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1. Uvod

Ozbiljan problem koji se javlja kod numericke analize TimoSenkovih (visokih)
greda 1 Mindlin-Reissnerovih ploca, kod kojih se u obzir uzima i utjecaj poprecnih
sila na deformaciju, jest shear locking ili fenomen blokiranja zbog utjecaja
poprecnih sila [1]. Uz obi¢nu deformaciju poprecnog presjeka od savijanja,
naime, doprinos poprecne sile o€ituje se 1 u klizanju popre¢nog presjeka zbog cega
poprecni presjek vise ne ostaje okomit na teziSnu plohu. Ukoliko ovaj efekt nije
propisno tretiran, promatrani element dobiva umjetnu krutost §to rezultira iznimno
malenim vrijednostima pomaka. Ovaj problem moguce je umanjiti ili rijesiti
smanjenjem to¢nosti integriranja pojedinih elemenata matrice krutosti (reducirana
integracija) [2-4], povecanjem stupnja interpolacijskih Lagrangeovih polinoma
[2-4], lokalnom interpolacijom presjenih sila (mijeSana metoda) [5-10] ili
upotrebom novih interpolacijskih funkcija koje povisuju stupanj interpolacijskih
polinoma bez dodavanja dodatnih ¢vorova na konacnom elementu
[1,3,5,6,8,9,11,12]. Primjenom zadnje od navedenih tehnika prepoznaje se utjecaj
rotacija na poprecne pomake na razini definiranja interpolacijskih funkcija
1 u ovome radu ona ¢e se detaljnije analizirati. Ovakvu interpolaciju nazivamo
vezanom interpolacijom (linked interpolation).

Potrebno je uociti da, za razliku od grednih problema, analiticki to¢noga
rjeSenja uz pomo¢ konacnog broja parametara za problem ploca nema, ¢ime je
onemoguceno dobivanje analitickoga rezultata metodom konacnih elemenata.
Ipak, vjestim odabirom interpolacijskih funkcija Zelimo se maksimalno pribliziti
ovome rjesenju, uz najmanji moguci racunski napor. U ovome radu medusobno
¢e se usporediti rezultati dobiveni razli¢itim konac¢nim elementima iz familije
elemenata s vezanom interpolacijom za pomake i rotacije.

U 2. poglavlju ovoga rada ukratko izlazemo Mindlinovu teoriju debelih ploca,
gdje dajemo naglasak na definiranju deformacijske energije i rada vanjskih sila,
Sto omogucava standardnu primjenu metode konacnih elemenata. U 3. poglavlju
predstavljamo standardne Lagrangeve interpolacijske funkcije za potpun opis
linearne 1 kvadratne promjene trazenih veli¢ina (pomaka i rotacija), koje u 4.
poglavlju koristimo kao osnovu za razvoj kvadratne 1 kubne vezane interpolacije
na nacin inspiriran naSim prethodnim radom na grednim nosac¢ima [11,13,14].
U 5. poglavlju predstavljamo nekoliko mogucih varijanti najjednostavnijega
elementa iz familije elemenata s vezanom interpolacijom, kod kojega je pomak
opisan bikvadratnom interpolacijom ovisnom o ¢vornim pomacima i rotacijama,
od kojih je jedan preuzeta iz literature [6]. U 6. poglavlju analiziramo ponasanje
predstavljenih konacnih elemenata na standardnim testnim primjerima, a u 7.
poglavlju izvodimo zakljucke i1 predlazemo smjernice za daljnji rad.
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2. Mindlinova teorija debelih ploca

Osnovna razlika izmedu teorija tankih 1 debelih ploca jest u tome $to se kod
debelih (visokih) plo¢a uzimaju u obzir posmi¢ne deformacije. Prema Mindlinovoj
teoriji debelih plo¢a normale na srednju plohu prije deformacije ostaju ravne,
ali ne 1 okomite na srednju plohu nakon deformacije (razlika u odnosu na tanke
plo¢e kod kojih vrijedi Kirchhoffova teorija), dok su naprezanja ortogonalna na
srednju plohu zanemariva u odnosu na opterecenje (o_ = 0) [2]. Kinematicke i
deformacijske veli¢ine, opterecenje 1 ko-ordinatne osi prikazani su na Slici 1.

Kod debelih ploca, ukupnu rotaciju By ¢ine rotacija uslijed savijanja ow/0y
1 posmi¢na deformacija Y, (deformacija od klizanja). Kao nepoznate veli¢ine u
svakom ¢voru javljaju se pomak w i dva kuta zaokreta 1 By. Kut B _djeluje tako
da savija poprecni presjek u smjeru osi x, dok kut By djeluje na nacin da savija
poprecni presjek u smjeru osi y.

2.1. Veza naprezanja i deformacija

Komponente pomaka neke to¢ke 7 s koordinatama (x,),z) prema teoriji malih
pomaka su:

u 2B, (% Y)
U=qve=92B (X Y) (1)
w W(X, Y)

gdje je w poprecni pomak, a B =0 1 By = —0_su rotacije normale na srediSnju
plohu uslijed kojih dolazi do pomicanja materijalnih toCaka na normali duz
odgovaraju¢e koordinatne osi proporcionalno njihovoj udaljenosti od sredisnje
plohe. Deformacije od savijanja ¢_, £, i Y, se mijenjaju linearno po visini ploce, a
posmicne deformacije y_ iy _su konstantne po visini ploCe.
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Slika 1. Zaokret poprecnog presjeka debele ploce. Vidljiv je doprinos poprecne sile, sto
se ocituje u klizanju poprecnog presjeka.

Stanje naprezanja u plo¢i dobivamo iz uvjeta da je .= 0, pa je veza izmedu
naprezanja i deformacija dana na sljede¢i nacin:

XX v 0 € % XX
T MR | e il )
Xy 0 0 —/— ny ny

T yz — E 1 0 sz =K YyZ
v 200 1lve ] e ©)
pri¢emusuc i o, komponente normalnih naprezanja,at_,t _,T_sukomponente

posmi¢nih naprezanja. Takoder, v je Poissonov koeficijent, a £ je modul
elasti¢nosti materijala.

2.2. Potencijalna energija deformacija

Ukupna potencijalna energija deformacija jednaka je zbroju potencijalne
energije od savijanja (¢,) i potencijalne energije od klizanja odnosno smicanja (¢,).
Preko izraza za potencijalnu energiju deformacija, dobit ¢emo izraz za matricu
krutosti. Potencijalna energija deformacija jest
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¢ =010, 4)
gdje je
t/2 e I v 0 |le |
:_H< Vo) sV 10 e, tdzdA=—feTxedv
A-t/2 1-v’ 1-v 25
00 [y
t/2 t/2
:EJ ju D, «, D! uz’dzdA =— ”pTNTD «, DT Np z°dzdA (5)
A-t/2 A-t/2

_ T T _ T
—EAJP B, KlpBlpdA—Ep K, p

Jtﬂyyz sz> Ek {sz }dZdA:%J.gT cedV =

A-t/2 20+v) |V
t/2 t/2
—j Ju D,x, D} uz’ dsz——j [p"™N" D, x, D] Np z°dz dA (6)
A—t/Z A —t/2

1
:_J-pT B; Kyp B, pdA:—pT K,p
24 2

B,=D/ N
B,=D] N
ab
K, =[[B] «,, B, dxdy
- (7
K, =[[B]«,, B, dxdy
00

1
(P:EPT(Kl +K,)p

gdje je N matrica funkcija oblika, kojom je definiran oblik nepoznatih funkcija
pomaka i rotacija srediSnje plohe ploce u ovisnosti o trazenim c¢vornim
vrijednostima pomaka i rotacija. U B matrici su dane odgovarajuc¢e derivacije
funkcija oblika, a K, 1 K, su konstitutivne matrice ploce, dane sljede¢im izrazima:
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1 v 0
Et’ Etk [1 0
Kp=—"—>5-V 1 0 |, Ky, = ) (8)
12(1-v?) 0 0 1—v 2(1+v)|0 1
2

D, i D, su matrice diferencijalnih operatora

L
O_
ox 9
pi=lo o ai Dl =| % , ©)
y 2 2100
0 9 9 X
| dy Ox]

a koeficijentom k& se uzima u obzir nejednolikost posmi¢nih naprezanja i najcesce
se uzima da je jednak 5/6 [2].

Takoder, u gornjim izrazima J je volumen ploc¢e odreden povrSinom teziSne
plohe A4 i visinom ploce ¢, a je dimenzija ploCastog nosaca u smjeru koordinatne
osi x, b je dimenzija plocastog nosaca u smjeru osi y, K| je matrica krutosti uslijed
savijanja, K, je matrica krutosti uslijed smicanja, a p je vektor osnovnih nepoznanica
nasega problema, koji sadrzi pomake i rotacije u odabranim ¢vornim tockama.

2.3. Presjecne sile

Presjecne sile su dane preko sljedecih izraza:

jcxzdz

MX
M=qM, t= _[cyzdz : Q:{gx}:{JTXZ:Z}

M,, J’CXyZdZ ’ -[Tyz :
(10)

Et* [op, 9B, ]
- +V
12(1-v?) | ox oy

3 [0 ]
M - Et B, oy B
bo12(1-v?) | oy oX

et [8Bx+35y};_6t3[aﬁx+aﬁy]

X

-

M, =—
Xy
24(1+v) | dy  ox 12 | dy  ox (11)
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_ Bt ow_
QX_2(1+v)(ax B
B w
Qy_2(1+v)(ay By) (12)

gdje je M_moment savijanja u smjeru osi x, M je moment savijanja u smjeru osi
», M_ je torzijski moment, Q i Q, su poprecne sile u smjeru x, odnosno y osi, a G
je modul smika.

3. Lagrangeve interpolacijske funkcije

Kljuéni korak u primjeni metode kona¢nih elemenata jest definiranje nacina
raspodjele nepoznatih funkcija u ovisnosti o vrijednostima nepoznatih veli¢ina
u unaprijed odabranim ¢vorovima. Polozaj 1 karakter ¢vora (njegovo svojstvo da
su u njemu kao nepoznate veli¢ine definirani pomaci, rotacije ili oboje) te oblik
funkcije kojom se pretpostavlja raspodjela nepoznatih veli¢ina po srediS$njoj plohi
je stvar odabira prilikom definiranja kona¢nog elementa.

3.1. Linearni plocasti konacni element (4 évora)

Jedan od najjednostavnijih konacnih elemenata jest CetveroCvorni element
prikazan na Slici 2, u kojem su kao nepoznate ¢vorne veliCine odabrane
vrijednosti pomaka i rotacija u uglovima ¢etverokutnoga segmenta sredi$nje plohe
ploce, za koje je pretpostavljeno da se po elementu mijenjaju bilinearno, §to je
najjednostavnije opisati primjenom Lagrangevih polinoma.

Svojstvo Lagrangeovih interpolacijskih funkcija jest da je njihova vrijednost
u promatranom ¢voru jednaka jedinici, a u svim ostalim ¢vorovima je jednaka
nuli. U slucaju visokih (Mindlinovih) ploca, nije neuobi¢ajeno da se iste
funkcije upotrebljavaju za pomake 1 rotacije budu¢i da izmedu tih veli¢ina nema
jednoznacne veze koja postoji kod tankih (Kirchhoffovih) ploca.

Slika 2. Cetverocvorni konacni element ploce i njegovi stupnjevi slobode.
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Slika 3. Graficki prikaz funkcija N, — N, Cvorovi su numerirani u smjeru suprotibm
od kazaljke na satu pocevsi od ishodista koordinatnog sustava.

Bilinearne interpolacijske funkcije prikazane su na Slici 3, a imaju sljedeci
oblik:

Xy y Xy
N =Y N YN
T T ab (13)

Raspodjela pomaka i rotacija po sredisnjoj plohi elementa je prema tome

X_ Y. N L2 XN
a ab’

w| [N, 0O 0N, 0 0 N, O 0 N, 0 0
6t=/0 N, 0 0 N, 0 0 N, 0 0 N, 0 (14)
6,/ [0 0 N, O 0O N, O 0 N, 0 0 N,
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gdje je p vektor ¢vornih nepoznanica

p’T:<W1 exl eyl W2 ex2 eyz W3 exS ey3 W4 ex4 ey4 > (15)

3.2. Cetverokutni plocasti konacni element (9 évorova)

Na slican na¢in mozemo definirati i bikvadratni element sa devet ¢vorova
(Slika 4), u kojem su kao nepoznate ¢vorne veli¢ine ponovo odabrane vrijednosti
pomaka 1 rotacija u uglovima, ali osim toga joS 1 u srediStima stranica te u samome
geometrijskome sredistu cetverokutnoga segmenta sredisnje plohe ploce.

Slika 4. Stupnjevi slobode cetverokutnog plocastog konacnog elementa.

Pretpostavljeno je da se nepoznate veliCine po elementu sada mijenjaju
bikvadratno, Sto takoder moZemo izraziti odgovaraju¢im Lagrangevim polinomima.
Neke od Lagrangeovih interpolacijskih funkcija za element prikazan na slici 4 su:

2 2 2 2
X y b xy y x°y Xy

N (x,y)=1-3=-3=+2"—+4+9—+2- -6 -6 +4
(%) a b a’ ab b’ a’b ab’ a’b’

x2y2

x o x’ xy 'y xyt _x'y?
N,(x,y)=4—-4—-12—=+12 +8 -8
2(%7) a a’ ab a’b ab®  a’b’
x x* _xy xy _xpi xy’
N,(x,y)=-—+2—+3——-6 -2 +
)=t S T ey T oy (16)

2

2 2 2 2
y xy oy Xy Xy X'y
No(x,y)=4=-12""=- 4=—+8 +12 -8
s (%) b ab b2 a’h ab®  a’b?

2 2 2 2
xv o X'y o xy X’y

N1 =162 - 1622162 +16
(%, y) 21670 - 16— - 16 16 o



200 GF *« ZBORNIK RADOVA

a ilustrirane su na Slici 5. Raspodjela pomaka i rotacija po srediSnjoj plohi
elementa bi u ovome slucaju bila

w N 0 0 N, 0 O .. N O O
0,r=[0 N, O O N, O .. 0 Ny Ofp
0, 0 0 N O O N, .. 0 0 N, (17)
gdje je p sada vektor nepoznanica u devet ¢vornih tocaka elementa:
pl = < w, 0 ey1 w, 0, ey2 oWy 0 eyg > (18)

Ng Ng

Slika 5. Graficki prikazi polinoma N, » N, N, N, N,

4. Vezana interpolacija

Vezanom interpolacijom nastoji se uzeti u obzir utjecaj rotacija na pomake
Mindlinove plo¢e na nacin analogan deformiranju tankih (Kirchhoffovih)
ploca, gdje je raspodjela rotacija jednaka odgovarajucoj parcijalnoj derivaciji
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funkcije pomaka. Odgovarajuca analogija postoji 1 izmedu teorija tankih (Euler-
Bernoullijevih) i debelih (TimoSenkovih) greda [14], a interpolaciju koju na taj
nacin dobivamo kod debelih greda nazivamo vezanom interpolacijom i moZe se
dokazati da ona ima sposobnost potpunoga reproduciranja analitickih rezultata
za polinomsko opterec¢enje proizvoljnog stupnja [13]. Na slican na¢in mozemo
pristupiti 1 interpolaciji kod Mindlinovih ploc¢a iako, za razliku od TimoSenkovih
greda, ne postoji interpolacija s kona¢nim brojem parametara koja moze
reproducirati analiti¢ke rezultate.

Slika 6. Prirodni koordinatni sustav.

Vezana interpolacija ¢e biti dana u prirodnim koordinatama, prikazanima
na Slici 6. Interpolacije za kutove zaokreta joS ¢e uvijek biti predstavljene
Lagrangeovim polinomima koji su isti za oba kuta. Interpolacije za pomak sastojat
¢e se takoder od Lagrangeovih polinoma uz dodatak polinoma viseg reda koji
uzima u obzir doprinos pomacima zbog zaokretanja. Pomak Zelimo interpolirati
polinomom viSeg stupnja od polinoma kojima interpoliramo kutove zaokreta,
kako bismo osigurali jednakost derivacija pomaka i kutova zaokreta za grani¢ni
slu¢aj tankih ploca

4.1. Vezana interpolacija za Cetverocvorni konacni element

Opcenito, na temelju analogije s vezanom interpolacijom kod greda s dva
¢vora [3,5,11,13], vezana interpolacija za pomak kod cetvero¢vornog konacnog
elementa plo¢e ima slijedeci oblik:

w=N'w, + N’w, + N°w, + N*w, —%aKé1 ®,,-96,,) +%aKjl ©,,-6,,)

(19)
| I |
5 aKZ(0,,—0,)+ ~aK (0, ~0,,)
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gdje je
N =La-g)a-my=La-&)La-n)=NIN]
4 2 2 =
, 1 1 1 20!
N® = (+E)1-m) = (148) S (1-m) = NI,
s_1 _1 1 _N2N2
N = (+E)(1+) = (1+8) (4m) = NN

s 1 1 1 1 2
N :Z(l—ﬁ)(lﬂl):E(l—§)5(1+ﬂ)= Ne Ny

1
Kg =2 1=59)1-m) = N;N; N;

1_1 2N _ NI2RIL N 2
Kn —§(1+§)(1—n )—Ng NnNn

1

K? =§(l—é2)(l+n)= NZN2N,
1

Ky =2 (1=8)1-n") = NN, N,

a funkcije N/, N7, an iNn2 su definirane kao
NI=—(-8), NZ=—(+8), Nj=—(-m), Ni=
€ 2 ’ € 2 4 n 2 4 n

Funkcije K!, Kg , Kn‘ 1K nz su grafi¢ki prikazane na Slici 7.

%a+n)

(20)

21)

(22)
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Ke Kz

Slika 7. Graficki prikaz funkcija Kji

Vidimo da je ovakvim oblikom funkcija postignuta zakrivljenost prilikom
deformiranja linearnog elementa (kod kojeg su geometrija elementa a time i na
tradicionalan nacin definirano polja pomaka opisani preko linearnih funkcija) bez
dodavanja dodatnih ¢vorova na konacnom elementu. Funkcije N, su prikazane u
prethodnom poglavlju na Slici 3.

Provjerimo Sto se dogada u slucaju kada plocu gledamo kao gredu. U tom

slugaju, w, =w,, w, = w,, 0, =6, =0,,0, =0, =6,,6, =0, =0, =6, =0i gornji

izraz za pomak w koriStenjem vezane interpolacije postaje
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W=(N1+N4)W1+(N2+N3)W2—%a(K£+K§)(91—92) (23)

1 1
Posto je u ovome izrazu N' + N* ZE(I—i)ZNé , N+ N’ 25(1"‘&):1\7@2
. 1 2 1 2 172 . .. .
i K, +K; = 7 (1-&%) = N; N;, vezana interpolacija se svodi na
w=Nlw, +N§w2—%N§‘N§(61 -9,), (24)
odnosno na poznat izraz za vezanu interpolaciju dvocvornog grednog elementa

[3,5,11,13,14].

4.2. Vezana interpolacija za konacni element s devet ¢vorova

Interpolacija pomaka za ovakav element (Slika 8) je dana na slijede¢i nacin:

o
w= 1w —ga[Ké1 6, -20,,+0,,)+KZ(B,,~20,,+8,,)+ K}(®,, -2 , +6,,)]

e : : @5)
+§b[Kn (exl _2ex8 +ex7) + Kn (exz _26x9 +ex6) + Kn (ex3 _29x4 +ex5)]

gdje su /. Lagrangeovi polinomi:
II:NganNgNn3 I4:—4N£anN§2Nn3 I7:—N§N;N§an
2 1 2N13n3 5 ISNEENPANM 8 2n1 a3 3
[7=4N.N,/N;N;  1°=N.N N/N; 1" =4N:N, N.N; (26)
I3:—N£N112N§Ns I6:—4N£N;N§an I9:16NgN;N§N§

funkcije Nj." su definirane kao

1 1
N, =—(1+j), N)=—j, N =—(- . 27
; 2( 5. N;=—j, N; 2( ]), j=gm (27)
a Ké i an su funkcije definirane kao
T NINIZNI3NI 2R3 1 NINI2RI3NI2 N3
K& - N&Né N& Nn Nn Kn - NnNn Nn Né N&
2 InNI2N13ng L N3 2 InNI2ZNI3ng D N3
Ke =—4NNNSN; N, Ky =—4N, N/NIN: NG (28)

3 NILINI2RISRG LN 2 3 NLINI2RI3RG LN 2
K& - NéNi NéNnNn Kn - NnNn NnN&.Né
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‘7?
(-1.1) ! vy
®  © s
& ___'@__ @ __._ -
(6.0) e
0) ()
-1-1) (1.-1 "
| | |
& | €2 | £3

Slika 8. Konacni element sa devet ¢vorova u prirodnom koordinatnom sustavu.

Ako plo¢u promatramo kao gredu, imamo sljedece: 6 =01

s W W
W, =W, = w, (29)
wWo=wW, = w,
te
0,=0,=0,=06
0, =6,=60_=0 (30)

iz ¢ega slijedi
3
W=(|l+|7+|8)W1+(|2+|6+|9)W2+(|3+|4+|5)W3—§ZK£(91—292+93)
i=1
17 +18 :—%(l—é): I' kod greda
P+1°+1°=(1-E)1+&) =17 kod greda
I3+I4+I5:%(1+§):I3kod greda 3D
1
Ké +K§+K€3 :—Zﬁ(l—g)(1+§)= N,N,N;

a
w=1'w,+1°w,+1 3w3—§ N,N,N,(®, —26,+6,)
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t.J. interpolacija za pomak svodi se na vezanu interpolaciju za pomak u slucaju
grede s tri ¢vora. Na Slici 9 dan je grafi¢ki prikaz oblika funkcija KI," odakle se
moze vidjeti kako se ovim doprinosima podize stupanj polinoma u vezanoj
interpolaciji u odnosu na Lagrangeove polinome.

Zbrajanjem funkcija K. =K, +K,+K, i K =K, +K,+ K, dobivamo
funkcije prikazane na Slici 10, koje predstavljaju odgovarajuc¢e obogacenje
prisutno u vezanoj interpolaciji tro¢vornih grednih elemenata.

5. Primjeri elementa izgradenih na vezanoj interpolaciji

5.1. Cetverocvorni konacni element Auricchio-Taylor (Q4-LIM)

U svojem radu [6], F. Auricchio i R.L. Taylor opisali su ¢etverocvorni plocasti
element razvijen po mjesSovitoj shemi za konacne elemente, vrlo prikladan za
opisivanje plo¢a po Mindlinovoj teoriji, a koji istovremeno konvergira to¢nom
rjeSenju tankih ploca (Kirchhoffova teorija ploca).

PolaziSte za razvoj elementa je nezavisno interpoliranje funkcija progiba i
zaokreta u obliku:

w=Nw +N".i0=N0 +NO, (32)
te istovremeno interpoliranje funkcije sile smicanja po elementu:
§=NS,, (33)
zbog Cega je za definiranje matrice krutosti elementa bio nuzan mjesoviti pristup.

U ovim izrazima funkcija progiba po elementu je opisana preko Cetiri
¢vorna pomaka (transverzalne deformacije) w, (i = 1,4) i osam ¢vornih zaokreta
0, Giy, i=1,4), pri cemu funkcije N* su bi-linearne funkcije oblika (“shape
functions”), a N* su vezane kvadratne funkcije opisane komponentama ¢vornih
rotacija projeciranih okomito na stranicu elementa (L) na koju se odnose:

4

W=ZNZ.WWZ.—Z41:NI.W9L1.(9;’ _ein) (34)

i=1

.1 w1
Ny =20-8)1-m) N =80

N =Laag)aom) NF =a+g)i-n?)
4 16

1 | (35)

NP =asEI) N =g

w_l _ We:L — _n?
N _4(1 £)(1+1) N, 16(1 &)d-n*)
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Kih Kon K3p

Slika 9. Funkcije Kji koje cine osnovnu razliku izmedu Lagrangeove i vezane
interpolacije.

K K

Slika 10. Graficki prikaz funkcija KiK.
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Ocito je da je ova interpolacija identi¢na vezanoj interpolaciji iz 4.1.

Za razliku od 4.1, medutim, rotacijska polja sada su opisana izrazima u kojima
su 0, parametri ¢vornih rotacija (0, Ol_}, i=1,4), a 0, su interni rotacijski stupnjevi
slobode (0,, b=1,4)

4
e ZNXW X, i szebi
N (36)
pri éemu su NY ponovo iste bi-linearne funkcije oblika kao i N, a N’ su “bubble”
(“mjehuri¢”) funkcije oblika:

o L _gy
Ny =-d &)(1-n)

—_

N =%(1+§)(l—n)
N =i(l+&)(1+n)

N =i(l—§)(l+n)

(37)
1
e bl
NP = Fzg - Flg Fzgn - 12C b 0 "
-F, F] —-Fn detJ | 0"
e b4
(38)

gdie je M, = (1 - &)(1 -1, a Fijo su elementi jakobijane izoparametarskog
preslikavanja u prirodne koordinate, izracunate za £ =1 = 0:

N X Jx =X X X=X, =X =X X+ X,
30 = Fn FI2 _ a& aT] _ 4 4 (39)
FoORY| |9y 9y Vit Yot Yi=Ve =Yi=YotYstY,
CI oo 4 4
ax,y, (i =1,4) sukoordinate ¢vornih toc¢aka elementa u globalnom koordinatnom
sustavu dok je detJ = [axay—axayJ determinanta jakobijane u integracijskoj
og on on &

tocki. Unutarnji rotacijski stupnjevi slobode (“bubbles”) omogucavaju obogacenje
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interpolacijskih polinoma za opis rotacija, ujedno odrzavaju¢i konformnost
interpolirane veli¢ine na rubovima elementa, a pritom ne ulaze¢i u globalnu
matricu krutosti (Sto doprinosi efikasnosti racunskog postupka).

U mjeSovitom pristupu uvedene su dodatne interpolacijske funkcije za sile
smicanja unutar elementa (S = N°S,), kojima je izvrSeno dodatno ,,0bogacenje*
parametara elementa za Cetiri nove veli¢ine (S,, b=1,4), a interpolacijske funkcije
N5 su odabrane na slijede¢i kompatibilan nacin u odnosu na “bubble” funkcije:

._Sblﬁ
o _[FOR ER RS .
Flg onz Flgﬂ F;;Z;A s | (40)

Sb4

Iz ovih se interpolacijskih funkcija primjenom Hellinger-Reissnerovog
potencijala (detalji su opisani u [5]) moze formirati algebarski sistem jednadzbi:

o o o KLYT w] [f"
0 Ky Kp K0 | f°
0 K, Ky Kgl 6% | of (41)
KSW KSG KJS KSS Sbi 0

u kojima su nepoznanice pomaci w, (i = 1,4), ¢vorni zaokreti (0, 6[), i=1,4),
unutarnji rotacijski stupnjevi slobode (06,, b = 1,4) — “bubbles” i unutarnje sile
smicanja (S,, b = 1,4), tj. ukupno 20 parametara po jednom elementu. VeliCine
K u matrici krutosti su integrali deformacijskih energija izracunati preko cijelog
elementa za interpolacijske funkcije (integrirani preko 9 Gaussovih toCaka) za
¢ije izraze upucujemo na rad [6]. Kako su parametri 6°1 S” lokalni (svojstveni
samo elementu samome), moze se provesti kondenzacija sustava jednadzbi i to
je ucinjeno prvo po unutarnjim rotacijskim stupnjevima slobode, a potom po
parametrima smicanja. Na taj nacin je dobivena slijede¢a matrica krutosti izrazena
samo svojim ¢vornim stupnjevima slobode (4+8 parametara):

_KSTW _SIKSW _ngAs_lAse }[ w :|:|:fw} (42)
_AsTeAs_leSW A\ae _A;eAs_slAse 6% f]°
gdje su Ass - Kss o KbST(Kbb) -les’ Aee - Kee - KbeT(Kbb) -1Kbe’ Ase - Kse B KbST(Kbb) -lee'

Nakon formiranja globalne matrice krutosti i vektora vanjskih sila te nanoSenja
rubnih uvjeta i rjeSavanja odgovarajuceg sistema linearnih jednadzbi, moguce je
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dobiti 1 unutarnje stupnjeve slobode te odgovarajuc¢e deformacije 1 naprezanja u
integracijskim tockama.

5.2. Cetverocvorni reducirani element (04-U01)

Temeljem ovako predlozenog konacnog elementa izvedenog po mjeSovitom
modelu, razradili smo novi element koji je formiran iz elementa Q4-LIM

iskljucenjem dodatne interpolacije za unutarnje smicanje, pa je to postao “Cisti”
element opisan vezanom interpolacijom polja pomaka i polja zaokreta:

w=Nw + N 1 0=N0 +NO, (43)

s uklju¢enim unutarnjim rotacijama. Interpolacijske funkcije su jednake kao i u
slucaju elementa Q4-LIM:

W:iNiWWi_zNiweLi(eF_ein) i GZZNgyiex,yi”LiNbiebi’ (44)

4 4
i=1 i=1 i=1 i=1

te je time odredena matrica krutosti elementa u algebarskim jednadzbama [15]:

KS KSgu Koy w' fv
KSGWW Kee + Ksewew ng + KSgew 0 = f° (45)
Ks,, Ky +Ks,, Ky, +Ksy, || 0” 0

Broj nepoznatih parametara je 4 za pomake, 8 za ¢vorne zaokrete 1 joS 4 za
unutarnje zaokrete, tj. ukupno 16 nezavisnih stupnjeva slobode.

U ovim izrazima K, su elementi matrice krutosti, koji potjecu od energije
savijanja, a Ks, su elementi koji potjecu od energije smicanja na modelu elementa
i racunaju se iz integrala:

Kao = [ (LNy)" D, (LN, )dA

Kup = [, (LN,)" D,(LN,)dA (46)
Koo = ], (LN,)" D,(LN, )dA
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KS, = [, (VN,) D,(VN,,)dA
Ks, = [ (eN,)" D,(eN,)dA
Ks

owew

Ksp = [, (eNy +VN,4)" D, (VN,)dA

= [ (€N, +VN,,)" D, (eN, + VN, )dA
(47)

Ks,, = |, (eN,)" D,(VN,,)dA
KSyon = [, (€N,)T Dy(eN, + VN, )dA

gdje su L, V i e operatori koji igraju ulogu operatora D, i D, iz poglavlja 2.2, ali u
nesto drugacijem zapisu

0
O R
0 o i 0 1
ox
L=|-—— 0 V= =
oy , i , € |:_1 0:|, (48)
9 9 dy
ox ay |

a D, 1 D_su materijalne matrice za savijanje i smicanje iz istog poglavlja (2.2).
Veli¢ine f i f na desnoj strani ravnotezne jednadzbe predstavljaju doprinose
vanjskoga opterecenja ¢vornim silama i momentima.

Unutarnji stupnjevi slobode 6% se I ovdje mogu kondenzirati. Kondenzirana
matrica krutosti elementa imat ¢e 12 stupnjeva slobode i glasi:

K = szw - KS;—WA)_bl Ksbw KS(;rww - ngwAb_l(Kbe + Ksbew) 49
KSeww - (Kl;re + KSEJ—GW)A)_bl KSbw KSG + Ksewew - (Kl;re + KSS@W)A\;&}(Kbe + KSbew) ( )

gdje je 4, inverzna matrica od 4,, = K,, + Ks,,, simetricne matrice sastavljene
od deformacijske energije savijanja i deformacijske energije smicanja.

5.2.1. Cetverocvorni dvaput reducirani element (04-U02)

Iz gore opisanog modela daljnjom redukcijom izveden je jo§ jednostavniji
konac¢ni element opisan istim interpolacijskim funkcijama, ali bez “bubble”
unutarnjih stupnjeva rotacijske slobode, pa je polje pomaka ostalo jednako, polje
rotacija reducirano na:
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w=N'w, +N"0, i 6 =N, (bezunutarnjih rotacija 6”). (50)

Matrica krutosti elementa u algebarskim jednadzbama reducirana je na:

Ks,, KSguny who | fY
KSeww Kee + Ksewew ex, V fe ’ (51)

gdje su K, isti elementi matrice krutosti kao i za element Q4-U0I. Ova matrica
ima direktnih 12 stupnjeva slobode i ne zahtjeva kondenzaciju, a ovaj element u
potpunosti je ekvivalentan elementu opisanom u poglavlju 4.1 [11].

6. Numericki primjeri
6.1. Primjer savijanja prosto oslonjene trake

U ovom primjeru istrazuje se sposobnost elementa pri statiCkoj analizi da
ukljuci ili 1izuzme energiju smicanja u proracunu. Razmatra se prosto oslonjena
traka s odnosom raspona i debljine L/h = 1. Iako izvan podrucje upotrebljivosti
po teoriji ploca (za umjereno debele ploce), ovaj omjer L/h omogucava usporedbu
numerickih 1 to€nih rjeSenja. Materijalne veli¢ine u proraunu su:

E=1000.0, v=0.0 (52)

Traka je optere¢ena na sredini raspona koncentriranom silom F = 400 po jedi-
nici Sirine trake. 1z toga, vertikalni pomaci uslijed savijanja (b) i smicanja (s) su
dati izrazima:

w,(%4L) = FL3/(48D) = 0.10 , w (*4L) = 3FL/(10Gh) = 0.24, (53)

gdje je D=Eh’%/(12(1-v?)), L je raspon trake, a G=E/(2(1+v)) modul smicanja, pa
je ukupni pomak

W =w,+w =010+024=034. (54)

U Tablici 1. dat je pregled numeric¢kih odgovora za elemente Q4-LIM, Q4-U01
1 04-U02 u obliku izracunatih vertikalnih pomaka, momenata i sila smicanja za
slucaj sa 1 bez energije smicanja, izracunatih na sredini raspona trake. Na Slici 11.
iscrtani su grafovi vertikalnih pomaka trake za oba slucaja [6]. Moze se primijetiti
da rezultati svih elemenata konvergiraju toCnim rjeSenjima i1 prema teoriji
deformacijskog smicanja i prema teoriji krutog smicanja, sukladno uracunatoj ili
neuracunatoj energiji smicanja. Kod elementa Q4-LIM, medutim, ta konvergencija
je najbrza.
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Tablica 1. Prosto oslonjena greda sa silom na sredini raspona

MrezZa Q4-LIM Q4-U01, Q4-U02
W'h Wc wtnt Wh Wr tot
1x10 0.099829 0.24000 0.33983 0.099000 0.24000 0.33900
1x20 0.099958 0.24000 0.33996 0.099750 0.24000 0.33975
1x50 0.099994 0.24000 0.33999 0.099960 0.24000 0.33996
1x100 0.099999 0.24000 0.34000 0.099990 0.24000 0.33999
To¢no rjesenje | 0.100000 0.24000 0.34000 0.100000 0.24000 0.34000
MrezZa Q4-LIM Q4-U01 Q4-U02
M S M S M S
1x10 90.0 200.0 90.0 200.0 90.0 200.0
1x20 95.0 200.0 95.0 200.0 95.0 200.0
1x50 98.0 200.0 98.0 200.0 98.0 200.0
1x100 99.0 200.0 99.0 200.0 99.0 200.0
To¢no rjeSenje 100.0 200.0 100.0 200.0 100.0 200.0

Napomena: Sve izracunate vrijednosti momenata i sila smicanja su to¢ne vrijednosti za tocke u

kojima su racunate — teziSta elementa najblizeg sredini raspona grede

Slika 11. Prosto oslonjena traka
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0.25

soRT W L O H D

1 i L 1 ] i

4 5 3 7 B 9

X-coordinate

10

. Vertikalni pomaci trake s energijom smicanja

(puni graf) i bez energije smicanja (tockasti graf) [6]

6.2. Primjer prosto oslonjene kvadratne ploce

Drugi primjer koji je odabran za usporedbu ponaSanja elemenata je kvadratna
ploc¢a slobodno oslonjena na svim rubovima. U modelu je zbog dvoosne simetrije
opisana samo jedna Cetvrtina polja 1 mreZe koje su uspostavljene odnose se na tu
cetvrtinu. Razmatrana su dva odnosa raspona plo¢e prema debljini, L / h =10 1
L /h=1000, sa jednoliko podijeljenim opterecenjem (q = 1) po plo¢i kao teretom,
te materijalnim vrijednostima £ = 1092.01v=0.3.



214 GF » ZBORNIK RADOVA

Numericki rezultati za prosto oslonjenu kvadratnu plocu prikazani su za sva tri
obradena elementa u Tablicama 2. 1 3. zajedno s Navierovim rjeSenjem (razvojem
u redove). Rubni uvjet slobodnog oslonca je modeliran kao tip SS-2 [4] na svim
elementima.

U tablicama su s w* i M* oznaceni progib i moment na sredini raspona ploce
(M =M, =M)
w*=w /(qL*100D)
M*=M / (qL?*/100)

gdje je D=Eh*(12(1-v?)), a L je raspon ploce (Lx=Ly=L).

U svim slu¢ajevima uocljivo je da element Q4-LIM najbrze konvergira to¢nim
rjeSenjima za pomake, ali u sluc¢aju debelih ploca ne i za unutarnje sile. Takoder,
vazno je napomenuti da mjeSoviti pristup primijenjen na tome elementu u
potpunosti eliminira problem shear-lockinga u slu¢aju tankih ploca te da primjena
vezane interpolacije, za razliku od grednih nosaca, ovdje sama po sebi ne uspijeva
ukloniti tu anomaliju.

Tablica 2. Prosto oslonjena kvadratna ploca opterecene podijeljenim opterecenjem, L/h = 10

MrezZa Q4-LIM Q4-U01 Q4-U02
w* M* w* M* w* M*
2x2 0.42626 4.125 0.41218 4.146 0.41163 4.140
4x4 0.42720 4.623 0.42512 4.643 0.42448 4.636
8x8 0.42727 4.747 0.42681 4.753 0.42664 4.751
16x16 0.42728 4.778 0.42717 4.780 0.42713 4.779
Navier red 0.42728 4.7886 0.42728 4.7886 0.42728 4.7886
Napomena: Sve izraunate vrijednosti momenata su vrijednosti u toCkama tezista elementa najblizeg

sredini raspona grede, a rjeSenje po Navierovom redu se odnosi na tocku sredine ploce.

Tablica 3. Prosto oslonjena kvadratna ploca opterecene podijeljenim opterecenjem, L/h = 1000

MreZa Q4-LIM Q4-U01 Q4-U02
w M w M w M
2x2 0.40365 4.119 0.0031093 | 0.03396 |0.0031093 | 0.03396
4x4 0.40586 4.623 0.055621 0.6654 0.055621 0.6654
8x8 0.40616 4.747 0.29659 3.524 0.29658 3.524
16x16 0.40622 4.778 0.39710 4.677 0.39706 4.677
Navier red 0.40624 4.7886 0.40624 4.7886 0.40624 4.7886
Napomena: Sve izraunate vrijednosti momenata su vrijednosti u tockama tezista elementa najblizeg sredini

raspona grede, a rjesenje po Navierovom redu se odnosi na tocku sredine ploce.
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7. Zakljucak

U ovome radu izlozena je problematika vezana uz odabir interpolacijskih
funkcija kod konacnih plocastih elemenata. Prikazana je nova interpolacija, nazvana
vezana interpolacija, prema engl. linked interpolation. Bit ove interpolacije jest u
tome da se pomak interpolira funkcijom koja je za jedan stupanj viSa od stupnja
funkcije kojom se interpolira kut zaokreta

Iskustvo na izvedenim primjerima pokazuje je Auricchio —Taylorov element
04-LIM iz rada [6] pokazuje izvrsno ponasanje i ve¢ kod rijetkih mreza elemenata
daje vrlo bliske vrijednosti deformacija i sila tocnim rjeSenjima i to neovisno
od toga da li se promatra deformacija samo od savijanja ili ukupna deformacija
(savijanje 1 smicanje = Mindlinova teorija ploca). Takoder, element nije znatnije
osjetljiv niti na debljinu same ploc¢e u odnosu na raspon.

Elementi Q4-U01 1 04-U02, koji predstavljaju jednostavnije verzije elementa
Q4-LIM, znatno su sporiji u priblizavanju to¢nim rjeSenjima. I dok se kod
jednodimenzionalnih problema dovoljno brzo pribliZavaju to¢nim rjeSenjima, kod
dvodimenzionalnih problema zaostajanje postaje znatnije. Razlike u ponasanju
izmedu elemenata Q4-U01 1 (Q4-U02 u jednodimenzionalnim problemima
uopée ne postoje — deformacije i presjecne sile su jednake, Sto znaci da u
jednodimenzionalnim problemima unutarnje slobode rotacija nisu aktivirane. U
dvodimenzionalnim problemima razlika medu njima postoji, ali je minimalna - u
cetvrtoj znamenci deformacijskih veli¢ina. Doprinos ,,bubble* parametara je tek
nesto veci kod debljih plo¢a nego kod tanjih, pa je upitan njihov doprinos to¢nosti
1 brzini aproksimacija.

Elementi Q4-U01 i Q4-U02 predstavljaju deformacijski bazirane konacne
elemente najnizeg reda i u daljnjem radu metodologija njihova razvoja primijenit
¢e se na razvijanje elemenata koji koriste vezanu interpolaciju viseg reda.

Zahvala. Prikazani rezultati proizasli su iz znanstvenog projekta br.
114-0000000-3025 (Unapredenje to¢nosti nelinearnih grednih elemenata s
neograni¢enim 3D rotacijama) provodenog uz potporu Ministarstva znanosti,
obrazovanja i sporta Republike Hrvatske.
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