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SAZETAK

Osnovni cilj ovog rada je proracunati i odrediti raspodjelu naprezanja konzolnog nosaca.

Na samom pocetku ¢e se opisati konzolni nosa¢ zadan i definiran putem skice i zadanih
podataka kao tehni¢ki sustav. IzraCunati ¢e se reakcije veza, raspodjela naprezanja i deformacija
u svim to¢kama nosaca, skicirati i kotirati dijagrami unutra$njih sila, naprezanja i deformacija, te
odrediti elasti¢na linija. Potom ¢e se obraditi teorija elasti¢nosti i teorija plasti¢nosti pomocu

kojih ¢e se analitickim postupkom proracunati nosac.

Prema teoriji elastiCnosti izabrati ¢e se Airyjeva funkcija koja ¢e opisati raspodjelu
naprezanja uzduz nosaca po visini istog. Grani¢nim konstruiranjem ¢e se odrediti grani¢no i

maksimalno kontinuirano optereéenje kod pojave plasticnog zgloba u konzoli.

U daljnjoj obradi rada ¢e se konzolni nosac rijesiti metodom konacnih elemenata pomocu
ra¢unalnog programa Ansys Workbench 12. Nakon toga ¢e se usporediti i analizirati rezultati

dobiveni analitickim postupkom i numerickom metodom.



ABSTRACT

The main aim of this paper is calculating and determining stress distribution of cantilever.

At the very beginning, cantilever is defined and described by drawings and given data as a
technical system. The reactions, stress distribution and deformation in every node of cantilever
are calculated. Then diagrams of internal forces, stresses and deformations are sketched and
dimensioned and the elastic line is defined. Also, the theory of elastic and the theory of plastic

are described which is needed to calculate the analytical procedure of the cantilever.

According to the theory of elastic the Airy stress function is chosen which describes
distribution of stress through the cantilever and alongside the height. The limit and maximal
continuous loading are defined by limited designing at the appearance of the plastic hinge in the

cantilever.

In further processing, the cantilever is solved with a computer program Ansys Workbench 12
which uses the finite element method. After that the results, obtained by analytical procedures

and numerical methods, are compared and analyzed.
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PREGLED VELICINA, OZNAKA | JEDINICA

A - povrsina poprecnog presjeka, mm

b - Sirina konzolnog nosaca, mm

E - Youngov modul elasti¢nosti, MPa

Fa, Fs - sile reakcija konzolnog nosaca, N

F, - sila reakcije konzole, N

R - sila reakcije grednog nosaca, N

h - visina konzolnog nosac¢a, mm

l, Iy, I, - moment inercije (tromosti), mm?*

k - broj reakcija

Ke - faktor povecanja nosivosti u plasticnom podrucju

| - duljina konzolnog nosaca, m

I - duljina konzole, m

Ig - duljina grednog nosaca, m

M - moment reakcije, N-m

My, M, - momenti savijanja, N-m

M, 1 - moment savijanja pri kojem dolazi do teCenja, N-m
My o - moment savijanja u plasticnom podrucju, N-m

My or - grani¢na vrijednost momenta savijanja, N-m

n - broj prekobrojnih reakcija

N - uzduzna sila nosac¢a, N

N; (£,77) - funkcije oblika

q - kontinuirano opterecenje konzolnog nosaca, N/m
Oy - kontinuirano opterecenje konzole, N/m

dg - kontinuirano optereéenje grednog nosac¢a, N/ m
Or - kontinuirano opterecenje konzolnog nosaca pri kojem dolazi do tecenja, N/ m
Ogr - grani¢no opterecenje konzolnog nosaca, N/ m

Q, - poprecna sila nosaca, N

S - broj jednadzbi koje se moze postaviti

S - faktor sigurnosti
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Sy - prvi moment povrsine, mm®

U;, V; - vrijednosti pomaka u ¢vorovima, mm

U - potencijalna energija deformiranja, J

X,Y,Z - osi pravokutnog koordinatnog sustava

X, Yi - vrijednosti koordinata ¢vorova, mm

W, Wg - progib konzolnog nosaca, mm

W, 1 - moment otpora pri kojem dolazi do te&enja konzolnog nosa¢a, mm?®
W, o - plasticni moment otpora konzolnog nosaca, mm®
a - zakret konzolnog nosaca, 0

Yxy - kutna deformacija

£y, 8y - duljinska deformacija

En - krivocrtne koordinate

A - faktor opterecenja

1% - Poissonov broj (faktor)

o, - polumjer zakrivljenosti deformiranja uzduzne osi
o,0y,0,,0, -normalna naprezanja, MPa

Odop - dopusteno naprezanje, MPa

Og - granica elasti¢nosti, MPa

Op - granica proporcionalnosti, MPa

oT - granica tecenja, MPa

Tyy - posmicno naprezanje, MPa

¢ - Airyjeva funkcija naprezanja
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Analiza deformacija i naprezanja staticki neodredenog konzolnog nosaca

1 UVvOD

Nosaéi su neizbjezni elementi gotovo svake konstrukcije. Cestu primjenu imaju u visokogradnii,

izgradnji mostova, dalekovoda, dizalica i sl.

Ovisno o medusobnom spoju nosaci se dijele na reSetkaste konstrukcije i okvirne nosace.
Resetkama se nazivaju konstrukcije koje se sastoje od Stapnih sustava (krute figure), kod kojih
svaka dva susjedna trokuta imaju zajedniCku stranicu (Stap). Resetka moze biti ravninska ili
prostorna. Stapovi kod reSetkastih nosada su ravni i na krajevima su spojeni u &vorovima
(zglobovi bez trenja), tako da su Stapovi optereceni ili samo na vlak ili samo na tlak. Vanjske sile
djeluju samo u ¢vorovima reSetke . ReSetkasti nosac je upotrebljiv kao nosa¢ samo ako kao
cjelina djeluje kao kruta plo¢a. Jedan od najvaznijih gradbenih elemenata u strojarstvu i
gradevinarstvu je svakako greda. Pod pojmom "greda" se podrazumijeva takav nosac koji ima
jednu dimenziju vecu u odnosu na ostale dvije . Uzduzna os grede moze biti pravac ili je dio
neke krivulje pa je zakrivljena. Uzduzna os nosaca moze biti sastavljena od ravnih segmenata

koji mogu ¢initi okvir pa se takvi nosa¢i nazivaju okvirni [1].

S obzirom na broj reakcija 1 broj jednadzbi koje moZemo postaviti za uvjet staticke ravnoteze,
nosa¢i mogu biti staticki odredeni ili staticki neodredeni. Stati¢ki odredeni nosaci se rjesavaju
samo pomocu uvjeta ravnoteze jer je kod njih mogucée samo jedno ravnotezno Stanje. Staticki
neodredeni nosaci imaju viSe ravnoteznih stanja i viSe mogucih stanja pomaka, pa se za njihovo
rjeSavanje osim uvjeta ravnoteze koristi i dodatni uvjeti deformiranja. Najvece deformacije u
konstrukciji nastaju uslijed djelovanja momenata savijanja, a najmanje (zanemarivih vrijednosti )
su od poprecne sile. Utjecaj uzduzne sile je zanemariv, osim kod Stapova u kojima je uzduzna

sila N dominantna i kod $tapova malog popre¢nog presjeka.
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Analiza deformacija i naprezanja staticki neodredenog konzolnog nosaca

2 KONZOLNI NOSAC

Konzolni (gredni) nosac je nosac koji se sastoji samo od samo jednog segmenta.
Nosa¢ moze biti staticki odreden 1 statiCki neodreden. StatiCka odredenost, odnosno

neodredenost se definira prema izrazu

n=k-s (2.1)
Pri ¢emu je n broj prekobrojnih reakcija, k odgovara broju reakcija i s je broj jednadzbi koji se

moze postaviti.

Za: N>k —s okvirni nosa¢ je stati¢ki neodreden,

n=Kk —s okvirni nosa¢ je stati¢ki odreden.

i
L

Slika 2.1 Konzolni poduprti nosac

Zadane vrijednosti nosaca su:

Opterecenje konzolnog nosaca q=1kN/m.

Duljina konzolnog nosac¢a | =6 m.

Poprecni presjek konzolnog nosaca h=6 cm, b=3cm.

Materijal nosaca: C0562, E = 200000 MPa, v =0,3, ot =400 MPa, o,, =550 MPa.

bh® 30.-60°

— = =540000 mm*
12 12

Drugi moment povrsine |, =
Ponasanje materijala je elasticno — idealno plasti¢no.

Nosac¢ gore na slici 2.1 se sastoji od samo jednog segmenta, na lijevom kraju je uklijesten, a na
desnom kraju je oslonjen na radijalni oslonac. U lijevom kraju je onemogucen bilo kakav pomak
1 zakret, dok se desni kraj nosaca moze horizontalno pomicati, a vertikalni pomak je

onemogucen. Nosac je opterecen kontinuiranim rasutim teretom q.

Darko Bobek 6



Analiza deformacija i naprezanja staticki neodredenog konzolnog nosaca

2.1 Analiti¢ko rjeSenje konzolnog nosaca metodama ¢vrstoce

Potrebno je analiti¢ki, metodama ¢vrstoée, izraCunati reakcije veza, elasti¢nu liniju te raspodjelu
naprezanja i deformacija u svim tockama nosaca. Skicirati i1 kotirati sve dijagrame unutrasnjih

sila, naprezanja i deformacija.

1
¥

/le

Slika 2.2 Podrucje integracije konzolnog nosaca

Prema izrazu (2.1)
n=k -s=4-3=1, zadatak je jedanput stati¢ki neodreden.

Za nosa¢ prema slici 2.2 se mogu postaviti tri jednadzbe staticke ravnoteze buduci se radi o

ravninskom problemu, odnosno dvije jer je u smjeru osi x jednadzba neupotrebljiva, koje glase

>F,=0; -Fp+ql-F3=0 (@)

D> Mp=0; MA—ql'§+FB-|=o (b)

Budu¢i je zadatak jedanput staticki neodreden potrebno je uz osnovne jednadzbe staticke
ravnoteze uzeti dodatnu jednadzbu. Dodatna jednadzba ¢e se uzeti preko drugog Castiglianovog
teorema. Pomak u vertikalnom smjeru u tocki B je nula, jer je takav oslonac (radijalni). Prema

tome drugi Castiglianov teorem ¢e glasiti [8]

Y =0 ©
oF

Unutra$nja energija zadanog nosaca se raCuna prema izrazu

1 2
U=—[M, dx
2El { y @
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pri ¢emu je M, moment savijanja uzduz nosaca

X2
My(x):FB~x—q~? (e)

Ako se izraz (e) uvrsti u (d) pa sve u (c) slijedi

ou 1 'M oM (x)

— = d
oFg  Ely (%) oFg X

X

x2

ol Fs - x—qg-—

U 1 '( XZJ B XA
= FB'X_q'? d

oFs Ely oF;
Sto nakon integriranja i sredivanja glasi

3. 3
F = — I:—-1-6:2,25kN
8=g9 "3

Povratom u jednadzbu (a) i (b) slijedi

5 5
Fr=—qgl=>.1-6=3,75 kN
A=g9 73
1 -, 1 2
My,==ql2==.1.62=4,5kN-m
A=gd 3

2.1.1 Odredivanje diferencijalne jednadzbe elasti¢ne linije

q
f
flrf_a_ E\E } ____JC
i i
i — - | i
| B4

Slika 2.3 Podrucje integracije kod odredivanje elasticne linije

Darko Bobek



Analiza deformacija i naprezanja staticki neodredenog konzolnog nosaca

Diferencijalna jednadZba elasti¢ne linije kod savijanja je dana izrazom [2]

dZW_ My(x)

d*  El 23)
moment savijanja M (X) nosaca prema slici 2.3 je

I —x

My(x):FB(I—x)—q(I—x)( 5 )

Ako se malo sredi M, (x) je
|2 2
My(x):FB-I—FB-x—q?+qlx—% (")

UvrStavanjem momenta savijanja, izraz (f), u jednadzbu (2.3) slijedi

2 2 2 3
dx El 2 2 2 6

2 2 2 3
El 2 2 2 6

2 3 2,2 3 4
El 2 6 4 6 24

Postavljanjem rubnih uvjeta

Xx=0, =0 = C; =0
x=0,w=0 = C,=0

slijedi diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije

2 2 2 3
El, 2 2 2 6

W=

2 3 2,2 3 4
1 |:BIL_FBX gl°x +qlx _OX
2 6 4 6 24

El,
Progib na sredini (x =3000 mm) konzolnog nosaca iznosi

w=62,5mm

U tablicnom kalkulatoru Microsoft office excel 2007 je izraCunat progib po cijeloj duljini

konzolnog nosaca (od 0 do 6000 mm) uz korak od x =50 mm . Dijagram je prikazan na slici 2.4.

Darko Bobek 9



Analiza deformacija i naprezanja staticki neodredenog konzolnog nosaca

mm Progib elasti¢ne linije
0

ol N

. ™~ pd

Slika 2.4 Progib elasticne linije

/
l.

B g

I :
L | 9/128)g1"

i |
(1/8)ql"

Y

Slika 2.5 Konzolni nosac (dijagrami unutrasnjih sila)

Duljina X, iznosi

Xm =2,25m

Momenti u karakteristi¢nim to¢kama su

M, =—45kN-m
q- x> 1-2,25°
M) = Fe - Xm == ™ =2,25-2,25-=—"— =2,63125 kN-m

Darko Bobek
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Analiza deformacija i naprezanja staticki neodredenog konzolnog nosaca

Naprezanje, prema nauci o ¢vrstoci [2], je dano izrazom

Oy :I_Z, (2.4)

moment savijanja M, prema slici 2.1 je

q-x°

2

Naprezanje o, konzolnog nosaca u ukljestenju (x=0), u osloncu (x=6000), na polovici

duljine nosaca (x=3000 mm), te na mjestu najveceg pozitivnog momenta ( X =3750 mm) na

pola visine h nosaca, z=-30 mm(gornji dio nosaca), iznosi

My —4500000

Ty(xc0) = » 2= 10000 -(-30) =250 MPa
x(x-6000) = I\I/lyy ‘= 5400000 (-30)=0
Oy(xa750) = '\I/Iyy z= 2554301020500 -(-30)=-140,62 MPa

pri ¢emu su momenti savijanja

2 2
M y(xco) = ~Ma +Fa X~ q'2X =-4,5-10° +3750-0—%=—4sooooo N-m
M, xs000) = —45-10° + 3750-6000 - 6000° _,
M, (x_3000) = ~45-10° +3750-3000 - 1:3000° _ 5550000 N-m
M (xa750) = ~45-10° +3750-3750 - 1.3750° _ 2531250 N-m

Gore izracunate vrijednosti naprezanja su naprezanja na gornjem dijelu konzolnog nosaca na

razli¢itim duljinama istog. Na isti na¢in se mogu izraCunati naprezanja na istim duljinama po
cijeloj visini h konzolnog nosaca _ESZSE . Naprezanje po cijeloj visini h konzolnog

nosaca prema ¢vrstoci je prikazano na slici 2.6 u ukljestenju i uz oslonac, odnosno na slici 2.7 na

udaljenosti x =3000 mm i x=3750 mm od ukljestenja.

Darko Bobek 11




Analiza deformacija i naprezanja staticki neodredenog konzolnog nosaca

300 MPa 025-MPa
35 25 15 -5 | 5N\ 15 25 35| -35 25 -15,755 | 5 15 25 35
-h/2 h/2, mm -h/2 ' h/2, mm
Slika 2.6 Raspodjela naprezanja po visini h
a) u ukljestenju, b) na udaljenosti x=1mm od oslonca
150 MPa 200-MPa
35 25 15,75 | 5 15 25 35| -35 25 -15~°-5 | 5 15 25 35
-h/2 h/2, mm -h/2 h/2, mm

Slika 2.7 Raspodjela naprezanja po visini h na udaljenosti:

a) x=3000 mm (polovica

konzolnog nosaca) i b) x=3750 mm (najveci pozitivni moment) od ukljestenja

Tablica 2.1 vrijednosti naprezanja o, prema kojim su nacrtani dijagrami na slici 2.6 i 2.7

.. Naprezanje o, , MPa
Visina h, mm . .
U ukljestenju | x=1mmod oslonca | x=3000 mm X =3750 mm

-30 250 -0,12 -125 -140,62
-25 208,33 -0,10 -104,17 -117,19
-20 166,67 -0,083 -83,33 -93,75
-15 125 -0,062 -62,5 -70,31
-10 83,33 -0,042 -41,67 -46,87
-5 41,67 -0,021 -20,83 -23,44
0 0 0 0 0

5 -41,67 0,021 20,83 23,44
10 -83,33 0,042 41,67 46,87
15 -125 0,062 62,5 70,31
20 -166,67 0,083 83,33 93,75
25 -208,33 0,10 104,17 117,19
30 -250 0,12 125 140,62

Darko Bobek
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Analiza deformacija i naprezanja staticki neodredenog konzolnog nosaca

3 RAVNINSKA TEORIJA ELASTICNOSTI

3.1 Temeljne jednadzbe ravninske teorije jednadzbe

Op¢i problem odredivanja raspodjele pomaka, deformacija i naprezanja u tijelu proizvoljna
oblika koje je proizvoljno optereceno i ucvrs¢eno nije ni do danas rijeSen egzaktno. Postoji
mnoga teorijski zanimljiva i u praksi korisna rjeSenja posebnih problema. Eksperimentalnim i
numeriCckim metodama mogucée je nacéi priblizna rjeSenja velikog broja problema sa
zadovoljavaju¢om to¢noscu [3].

Slozenost problema analize naprezanja nastaje zbog toga Sto za odredivanje Sest komponenata
naprezanja imamo na raspolaganju samo tri diferencijalne jednadzbe ravnoteze. Uvodenjem tri
uvjeta kompatibilnosti deformacije i Sest jednadzbi Hookeova zakona dolazimo do zatvorenog
sustava od 12 jednadzbi s 12 nepoznanica: 6 komponenata naprezanja i 6 komponenata
deformacije. Tri od ovih 12 jednadzbi su parcijalne diferencijalne jednadzbe prvog reda, a tri su
parcijalne diferencijalne jednadzbe drugog reda. Osim toga potrebno je zadovoljiti i rubne
uvjete. Ako su rubno uvjeti zadani preko naprezanja, ovaj sustav jednadzbi zadovoljava.
Medutim, ako su na povrsini tijela ili jednom njenom dijelu zadani pomaci, broj jednadzbi
povecava se na 15 jer se osim navedenih jednadzbi moraju upotrijebiti jo§ i Cauchyjeve
jednadzbe koje povezuju pomake i deformacije. U navedenom sustavu diferencijalnih jednadzbi
javlja se 15 zavisnih varijabli i tri nezavisne varijable (prostorne koordinate x, y, z ). Ako se
razmatraju dinamicki problemi, javlja se i Cetvrta nezavisna varijabla vrijeme t [3].

Ovdje ¢emo se ograniiti samo na razmatranje statiCki ravninskih problema kod kojih su
volumenske sile zanemarivo male ili jednake nuli. Isto ¢e se razmatrati samo problemi u kojima
su rubni uvjeti zadani preko naprezanja. U tom slucaju preostaje samo Sest nepoznanica:

0y, O

[3]:

v Txyr Exr Eys | ¥y 7a Cije odredivanje na raspolaganju ima sljedece tri skupine jednadzbi

a) jednadzbe ravnoteze

T
x4 =0, —L+—2=0. (3.1)

b) uvjet kompatibilnosti deformacije

2 2
kN 32)
o ¢ oxdy
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Analiza deformacija i naprezanja staticki neodredenog konzolnog nosaca

¢) Hookeov zakon

6 == (o -vay), gx—é(ax_my),
Txy = 2(1;‘/) % (3.3)

Dakle, ovdje je zatvoren sustav od $est jednadzbi nepoznanica. Cak i ovako postavljen problem
bilo bi vrlo tesko rijesiti u opéem obliku. RjeSavanje ovog sustava jednadzbi svest ¢e se na
rjeSavanje parcijalne diferencijalne jednadzbe Cetvrtog reda [3].

To ¢e se udiniti na sljede¢i nacin: dvostrukim deriviranjem (3.3) dobiva se

o, 1 o, _Vazay 825y 1 620y _Vazax

o' Elot ) o Elad o al )

Py 2(1+v) 0%z (3.4)

040y E 0,0, ' '
Ako se derivira prva jednadzba (3.1) po iksu, a druga po ipsilonu, dobiti ¢e se

822-)(y _ 820')( a22-)()/ __ 82(7)(

xoy  ox2 ooy  ox?
Sto uvrSteno u tre¢u jednadzbu izraza (3.4) daje

2 2
0 7xy:_1+V 820X+a Oy . (35)
oxoy E | 92x 02y

Ako se sada izraz (3.5) i prve dvije jednadzbe izraza (3.4) uvrsti u uvjet kompatibilnosti (3.2), a

zatim pokrati s E, slijedi

odnosno

2 2 2
620' oo oo oo
S A ST Ay}

o2 ¢ oy )P

Darko Bobek 14



Analiza deformacija i naprezanja staticki neodredenog konzolnog nosaca

Taj izraz se moze napisati u obliku

0> 0°
{E'FaTyJ(O'X'FO'y). (36)

Izraz (3.6) sadrzi u sebi uvjete ravnoteze kao i uvjet kompatibilnosti i ¢esto se naziva uvjet
kompatibilnosti izrazen preko naprezanja. lzraz (3.6) se moze pomocu Hamiltonovog
diferencijalnog operatora V prikazati jednostavnije. Hamiltonov operator u pravokutnim
koordinatama ima oblik [3]

2 2
\Y% V:Vz_AzaaXz-i-%. (37)
Pomocu (3.7) izraz (3.6) prelazi u
V? (o, +0y)=0. (3.8)
3.2 Airyjeva funkcija naprezanja
Ako se naprezanje izvede iz funkcije ¢ =¢(x,y), prema sljedeéem izrazu
0 0? 0°
o, =22, 6, =22 P (3.9)
oy X X0y

jednadzbe ravnoteze bit ¢e automatski zadovoljene. Jedini uvjet koji se za sada postavlja na
funkciju @(x, y)jest da je u zadanom podrucju neprekinuta i tri puta derivabilna po x i y. Ova se
funkcija naziva Airyjeva funkcija naprezanja po britanskom astronautu G.B. Airy Kkoji ju je prvi
upotrijebio 1862. Naprezanja odredena pomocu (3.9) ne moraju, a najcesce i nisu rjeSenja nekog
realnog problema. Naime, iako iz nje izvedena naprezanja zadovoljavaju uvjete ravnoteze (3.1),
ona ne moraju zadovoljiti i uvjet kompatibilnosti (3.2). Na temelju (3.9) imamo

o’ 0°
o +0, :an+ay_f=v2¢, (3.10)

Darko Bobek 15



Analiza deformacija i naprezanja staticki neodredenog konzolnog nosaca

Sto uvrsteno u (3.8) daje

V(o +0y)=V?V29=0,

Odnosno

~ o' ¢
o 2 oxloy? + & =0. (3.11)

Diferencijalna jednadzba (3.11) naziva se biharmonijska diferencijalna jednadzba. Funkcije koje

zadovoljavaju tu diferencijalnu jednadzbu nazivaju se biharmonijske funkcije [3].

3.3 Rubni uvjeti

Funkcija ¢(X, y) mora zadovoljiti ne samo diferencijalnu jednadzbu (3.11) nego 1 rubne uvjete

koji mogu biti zadani na tri na¢ina [3]:

1. Na c¢itavom rubu zadano je optereéenje (naprezanje).
2. Na citavom rubu zadani su pomaci.

3. Na jednom dijelu ruba zadani su pomaci, a na preostalom dijelu opterecenje.

Ovdje ¢e se razmatrati samo prvi slucaj. Pravokutne koordinate koriste se pri analizi naprezanja
u dijelovima koji su omedeni ravnim rubovima. Koordinatni sustav treba birati, kad je moguce,

tako da su koordinate osi paralelne rubovima [3].

ay
q X oy |//// 1‘” gy -
77 ¥ 1] A o
0% Ty
Tyx ‘
Ty

Slika 3.1 Rubni uvjeti @) rub je paralelan s osi x, b) rub je paralelan s osi y,

c )rub stoji koso prema koordinatnim osima [3]
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Ako je rub paralelan s osi x (slika 3.1a) rubni uvjeti glase

o? 0%
O'y:—¢:qy, Txyz— ¢

OXoy -
Kad je rub paralelan s osi y (slika 3.1b), tada rubni uvjeti glase

__ 0%

82
GX =6y—?=qx’ TXy = —qy (313)

Oxoy N
U sluc¢aju kosog ruba, prema slici 3.1c, na temelju ravnoteze trokutastog elementa moze se dobiti

oydy +7,,dx = g,ds, o,dx+7,,dy =q,ds.

Ako se obje gornje jednadzbe podijele s ds i uzme u obzir da je dx/ds=sing i dy/ds=cos¢,

dobiva se

0y COSQ+1,, SiNp =0y, o, Sinp+1,, COSp =y, (3.14)

gdje je @ kut koji vanjska normala ¢ini s osi X prema slici 3.1c. Pomocu (3.9) izraz (3.14) prelazi

u
O’ % .
—FC0Sp——SIhp =(Q,,
Y @ oxdy @ =0y
0 2
87?c05go— g;/cosq):qy. (3.15)

Budu¢i da konstante integracije elasticnosti ne ulaze niti u diferencijalnu jednadzbu (3.11), niti u
rubne uvjete, raspodjela naprezanja ne ovisi o tim konstantama, odnosno o vrsti materijala. Ovo
ima dalekosezno znacenje u eksperimentalnoj analizi naprezanja, npr. u fotoelasticimetriji gdje je

materijal modela razli¢it od materijala originalne konstrukcije [3].
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a) F b) F

c) F, d)

Slika 3.2 Jednostruko i visestruko povezani modeli a) b) c) Raspodjela naprezanja ne ovisi o
elasticnim konstantama

d) Raspodjela naprezanja ovisi o elasticnim konstantama [3]

Dublja analiza, u koju se ovdje nece ulaziti, pokazala bi da ovo vrijedi samo za jednostruko
suvislo povezana podrucja, tj. modele koji su omedeni samo s jednom zatvorenom rubnom
krivuljom, kao na slici 3.2a. Ako je podrucje visestruko suvislo, onda raspodjela naprezanja ne
ovisi o elasticnim konstantama ako je vanjsko opterecenje u ravnotezi po svakom zatvorenom
rubu, kao na slici 3.2a, b i c. Medutim, ako sile po svakoj zatvorenoj konturi nisu u ravnotezi,

kao na slici 3.2d, raspodjela naprezanja ovisi o Poissonovom koeficijentu.
3.4 Rjesenje konzolnog nosaca

Konzolni nosa¢, kao na slici 3.3, ¢e se rijeSiti pomocu teorije elasticnosti. Potrebno je
pretpostaviti Airyjevu funkciju naprezanja oblika ¢:¢(x, z)koja ¢e zadovoljiti biharmonijsku

diferencijalnu jednadzbu (3.9). IznalaZenje ove funkcije je mukotrpan posao, te nece biti ovdje
proveden. Konzolni nosac je dovoljno dugacak, $to znaci da lijevi dio ne utjece na desni u smislu
raspodjele naprezanja uz ukljeStenje, odnosno oslonca. Tu vrijedi St. Venantov princip ili princip

lokalnosti djelovanja samouravnotezenog opterecenja koji glasi:

Ako na malom dijelu tijela djeluju medusobno uravnotezene sile, one izazivaju samo lokalna
naprezanja u neposrednoj blizini djelovanja sila i vrlo brzo opadaju s udaljenoséu od mjesta

opterecenja [3].
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Stoga ¢e se konzolni nosac razmatrati kao dva zasebna zadatka. U prvom slucaju ¢e se razmatrati
konzola, a u drugom greda na dva oslonca. Da bi se odredila raspodjela naprezanja konzolnog
nosaca uz ukljestenje potrebno je odabrati konzolu koja ¢e imati iste reakcije veze kao konzolni
nosac. Zatim je potrebno isto tako napraviti da se odabere nosac na dva oslonca takve duljine da

ima istu reakciju veze kao konzolni nosac.

Napomena: teorija elasti¢nosti gore opisana se odnosi na X,y koordinatni sustav. Dok se u

zadatku koristi X,z koordinatni sustav. Prema tome negativna —y 0s odgovara pozivnoj z osi.

i

1

Slika 3.3 Konzolni nosac

3.4.1 Konzola optere¢ena jednoliko kontinuirano

Slika 3.4 prikazuje konzolu duljine | i visine h koja je opterec¢ena jednoliko kontinuiranim

optere¢enjem (, . Funkcija naprezanja iz koje se moze odrediti rjeSenje ovog problema ima oblik

¢= G —x22% + 21xz2® - 1228 —ihzz3 +1 z° —lhe’x2 +§h2x22 —§Ih2xz . (3.16)
h? 10 5 4 4 2
g

L

M _-\'} X
i

Fls. - fk o

| V4

Slika 3.4 Konzola opterecena jednoliko kontinuirano

Od ranije su poznate reakcije veze uz ukljestenje A

Fr =3,75kN, M, =4,5kN-m.
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Ova konzola mora imati iste reakcije veze kao i konzolni nosac. Stoga je potrebno da reakcije

veze F, i Mjkonzole budu istog iznosa kao i kod konzolnog nosaca. Takoder, potrebno je da
kontinuirano optere¢enje konzole g, ostane jednako kao i kod konzolnog nosaca.
Iz poznatih reakcija veze ¢e se izracunati duljina konzole |, .

Staticki uvjet ravnoteze konzole glasi

2
=0. (@)

: Q|
D Mp=0; My - k2'<

Ik:\/ZMA :\/2-4,5:3m
Ok 1

Konzola duljine I, =3 mzadovoljava momentni uvjet jednadzbe staticke ravnoteze, ne i uvjet

ravnoteze popreénih sila. Bitno je da moment savijanja konzole odgovara momentu savijanja

konzolnog nosaca.

Derivacije funkcije (3.16) su

oy 12g,z ot

Z7_-0 ﬁ _ 2492
ox2oz? h® ’ '

oz* h?

Kada se derivacije uvrste u biharmonijsku jednadzbu (3.11), dobiva se identitet, Sto znaci da

funkcija (3.16) jest biharmonijska. Naprezanja izvedena iz ove funkcije glase

62 6qk|: 2 2 1 2:'
9P 2k (x=1 =222+ h? |z,
X 622 3| (x=h) 10
¢ zqk( 3 3,21 3)
=—— ="Kl -7°+>hz-=h° |, 3.17
T TR 4 73 (447
0°p 6qk(1 ) zj
_9P k| 222 (] —x
“  oxdoz hd 4 (h=x)

Na gornjem i donjem rubu (z = igj naprezanja trebaju zadovoljiti sljedece uvjete:

(el el
Ty, (X,gj =7, (X, —gj =0. ()
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Lako se mozemo uvjeriti da ova naprezanja zadovoljavaju rubne uvjete na rubovima z=+h/2,

odnosno ublaZzene rubne uvjete na rubu X =0. Na lijevom kraju nosaca rubni uvjeti su:

o,(0,2)=0, 7,,(0,2)=0. (d)

Ni jedan od ova dva uvjeta ne moze biti ispunjen. Naime, ako u (3.17) se uvrsti X =0, dobiti ¢e

Se

60| 2 22,1 2
0,z)=—-7-,“—=z°+—=h" |z,
O-X( ) h3 |: k 3 10 :|
(e)

rXZ(O,z):%(%hz —zzjlk.

Kad se ne moze strogo udovoljiti rubnim uvjetima, kao u ovom slucaju, nastoji se udovoljiti
ublazenim rubnim uvjetima. Ublazeni rubni uvjeti su oni kod kojih se ne zahtijeva potpuno

podudaranje zadanih i izracunatih rubnih optere¢enja. Umjesto toga se zahtijeva da zadano

optereCenje ima jednaku rezultiraju¢u silu (N = O)i jednaki rezultirajuéi moment
(M y=—M A), kao 1 naprezanja izracunata pomoc¢u funkcije naprezanja. Prema tome, u ovom

slu¢aju moraju biti ispunjeni uvjeti [3]

h/2
N = I 0,dz =0,
~h/2
h/2 (f)
M, =- I o,zdz=0.
~h/2

Kad se uvrsti (€) u (f) i provede integracija, dobiva se

2 hi2 h/2 hi2
N=6q'<3|" | zdz+4% | 23z - 3% [ zdz=0,
h —h/2 h -h/2 h —h/2
2 hi2 h/2 h/2
|\/|y=6qk3|" _[ zzdz+4% _[ Z“dz—:ai _[ 2°dz=-M,,
h h h
—hi2 ~h/2 ~h/2

Prema tome, ispunjeni su ublazeni rubni uvjeti na kraju x=0. Na sli¢an nadin se moze
pokazati da su ispunjeni ublaZeni rubni uvjeti i na desnom kraju, x=1.

Ublazeni rubni uvjet za poprecnu silu Q, se ne provjerava jer poprecne sile konzole nisu u

ravnoteZi pa taj uvjet ne moze biti ispunjen. lako su dani izrazi za normalna naprezanja oy, o,
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i posmi¢no naprezanje 7,,, Samo normalno naprezanje u smjeru osi X ¢e se analizirati i

usporedivati s istim naprezanjem dobivenim pomocu ¢vrstoce.

3.4.2 Greda na dva oslonca optere¢ena jednoliko kontinuirano

Ovdje ¢e se provjeriti zadovoljava li prelozena funkcija naprezanja jednadzbu V4¢ =0, odnosno
zadovoljavaju li naprezanja izvedena iz te funkcije rubne uvjete.
Greda na dva oslonca raspona | i visine h optereéena je jednoliko kontinuirano prema slici 3.5.

Za ovaj slucaj odabire se Airyjeva funkcija naprezanja u obliku [3]

¢:q—g —lhaxz—§h2Ixz—ih223+§h2x22+lx23—x223+lz5 . (3.18)
hel 4 4 10 4 5

Od ranije je poznata reakcija veze uz oslonac B

Fy =2,25 kN

"

F [

o1

i
L

Yz

Slika 3.5 Greda na dva oslonca optereéena jednoliko kontinuirano

Budu¢i da nas zanima samo raspodjela naprezanja uz oslonac B, potrebno je da reakcija veze Fg

1 kontinuirano optere¢enje budu istog iznosa kao i kod konzolnog nosaca. Prema tome,
kontinuirano opterecenje ¢ konzolnog nosaca je istog iznosa kao kontinuirano opterecenje grede

na dva oslonca g .

Iz poznate reakcije veze Ce se izraCunati duljina grede |g .

Staticki uvjet ravnoteze grede glasi

Agly”
D My =0; FBIQ—%:O
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_ 2R

G
_2Fy 2Fy 2225

ly

(@)

ly 4,5m
6g a 10
Derivacije funkcije (3.17) su
%y _ 12q,2 a“_¢:0 ﬂ:24qu.
ox2oz? he oxt ozt he

Kada se derivacije uvrste u biharmonijsku jednadzbu (3.11), dobiva se identitet, §to znaci da

funkcija (3.18) jest biharmonijska. Naprezanja izvedena iz ove funkcije glase

¢ _Y%( 3., 2 42
O'X:aZ—ZZF(—Eh +6|gX—6X +4z° |z,
¢ O 1.3 3
o, =_f:—g[—5h3+5h22—223j, (3.19)

2 6a. (1 2
szz_ﬂz_q_g —§h2Ig+§h2x+3lgzz—6xz2 [l )2
oxoz  h*\ 4 2 h® {2

Na gornjem i donjem rubu (Z = igj naprezanja trebaju zadovoljiti sljedece uvjete:

h h
rxz(x,gj:rxz(x,—gjzo. (c)

Lako se moze uvjeriti da su ovi uvjeti zaista zadovoljeni. Na lijevom kraju nosaca rubni uvjeti
Su:

0,(0,2)=0, 7, (0,2)=0. (d)

Ni jedan od ova dva uvjeta ne moze biti ispunjen. Naime, ako u (3.19) se uvrsti x =0, dobiti ¢e

Se

o, (0,2) :%(—ghz +422Jz,

) (e)
a(00) "o -1,
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Kad se ne moze strogo udovoljiti rubnim uvjetima, kao u ovom slu¢aju, nastoji se udovoljiti
ublazenim rubnim uvjetima. Ublazeni rubni uvjeti su oni kod kojih se ne zahtijeva potpuno

podudaranje zadanih i izraCunatih rubnih optere¢enja. Umjesto toga se zahtijeva da zadano
optere¢enje ima jednaku rezultirajucu silu [N =0, Q, :% 1 jednaki rezultiraju¢i moment
(My =0), kao 1 naprezanja izraCunata pomocu funkcije naprezanja. Prema tome, u ovom
slu¢aju moraju biti ispunjeni uvjeti [3]

h/2 h/2

1
N = I o,dz =0, Q, = I 7,,02 :—qulg,
~h/2 ~h/2 f
h/2 (f)
M, =- I o,zdz=0.
~h/2

Kad se uvrsti (€) u () i provede integracija, dobiva se

3 h/2 4 h/2
Nz—& j zdz+% .[ 2%dz =0,
Sh —h/2
3 h/2 4 h/2
y:& I zzdz—& j Z4dZ=O,
5h 3
—h/2 —h/2
3q| h/2 ) h2 1
sz—%g 2° —— |dz=—-Zqyl,.
Sl B L

Prema tome, ispunjeni su ublaZeni rubni uvjeti na kraju X=0. Na sli¢an nacin se moZze

pokazati da su ispunjeni ublazeni rubni uvjeti i na desnom kraju, tj. da je za x =1,

N =0, M, =0, Qﬁ%-

Nauka o ¢vrstoéi I [2] daje sljedece rjesenje

M Q,S
Ox =|_y21 xz bzl ! (3.20)
y y
o (qglgx_quz) Uglg h® h>
Budu¢i da je My=f, QZ:—T+qu, b=1, IV:E i S, = T_Z /12,

moze se (3.20) napisati u obliku
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qg 2 _6qg Ig 2 hz
o-X:F(6lgx—6x )z, =3 X| ) (3.21)

Prema tome, nauka o ¢vrstoci i teorija elastiCnosti daju potpuno isto rjeSenje za posmic¢no

haprezanje ,,. Prema nauci o ¢vrsto¢i normalno naprezanje o, raspodijeljeno je po zakonu
pravca, a prema rjesenju teorije elasticnosti po zakonu parabole tre¢eg reda koja se ovija oko
pravca koji predstavlja rjeSenje nauke o Cvrsto¢i. Za velike omjere | /h parabola i pravac se

neznatno razlikuju. Ako se naprezanje koje daje nauka o Cvrstoéi oznaci S 0!(\' , ono koje daje

teorija elasti¢nosti s O'I . Njihova razlika ¢e se dobiti ako se prva jednadzba (3.21) oduzme od

prve jednadzbe (3.19), tj.

Ao, =oy —o) :%(—ghz +422jz. (3.22)

Ta je razlika najveca za z = iE I 1znosi

q
X,max :Eg- (3.23)

Neka se usporedi ta pogreska s najveéim naprezanjem u gredi koje daje nauka o ¢vrstoéi. To

: : . . ly . h
naprezanje nastaje u sredini grede, tj. za x=-2 i z=+

Ao

= — iiznosi
2 2
3 (1, )
O-),(\fmax :qu (ﬁj !
paje
A 2
Pxmax i[ﬂJ <0,05. (3.24)
Oy, max Ig

Da bi ta razlika bila manja od 5% mora biti ispunjen uvjet h <0,433l,, odnosno

3
h< /E =0,43251,, (3.25)
g

Sto je gotovo uvijek ispunjeno.
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3.4.3 Vrijednosti normalnog naprezanja o, prema teoriji elasticnosti

Vrijednosti normalnog naprezanja o, konzolnog nosaca prema teoriji elasti¢nosti na udaljenosti
3 mm od ukljestenja i oslonca, te na polovici duljine nosaca su izra¢unate dolje. Ove vrijednosti
se odnose na gornji rub konzolnog nosaca visine h, z=-30 mm.

Izrazi (3.17) 1 (3.19) dobiveni prema teoriji elasti¢nosti iz Airyjevih funkcija naprezanja se
odnose na nosace jedini¢ne Sirine b . Stoga se kontinuirano opterecenje ( konzolnog nosaca
mora podijeliti sa Sirinom b=30mm kako bi naprezanje izracunato teorijom elasti¢nosti
odgovaralo naprezanju koje je izraCunato prema cCvrsto¢i. Prema tome je Kkontinuirano

opterecenje ¢ =0 =q, =1/30=0,0333 kN/m. Duljina konzole I, =3000 mm, a duljina grede

na dva oslonca Ig =4500 mm.

Naprezanje uz ukljestenje (X =3 mm), prema (3.17), iznosi

o, =—6&{(x—lk)2 —%zz +%h2}2,

6-0,0333 2 2 2 1 5
=——|(3-3000)" ——=-(-30 —-60° |-(—=30

o, = 249,494 MPa

Naprezanje uz oslonac (x=3mm) i na polovici duljine konzolnog nosaca (x=3000 mm),

prema (3.19), iznosi

qg 3 2 2 2
(g et
- _0,0333 _§_602+6_4500.3_6.32+4-(—30)2 -(-30)
* e0° \ 5
o, =—0,381 MPa
o, =238 3 602 4 6.4500-3000 630002 + 4-(~30)? |-(~30)
o, =—125 MPa

Naprezanja konzolnog nosa¢ su izracunata tako da je isti podijeljen na dva segmenta. Izraz
(3.17) opisuje raspodjelu naprezanja u ukljestenju te na udaljenosti cca 50 mm od ukljestenja. Na
vecoj udaljenosti funkcija ne opisuje dobro raspodjelu naprezanja. Izraz (3.19) opisuje raspodjelu
naprezanja na udaljenosti 1500 mm od ukljestenja pa do kraja konzolnog nosaéa (oslonac B). Sto

znaci da je segment konzolnog nosaca od 50 do 1500 mm "nepokriven" teorijom elasti¢nosti.
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Slika 3.6 Konzolni nosac opterecen jednoliko kontinuirano
a) zadani konzolni nosac i dijagram momenata savijanja

b) raspodjela naprezanja po duljini nosaca

Na slici 3.6 je prikazana raspodjela normalnog naprezanja o, na odredenim mjestima konzolnog
nosaca i to na: - lijevom i desnom Kraju,
- na sredini konzolnog nosaca
- na udaljenosti x =1500 mm od ukljestenja (gdje je moment savijanja M, =0)
- na udaljenosti x =3750 mm od ukljestenja (gdje je najveéi pozitivan moment)

Vidljivo je da su prema teoriji elasti¢nosti naprezanja rasporedena po zakonu kubne parabole.
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4 1ZOPARAMETARSKI KONACNI ELEMENT

Izoparametarski konacni elementi su elementi pomocu kojih se moze dobro opisati zakrivljena
povrsina. To su elementi sa zakrivljenim stranicama koji omoguc¢uju znatno bolje modeliranje
slozenih geometrijskih oblika.

Elemente osnovnih geometrijskih oblika moguce je preslikati, iz lokalnog koordinatnog sustava,
u razli¢ite nepravilne geometrijske oblike s ravnim ili zakrivljenim stranicama u globalnom
Kartezijevu koordinatnom sustavu. Osnovni elementi naj¢eS¢e su opisani u lokalnim prirodnim
koordinatama koje se nakon preslikavanja u opéem slucaju iskrivljuju, tj. vise nisu medusobno
okomite ili prelaze u krivocrtne koordinate. Pritom je geometrija elementa u globalnom
Kartezijevu koordinatnom sustavu opisana pomocu interpolacijskih funkcija u prirodnim
koordinatama, koje su jednake funkcijama preslikavanja. Ako je polje pomaka u elementu
opisano pomocu istih interpolacijskih funkcija kao i geometrija elementa, takve elemente
nazivamo izoparametarskim konac¢nim elementima. Kad su funkcije oblika koje opisuju
geometriju elementa viseg reda od funkcija koje opisuju polje pomaka, elementi su
superparametarski. Kad je geometrija opisana interpolacijskim funkcijama nizeg reda nego Sto je
opisano polje pomaka, elementi se nazivaju subparametarski. U analizi konstrukcija se najéesce

primjenjuju izoparametarski konacni elementi [10].

Opceniti izraz za aproksimaciju polja pomaka u dvije dimenzije, za element opceg oblika, S

ukupno r ¢vorova, je

r

(&), =Zl,Ni (&m)u
V(Em) = Ny (Em)Va+ Ny () ot Ny (£ = SN ()

i=1

u(f,n)= Nl(f,n)ul+ N, (f,n)uz +...+N,

(4.1)

gdje su &,n krivocrtne koordinate, Ni(f,n) funkcije oblika, a u; i v; vrijednosti pomaka u

¢vorovima.

Veza izmedu pravokutnih i krivocrtnih koordinata se uspostavlja preko izraza

X(&7)=My(E,7)% + My (E7)X +.. M (E:7) % =D M; (&,77)%

iR

4.2)

N
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gdje su ponovno &,7 krivocrtne koordinate, M;(&,77) funkcije oblika, a x; i y; vrijednosti

koordinata ¢vorova.

Za sluaj kad je N;(&,7)=M;(&,n7) imamo tkz. Izoparametarske elemente, tj. interpolacijske

funkcije za polje pomaka i za geometriju su iste. Takav pristup osigurava prednost

izoparametarskim elementima kod modeliranja zakrivljenih geometrija: nije potrebno

proguscenje mreze uz zakrivljeni rub. Izoparametarski elementi zadovoljavaju osnovne kriterije

konvergencije:

pomaci krutog tijela se mogu ostvariti:

- translacija (svi ¢vorovi su se pomaknuli za neku konstantu "c", tada pomak bilo gdje
unutar elementa mora biti jednak toj konstanti): u=> Nju; => N,c=c>_N;.Taje
uvjet zadovoljen ako vrijedi Z N; =1 Sto je za izoparametarske elemente ispunjeno

jer su im funkcije oblika simetri¢ne pa se kod zbrajanja ponistavaju.

- rotacija (za slucaj rotacije oko ishodista koordinatnih osi za kut ® pomak u tocki
(X, y) se moze dobiti ako se koordinate tocke pomnoze s kutom rotacije ©), tj.:
U=@y i v=0x. Budué¢i da se ¢vorni pomaci tada mogu izraziti kao u; =0y,
odnosno v; = Ox; , za komponentu pomaku u imamo
u= z N;U; = Z N;®y; = @Z N,;y; = ®y, Sto je zadovoljeno ako vrijedi y = z N Vi,
odnosno X = Z N;X; za komponentu pomaka Vv .

konstantna deformacija se moze ostvariti:

Polje konstantne deformacije zadano preko funkcije f =A + A, x+ Ajy se moze ostvariti

unutar izoparametarskih elemenata jer u svakom ¢voru 1 tada imamo

f =A+AX+Ayy;. Uvrstimo li taj izraz u izraz za polje deformacija unutar elementa,

dobivamo

f=DNifi=AD N+ A D N +A D Ny, (4.3)

Sto odgovara polju konstantne deformacije ako vrijedi
D N;=1 > Nixi=x, > N;y;=y (a to je zadovoljeno kod izoparametarskih

elemenata).

Ovaj uvjet je zapravo preformuliran uvjet pomaka krutog tijela.
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4.1 Numericko rjeSenje zadatka

Slika 4.1 Vertikalni pomaci, mm

Na slici 4.1 prikazani su pomaci, tj. progib nosa¢a. Pomaci su negativni jer je pozitivna os

definirana vertikalno gore.

Slika 4.2 Normalno naprezanje u smjeru osi X

Na slici 4.2 prikazano je normalno naprezanje o, . U lijevom kraju nosac je uklijesten, dok je na

desnom kraju radijalni oslonac.
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Slika 4.3 Normalno naprezanje u smjeru osi y

Na slici 4.3 prikazano je normalno naprezanje o .

Slika 4.4 Posmicno naprezanje z,,

Na slici 4.4 prikazano je posmi¢no naprezanje 7y, .

Numericki proracun je izvrSen pomocu metode kona¢nih elemenata u Ansys Workbench 12.

Model je umrezen s 10800 elemenata i 60673 ¢vorova.

Napomena: koordinatni sustav koji je koriSten pri numerickom proracunu nije identi¢an

koordinatnom sustavu koji se koristio pri analitickom prora¢unu. Zamijenjene su y i z 0Si tako
da negativna os y odgovara pozitivnoj osi z. Takoder, kontinuirano optere¢enje q=1KN/m je

pretvoreno u tlak tako da je podijeljeno sa Sirinom b=30mm, te je kao tlak
p=1/30=0,0333 MPa zadan na konzolni nosac.
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4.1.1 Dijagrami raspodjele normalnog naprezanja o, po visini konzolnog nosaca

Dijagram raspodjele normalnog naprezanja o, na udaljenosti X =3 mm od ukljestenja

255,03
202,63
150,23
97,821
45,417

6,9869

[MPa]

58,391
111,79
164,2
2166

269,01

H Sigma x uz ukljeitenje

e

60,

[mm]

Slika 4.5 Raspodjela naprezanja po visini nosaca h uz ukljestenje

Dijagram raspodjele normalnog naprezanja o, na udaljenosti x=3 mm od oslonca

0,23273
01762
0,11968
6,3147e-2
6618723

4991e2

[MPa]

0,10644
0,16297
0,21949
-0,27602

0,33255

n Sigma x uz osloncac

E=]

60,

[mm]

Slika 4.6 Raspodjela naprezanja po visini nosaca h uz oslonac

Dijagram raspodjele normalnog naprezanja o, na polovici konzolnog nosac¢a (X =3000 mm)

12461
99,501
74,775
49,859
24,943

2601282

[MPa]

-24,389
49,305
F4721
99,637

124,55

n Sigma x na polovici nosaca

=

[mm]

Slika 4.7 Raspodjela naprezanja po visini nosaca h na polovici konzolnog nosaca
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Tablica 4.1 Vrijednosti naprezanja o, po visini h nosaca na odredenim duljinama nosaca

UZ UKLJESTENIJE UZ OSLONAC NA POLOVICI NOSACA
Visina, mm o, MPa Visina, mm o, MPa Visina, mm o,, MPa
0 255,03 0 -0,33255 0 -124,55
1,25 245,36 1,25 -0,29703 1,25 -119,36
2,5 235,68 25 -0,26152 2,5 -114,17
3,75 2247 3,75 -0,2505 3,75 -108,98
5 213,71 5 -0,23989 5 -103,79
6,25 202,71 6,25 -0,22928 6,25 -98,6
75 191,72 7,5 -0,21866 75 -93,409
8,75 180,72 8,75 -0,20805 8,75 -88,218
10 169,72 10 -0,19743 10 -83,028
11,25 158,73 11,25 -0,18682 11,25 -77,837
12,5 147,73 12,5 -0,17621 12,5 -72,646
13,75 136,74 13,75 -0,16559 13,75 -67,456
15 125,74 15 -0,15498 15 -62,265
16,25 114,74 16,25 -0,14436 16,25 -57,074
17,5 103,75 17,5 -0,13375 17,5 -51,884
18,75 92,753 18,75 -0,12314 18,75 -46,693
20 81,757 20 -0,11252 20 -41,502
21,25 70,761 21,25 -0,10191 21,25 -36,312
22,5 59,765 22,5 -9,1295e-002 22,5 -31,121
23,75 48,769 23,75 -8,0681e-002 23,75 -25,93
25 37,773 25 -7,0067e-002 25 -20,739
26,25 26,778 26,25 -5,9453e-002 26,25 -15,549
27,5 15,782 27,5 -4,8839e-002 27,5 -10,358
28,75 4,7857 28,75 -3,8225e-002 28,75 -5,1674
30 -6,2102 30 -2,7611e-002 30 2,3255e-002
31,25 -17,039 31,25 -1,7706e-002 31,25 5,2142
32,5 -27,868 32,5 -7,8006e-003 32,5 10,405
33,75 -38,827 33,75 3,1169e-003 33,75 15,596
35 -49,788 35 1,4051e-002 35 20,787
36,25 -60,748 36,25 2,4985e-002 36,25 25,978
37,5 -71,709 37,5 3,5919e-002 375 31,169
38,75 -82,67 38,75 4,6853e-002 38,75 36,36
40 -93,631 40 5,7787e-002 40 41,551
41,25 -104,59 41,25 6,8721e-002 41,25 46,742
42,5 -115,55 42,5 7,9655e-002 42,5 51,933
43,75 -126,51 43,75 9,0589e-002 43,75 57,124
45 -137,48 45 0,10152 45 62,315
46,25 -148,44 46,25 0,11246 46,25 67,506
47,5 -159,4 47,5 0,12339 47,5 72,697
48,75 -170,36 48,75 0,13433 48,75 77,888
50 -181,32 50 0,14526 50 83,079
51,25 -192,28 51,25 0,15619 51,25 88,27
52,5 -203,24 52,5 0,16713 52,5 93,461
53,75 -214,2 53,75 0,17806 53,75 98,652
55 -225,16 55 0,189 55 103,34
56,25 -236,12 56,25 0,19993 56,25 109,03
57,5 -247,08 57,5 0,21086 57,5 114,22
58,75 -258,05 58,75 0,2218 58,75 119,42
60 -269,01 60 0,23273 60 124,61

* Vrijednosti si preuzete (iS¢itane) iz Ansys Workbench 12 u Report Preview
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5 ELASTOPLASTICNA TIJELA

Plasti¢no i elasti¢no deformiranje tijela jesu skleronomne pojave: to znaci da odziv materijala na
opterecenje ne ovisi o vremenu t, odnosno o brzini deformiranja. Ako takva ovisnost i postoji,
zanemarivo je mala. Plasticno ponasanje materijala vrlo je sloZzeno. Usprkos burnom razvoju
teorije plasticnosti u posljednjim desetlje¢ima i mnogim predloZenim teorijama, nisu do danas
postavljene opce konstitutivne jednadzbe koje bi dovoljno dobro opisale sve pojave koje nastaju
pri plasticnom deformiranju materijala. Zbog njihove opseznosti i sloZenosti, nije moguce u
jednom poglavlju iznijeti niti samo glavne crte svih teorija plastinosti pa ¢emo se ovdje
ograniCiti na izlaganje samo plasti¢nosti metalnih materijala. Uostalom, plasti¢nost metala ima i

najsiru primjenu u tehnici, posebno u strojarstvu, brodogradnji i graditeljstvu [4].

5.1 Podjela teorije plasti¢nosti

Teorije plasti¢nosti mogu se svrstati u dvije skupine: matematicke i fizikalne. Matematicke
teorije razmatraju problem na makrorazini. Nazivaju se jo§ i1 fenomenoloSke. Zadatak
matematicke teorije plasticnosti jest da eksperimentalne podatke o plastichom ponaSanju
materijala formulira u oblik opéih matematickih jednadzbi i formula. Prema tome, te se teorije
zasnivaju na pretpostavkama i hipotezama koje se postavljaju na temelju rezultata koji su
dobiveni u eksperimentima plastiénog deformiranja materijala. Prema tome, za postavljanje
matematicke teorije plasti¢nosti nisu potrebna saznanja i uvidi u stvarno ponaSanje materijala na
mokrorazini, tj. ponaSanje na razini kristalne reSetke ili pojedinog kristala.

Nasuprot tome, fizikalne teorije plsti¢nosti proucavaju plasticno deformiranje na mikrorazini, tj.
na razini kristalne reSetke. One daju odgovor na pitanje zaSto nastaje 1 kako nastaje plasti¢no
deformiranje pojedinih kristala. Uzimaju u obzir oblik resetke, njezine nepravilnosti, dislokacije,
uklju¢ivo 1 druge pojave. Ta se saznanja zatim koriste da bi se predvidjelo ponaSanje
polikristalicnih metala.

Prema teoriji plasti¢nosti u tehnici zbiva se makroskopska razina bilo da se radi o proracunu
nosivih metalnih 1 drugih konstrukcija metodama teorije plasti¢nosti ili o obradi deformiranjem
metala 1 drugih materijala. Prema tome, svaka se primijenjena teorija plasticnosti zasniva na
matematickim teorijama. Medutim, dobar uvid u fizikalna zbivanja na mikrorazini omogucuje
spoznaju pravog znacenja i ogranicenosti primjene pojedinih matematickih teorija plasticnosti

[4].
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5.2 Dijagrami deformiranja

Pretezni dio podataka o mehanickim, elasti¢nim i plastiénim svojstvima materijala odreduje se u
pokusima rastezanja. Epruveta od ispitivanog materijala optereti se na krajevima silama F na
rastezanje u posebnim ispitnim strojevima koji se nazivaju kidalice. Pri tome se biljezi ovisnost
sile F o produljenju epruvete Al. Dobiveni dijagram naziva se opcenito dijagram deformiranja,
a u ovom sluc¢aju dijagram rastezanja. Ako se sila F podijeli s po¢etnom plostinom poprecnog

presjeka epruvete A,, dobiti ¢e se tehnicko ili konvencionalno naprezanje o, .Jednako tako
dijeljenjem produljenja Al s po¢etnom duljinom mjernog dijela epruvete |, dobiva se prosjecha

deformacija &, tj.

, (5.1)

£=—. (5.2)

Prema tome, dijagram rastezanja u nekomu mjerilu jest 1 ovisnost tehnickog naprezanja o, 0

deformaciji & pa se dijagram deformiranja naziva jo§ i o—¢& dijagram. Pravo naprezanje o
dobije se dijeljenjem sile F s trenutnom plostinom presjeka A. Buduci daje zbog Poissonove

kontrakcije A uvijek manji od A,, to je pri rastezanju pravo naprezanje uvijek vece od
tehnickog naprezanja o, .

Na slici 5.1 prikazan je dijagram rastezanja mekoga niskougljicnog celika. Punom crtom
prikazana je ovisnost tehnickog naprezanja o, a crtkano ovisnost pravog naprezanja o 0
deformaciji ¢. Na dijagramu se uocavaju tri karakteristiéne tocke P,E 1T Kkoje se nazivaju
granica proporcionalnosti op, granica elasticnosti ogi gornja granica teenja o . Poradi

njihove vaznosti u teoriji i primjeni, navesti ¢e se njihove definicije [4]:

- Granica proporcionalnosti op jest najviSe naprezanje za koje je deformacija
proporcionalna naprezanju. AKko je o < op, vrijedi Hookeov zakon.

- Granica elasticnosti o jest najvise naprezanje do kojeg se materijal ponasa elasti¢no.
Ako je o <og, nakon rastereenja mjerni dio epruvete potpuno se vrac¢a u prvobitni

oblik 1 veli¢inu.
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- Granica teenja oy jest najnize naprezanje pri kojemu dijagram rastezanja postiZe
maksimum, odnosno najnize naprezanje pri kojemu raste deformacija bez porasta

naprezanja. Razlikuju se gornja granica tecenja i donja granica tecenja.

pravo -
naprezanje i
S \./ h‘-_r v— S,
Corrs MoN
4 K|
: , . |
T tehnicko |
L \ A naprezanje
/).7 B
N
O} | Om
| |
| |
A R Dy i Yy
K G

Slika 5.1 Dijagram rastezanja nisko ugljicnog celika [4]

Nakon to¢ke T epruveta se rasteze pri priblizno stalnoj sili F, §to znaci i pri konstantnom

naprezanju o, . Nakon tocke B naprezanje ponovno raste zbog o¢vrs¢enja materijala plasticnim
deformiranjem. U tocki M naprezanje o, postize svoj maksimum. Nakon tocke M materijal se
ponasa nestabilno, tj. pri porastu deformacije opada sila F , atime i o, . Te se veli¢ine smanjuju
zbog pojave lokalno suzenja epruvete koje se naziva vrat ili grlo epruvete. Naprezanje o), koje

odgovara tocki M naziva se vla¢na ¢vrsto¢a . Napokon u tocki K nastaje lom epruvete. lako se
tehni¢ko naprezanje smanjuje nakon tocke M , pravo naprezanje i dalje raste jer se brze
smanjuje plostina poprecnog presjeka A nego sila F . Porast pravog naprezanja pokazan je
crtkano naslici 5.1.

Horizontalni dio dijagrama T, A, B naziva se plasti¢ni plato. Pri rastezanju epruvete od tocke T
do tocke B plasticne deformacije nisu jednoliko raspodijeljene. Pojedina se uska podrucja
plastificiraju, tj. iz elasti¢nog prelaze u plasti¢no stanje. Ta uska podrucja, odnosno tanki slojevi

plastificiranog materijala, nazvana su Liidersove linije (lueders lines). One su nagnute priblizno
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pod 45° prema osi epruvete. Pomicanjem od tocke T prema B raste postotak plastificiranog
materijala. U to¢ki A koja se nalazi na sredini platoa plastificirano je priblizno 50% materijala.
Razlika izmedu pravog naprezanja o 1 tehnickog naprezanja o, postupno raste. Razlika izmedu

o 1 o, raste naglo nakon pojave vrata kako je i prikazano na slici 5.1. S porastom sadrzaja

ugljika i drugih legiraju¢ih elemenata raste ¢vrstoca Celika, smanjuje se njegova duktilnost i

plasti¢ni plato kako je prikazano na slici 5.2 [4].

C A
|
|

/’:E.wkf postotak C

fﬂmﬁ

| {
P/‘ ~ srednji postoiak C
N _///ﬂ N

\ \ niski postotak C

0 £

Slika 5.2 Priblizan prikaz promjene rastezanja celika s porastom sadrzaja ugljika C [4]

Donja granica tecenja o ostaje uvijek priblizno konstantna, dok gornja granica teCenja o
ovisi 0 uvjetima u kojima se pokus rastezanja provodi. Osobito na o; utjeCu centricnost

opterecenja, stanje povrSine epruvete, pojava koncentracije naprezanja i slicno. Ako se epruveta
u toc¢ki C rastereti kako je prikazano na slici 5.1 crtom CD, materijal ¢e se ponasati elasti¢no i

gotovo linearno. Pri ponovnom optere¢enju dijagram slijedi crtu DC;. Daljnji tok dijagrama

C,MK zbiva se kao da rasterecenja nije ni bilo. Na slici 5.1. vidi se da se ukupna deformacija ¢

dade rastaviti na trajnu ili plasticnu deformaciju &° i elasticnu deformaciju &°, tj. vrijedi
e=e +&° (5.3)

Iako se dijagrami rastezanja metala medusobno znatno razlikuju, 1 po obliku 1 po veli€ini, svi se
oni mogu svrstati u tri skupine. Jedan oblik dijagrama ve¢ je prikazan na slici 5.1. Ostali duktilni

materijali, u koje spadaju, primjerice, bakar i njegove slitine te aluminij i njegove slitine, imaju
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dijagram prema slici 5.3a. Dijagram rastezanja krhkog materijala prikazan je na slici 5.3b.
Duktilni materijali prije loma dozivljavaju veliku plasticnu deformaciju pa je za lom takvog
materijala potrebno utrositi znatan dio energije. Krhki se materijali lome bez prethodne plasticne

deformacije ili uz vrlo malu prethodnu plasti¢nu deformaciju [4].

o/

Slika 5.3 Dijagrami rastezanja:

a) duktilnog materijala b) krhkog materijala [4]

Vidljivo je jo$ da su histerezne petlje rasterecenja i optereéenja vrlo uske i gotovo linearne pa se

krivulje CDC, na slici 5.1 te CDC,i EFE,; na slici 5.3a zamjenjuju u primjeni pravcima CD,

odnosno EF . Ako materijal ima izrazenu granicu tecenja, kao $to je to slucaj s mekim celikom
prema slici 5.1, ona se mozZe eksperimentalno lako odrediti. No, u slu¢aju dijagrama rastezanja
duktilnog materijala prema slici 5.3, tu je granicu tesko eksperimentalno jednoznacno utvrditi. U
oba slucaja teSko se odreduju granica proporcionalnosti i1 granica elasticnosti. Zbog toga se
dogovorno uvode pojmovi prividne (Johnsonove) granice elasticnosti i konvencionalne granice

tecenja. Njihove definicije u skladu sa slikom 5.4. glase [4]:
e Prividna (Johnsonova) granica elastiCnosti og; jest naprezanje pri kojemu je nagib
tangente na dijagram o = 0'(8) za 50% manji od nagiba tangente u ishodistu.
e Konvencionalna granica teCenja oy, jest ono naprezanje koje izaziva trajnu plasti¢nu
deformaciju &, =0,002 (0,2%). U uporabi su i druge vrijednosti &,. Primjerice,

&, =0,0001. U tom se slu¢aju konvencionalna granica teCenja oznaCava s oy ;-

Darko Bobek 38



Analiza deformacija i naprezanja staticki neodredenog konzolnog nosaca

b)

e
€

Slika 5.4 Dogovorna granica elasticnosti i granica tecenja

a) prividna Johnsonova granica elasticnosti, b) konvencionalna granica tecenja [4]

5.3 Analiza dijagrama rastezanja

Vecina kidalica biljezi ovisnost konvencionalnog naprezanja o, 0 deformaciji ¢. S teorijskog

stajaliSta povoljnije je imati dijagram ovisnosti pravog naprezanja o 0 deformaciji ¢ ili, jo$

bolje, o prirodnoj ili logaritamskoj deformaciji " . Prirasti obiju deformacija iznose [4]

ly I

Integracijom gornjih izraza dobiva se

| [
1 dl
SZI_ dl, 5N :J‘I_’
01g lo
Odnosno
-1 |
e=—21, eN=In—.
I0 I0

Da bi se mogao dijagram o, =0y (&) pretvoriti u dijagram

. . . . N
odnos izmedu o | o, te izmedu ¢ | ¢

deformiranju ne mijenja obujam, moze se pisati

V = Ay = Al

(5.4)

(5.5)

(5.6)

0=0'(8N), mora se uspostaviti

. Na temelju cinjenice da se pri plasticnom
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odnosno
A_L
ATl (5.7)
Sada je
,_F_FA
A A A
§to uz pomo¢ (5.1) i (5.7) prelazi u
I
O = O-O .
I0
Budu¢idaje | =1;(1+¢), onda je
o=0y(1+¢). (5.8)
S druge strane je
e = |n|l= In(1+¢). (5.9)

0
Sad se moze priéi pretvorbi dijagrama oy =0y (&) u dijagram o = O'(SN). To ¢e se uciniti za

jedan hipotetski duktilni materijal. Opéenito se ovisnost naprezanja o 0 deformaciji ™ moze

zadati u obliku

o=C(e") (5.10)

Uz pretpostavku da se radi o materijalu za koji vrijedi dijagram

0,2

o =6000(cN)", £>0,01. (5.11)
Ta je ovisnost prikazana na slici 5.5 gornjom krivuljom pomocu (5.8) i (5.9) ta je krivulja
pretvorena u krivulju ovisnosti oy = oy ().

Da bi se to¢nije odredio polozaj M na dijagramu oy, = oy (8) , Tazmotriti ¢e se uvjete rasta sile

F , atime i konvencionalnog naprezanja o, . Sila F dana je izrazom

F=0A,
Darko Bobek 40




Analiza deformacija i naprezanja staticki neodredenog konzolnog nosaca

I ona raste zbog oc¢vr§¢enja materijala, a opada zbog smanjenja plostine poprecnog presjeka. Kad

N

jedF =0, bit ¢e F =F,, odnosno o, =oy,. Prema tome vrijednost &~ za koju je o, =0y

moze se dobiti iz uvjeta

dF =cdA+ Ado =0,

Odnosno iz uvjeta

d dA
Jdo __BA (5.12)
o A
g
——A
MPa
T —
| 0'=0'(8N) /_.__.——- M|~
% et \\
ool i é"/ S— e
/ = 0=0, (€)
0l |
/ | |
| 1 | i
| } | :
20 BT |
T e
0 | | ? | | 8

0.01 005 0,10 0,15 0,20 0,25

Slika 5.5 Usporedba ovisnosti pravog naprezanja o prirodnoj deformaciji i konvencionalnog

0,2
naprezanja o deformaciji za o = 6000(5'\‘) i £>0,01 [4]

S druge strane pri plastiénom deformiranju nema porasta obujma V . Buduéi da je V = A-l, bit
ce

dVv = Adl +1dA=0,
ili prema (5.4)

—=——=—dg". (5.13)
Nakon uvrstavanja (5.13) u (5.12) slijedi

do=ode". (5.14)
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Prema (5.10) je
-1
do= Cn(gN )n deN.
Ako se gornji izraz zajedno s (5.10) uvrsti u (5.14), dobiti ¢e se

eN=n, (5.15)
tj. vrijednost deformacije za koju je o, =o),. U slucaju materijala za koji vrijedi (5.11) bit ¢e

£N'=0,2 odnosno £=0,2214.

5.4 ldealizacija dijagrama deformiranja

Stvarni dijagrami deformiranja metala previse su slozeni da bi bili prikladni za analiticku obradu.
Da bismo olaksali analizu plasticnog deformiranja metala, stvarni se dijagrami zamjenjuju
njihovom idealizacijom. Pri tome idealizirani dijagrami zadrzavaju bitne znacajke stvarnih
dijagrama, dok su nebitne pojedinosti dijagrama ispustene. Na srecu, teorija plasti¢nosti,

odnosno mehanika plasti¢nih tijela primjenjuje se u dva bitno razlicita podrucja:

- proracun nosivih konstrukcija, tla¢nih posuda, cjevovoda itd.

- obrada metala deformiranjem.

U prvom slucaju plasti¢ne deformacije su male, reda veli¢ine elasti¢nih deformacija. Pri tome je
dovoljno uzeti u obzir samo pocetni dio dijagrama deformiranja. U drugom su slucaju plasti¢ne
deformacije vrlo velike. Cesto su dva ili tri reda veli¢ine veée od elasti¢nih. U tom se sludaju

mogu zanemariti elasti¢ne deformacije [4].

Stoga se za proracun konstrukcija najéesce koriste dva modela za opisivanje stvarnog dijagrama

rastezanja, odnosno ponasanja materijala:

- linearno elasti¢ni — idealno plasti¢ni materijalni model 1

- linearno elasti¢ni — o¢vrS¢avajuci materijalni model.
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5.4.1 Linearno elasti¢no-idealno plasti¢no ponasanje materijala

Slika 5.6 prikazuje dijagram ponasanja linearno elasti¢nog — idealno plasticnog materijala. Dio
OA dijagrama o —¢ predstavlja elasti¢no ponaSanje materijala, a dio dijagrama o —¢& iza tocke
A predstavlja idealno plasticno ponasSanje materijala. Kada naprezanje u materijalu
konstrukcijskog elementa postigne granicu plasticnosti o (teCenja), deformacije materijala
rastu bez povecanja naprezanja. Ako u tocki B, rasteretimo epruvetu, tada to rasterecenje ide

pravcem BC, a ponovno opterecenje ide pravcem CBD . Prikazani idealizirani dijagram na slici

5.6 dobro opisuje ponaSanje mekog Celika [5].

!

0 C -

Slika 5.6 Linearno elastican — idealno plastican materijal 6]

5.4.2 Linearno elasti¢no-oc¢vrs¢avaju¢e ponasanje materijala

Slika 5.7 prikazuje linearno elastiéno — ocvrs¢avajuce ponasanje materijala. Dio OA dijagrama
o —¢& predstavlja elasti¢éno ponaSanje materijala, a dio dijagrama o —¢iza tocke A predstavlja
o¢vr§¢avajuce ponaSanje materijala. Kada naprezanje u materijalu konstrukcijskog elementa
postigne granicu plasticnosti o (tecenja), deformacije konstrukcijskog elementa rastu s

povecanjem naprezanja [5].
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i
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Slika 5.7 Linearno elastican — ocvrsé¢avajuci materijal [6]

5.5 Zakljucci o plasticnom deformiranju

Na temelju opisanih pokusa, kao i mnogobrojnih drugih koji ovdje nisu posebno opisani, mogu
se postaviti sljedeCe pretpostavke o ponasanju elastoplasticnih materijala pri jednoosnom

deformiranju:

1. Ukupna deformacija moze se rastaviti na povrativu elasticnu deformaciju £° i na trajnu

ili nepovrativu plasticnu deformaciju €®. U tom sluéaju vrijedi
e=&"+&P.

2. Za gotovo sve materijale moze se pretpostaviti postojanje granice teenja or. AKo je

naprezanje manje od granice tecenja, materijal se nalazi u elasticnom stanju. Kad
naprezanje dostigne granicu teenja, pocinje plasticno deformiranje tijela.
3. Materijal je idealnoplasti¢an ako pri konstantnom naprezanju o =oy, plasticna

deformacija neprekidno raste. U tom slucaju kazemo da materijal plasticno tece. U tom

slucaju vrijedi

o <07 elasti¢no stanje,

o =07 plasti¢no tecenje. (5.16)
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Pri rastere¢enju materijal se ponaSa linearno i elasti¢no. Pri ponovnom opterecenju
materijal se ponasa linearno elasticno dok ne dostigne granicu tecenja o .
4. Ako je nakon dostignuca granice teCenja o povecanje plasticne deformacije moguce

samo uz povecanje naprezanja, radi se 0 plasticnooc¢vrséuju¢em materijalu. Pri tome po-

radi plasticnog deformiranja raste granica teCenja pa i dalje vrijedi

* oy .
o <ot elasti¢no stanje,

o =07 plasti¢no deformiranje. (5.17)

No, u tom sluc¢aju granica tecenja nije konstantna nego ovisi o plasticnoj deformaciji, tj.

vrijedi
or =07 (8p) plasti¢no deformiranje. (5.18)

5. Pri rastereéenju iz stanja naprezanja G=U—T— materijal se ponasa elasti¢no i priblizno
linearno. Pri ponovnom optereenju materijal se ponovno ponasa elasticno dok ne
dostigne naprezanje o; koje odgovara novoj povecanoj granici tecenja cr;.

6. Pri promjeni predznaka deformiranja, primjerice pri prijelazu iz rastezanja u sabijanje i
obratno, neki materijali pokazuju Bauschingerov efekt.

7. Pri plasticnom deformiranju ne mijenja se obujam, tj. plasti¢na obujamna deformacija

jednaka je nuli, dakle v =0,5 [4].

5.6 Plasti¢na analiza konstrukcija

Elastoplasti¢na analiza u usporedbi s elasticnom (linearnom) analizom mnogo je tezZa i sloZenija.
Na srecu, primjena mehanike plasti¢nih tijela uglavnom se odnosi na dva potpuno odvojena

podrucja:

1. plasti¢na analiza nosivih konstrukcija,

2. obrada metala deformiranjem.

U prvom slucaju plasti¢ne deformacije su male, istog reda veli¢ine kao i elasticne deformacije,
Sto znatno olakSava analizu. U drugom slucaju elasticne deformacije su zanemarivo male u
usporedbi s plasticnim pa se moze primijeniti pojednostavljeni model kruto-idealnoplasticnog

tijela. Pri savijanju i uvijanju Stapova nastaju ponekad dvoosna i troosna stanja naprezanja. Na
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srecu, jedno glavno naprezanje je po pravilu bitno vece od preostala dva pa se, uz prihvacanje
male pogreske, moze prihvatiti da se radi o jednoosnom naprezanju u sluéaju savijanja i osnog
opterec¢enja. Kad se radi o uvijanju Stapova, mozemo prihvatiti pretpostavku o ¢istom smicanju.

Analizi naprezanja i deformacija u Stapovima pristupit ¢e Se pojednostavnjenim tehnickim
postupkom. Prema tom postupku umjesto uvjeta kompatibilnosti deformacije rabe se
pretpostavke o deformiranju, odnosno pretpostavke o raspodjeli naprezanja. Geometrijskom
analizom dobivaju se kvalitativni izrazi za raspodjelu deformacije. U tim se izrazima nalazi
jedan ili vise nepoznatih parametara. Pomoc¢u konstitutivnih jednadzbi, tj. veza naprezanja i
deformacije, dobiju se izrazi za naprezanje. Na koncu se primjenom uvjeta ravnoteze odreduju

nepoznati parametri, a time i konacni izrazi za naprezanje i deformaciju [4].

5.6.1 Savijanje Stapa Ciji presjek ima dvije osi simetrije

Analiza savijanja prizmatic¢nih Stapova u elastoplasti¢nom stanju provodi se uz iste pretpostavke
o deformiranju i raspodjeli naprezanja kao i u elasti¢cnom stanju. Te su pretpostavke:

1. poprecni presjeci Stapa ostaju tijekom deformiranja ravni i okomiti na deformiranu
uzduZznu os; u elastiénom stanju deformirana uzduZzna os je elasticna linija;

2. u Stapu vlada priblizno jednoosno stanje naprezanja.

Izraz za raspodjelu deformacije u elasticnom 1 plastiénom podrucju glasi

& =—, 5.19
= (5.19)

gdje je p polumjer zakrivljenosti deformirane uzduzne osi. Koordinatni sustav definiran je na
slici 5.8.

a)

K uzduzna os
"
: Yz
b) p/ deformirana
M / N\ uzduzna os M
/“\‘\\h i - A\
Cf ™\ )
b e ||
/ 5 B 7 : 4 "'/
/4 ST

Slika 5.8 Savijanje ravnog prizmaticnog Stapa:

a) poprecni oblik Stapa s koordinatnim sustavom, b) deformirani oblik stapa [4]
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Elasti¢no stanje. Dok je Stap potpuno u elasticnom stanju, vrijede sljedeci izrazi

Oy = &Z’ O'x,max :ﬂ’ (5.20)
Iy ’ Wy

My max =My 1 =o7W,, (5.21)

1 M, d’w M,

;ZE_|y’ ﬁz—E—ly. (5.22)

Elastoplasti¢no stanje. Ako poprecni presjek Stapa ima dvije osi simetrije i ako se savija oko

jedne osi simetrije, ta ¢e os ujedno biti neutralna os kako je prikazano na slici 5.9. Cim moment

savijanja prijede vrijednost M, ; koja je odredena izrazom (5.21), po€inju se stvarati

plastificirana podrucja na gornjemu i donjemu dijelu presjeka.
Naprezanje je u elasticnoj jezgri raspodijeljeno po zakonu pravca. U plastificiranim podrucjima

jednako je granici tecenja o .

Prema tome se moze pisati

22 h, h,
= o —, — <7<t
JX GT he 2 Z 21
h h
o, =07, —=<z7<—, 5.23
X T 2 2 ( )
h h
o, =—07, ——<z<--%,
X T 2 2

gdje je h visina popre¢nog presjeka, a h, = 2z, visina elasti¢ne jezgre. Prema definiciji moment

savijanja u popre¢nom presjeku iznosi

My o = [ o 20A, (5.24)
A

gdje je A=A + A, + A,plostina poprecnog presjeka. Ako se (5.23) uvrsti u (5.24), dobit Ce se

M

vl :ij I 2’dA+ o I zdA—o I zdA. (5.25)
€ A

A A2
Prvi integral na desnoj strani jednak je momentu tromosti elasti¢ne jezgre. Drugi i tre¢i integral
jednaki su statickom momentu plastificiranih podrucja, tj.

2 _ —
A
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Cl.) I b) ‘&/I\ ~ “%/ T C) M} T 61) ‘My- A s < ‘Iwy <"M_\r gr e) 'Iwy- ar
elasticna | C,<0ry
jezgra . .L [ ;
!

Y
-

_ V N plastificirana
z podrucja
Slika 5.9 Elastoplasticno stanje Stapa:

a) elasticna jezgra i dva plastificirana podrucja, b) elasticno stanje, c) maksimalna naprezanja u
elasticnom stanju, d) raspodjela naprezanja u elastoplasticnom stanju, e) raspodjela naprezanja
u granicnom stanju [4]

Ako se uzme u obzir da je I ,,/h =W, ., moment otpora elasti¢ne jezgre, moZe se (5.26)

napisati u obliku

My o =7 (Wy e +25,,). (5.27)

Granicno stanje. Kako moment savijanja raste, rastu plastificirana podruéja, dok se elasti¢na
jezgra smanjuje. Kad se Citav presjek plastificira, nije moguce daljnje povecanje momenta

savijanja, tj. M, dostiZe grani¢nu vrijednost M, . koja je dana izrazom

y,gr

M, g =207S,, (5.28)

gdje je S, staticki moment jedne polovine poprecnog presjeka oko osi Y, tj. neutralne osi. U

tom trenutku raspodjela naprezanja izgleda kao na slici 5.9e. Izraz (5.28) se moze napisati u
obliku

M, g = oW (5.29)

y.pl"
gdje je

W, =2S,, (5.30)
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Osni plasticni moment otpora. 1zraz (5.29) omogucuje da se odredi W, , kad je poznata visina
elastiCne jezgre h,=2z,. Naime W,, i S, ; sadrze u sebi implicitno veliCinu z, kao
nepoznanicu. Sve su ostale veli¢ine poznate. Pomocu toga istog izraza se moze odrediti z, kad

Je poznat moment savijanja W, ;. Fakior poveéanja nosivosti u plastiénom podrucju K¢ iznosi

M orW.

ke =— 280 = T ypl (5.31)
Myt oW,
odnosho
LT (5.32)
Wy

Indeks f odnosi se na rije¢ fleksija, tj. savijanje.

Kad se radi o pravokutnom popreénom presjeku prema slici 5.10a vrijedi

W, .= :Ebzez,
’ 3
h 1(h b(h? ,
Sy,]_:b[a_zeja[z'i‘zej:E[T—ZeJ

Ako se te vrijednosti uvrste u (5.29), dobit ¢e se

bh2|3 (7. bh2|  1(2z.
My'pl:JT?{E_z(Fej}=6T7|:1_§(Tej , (533)

odnosno

2 2
3 1(2z 1(2z
My o =Mt {E_E(Tej }: My o {1_5(76)) } (5.34)

Buduéi da je prema (5.19) er =2,/ p | &pa =h/(2p), bit ée 22,/ h= &1/ £ . S druge strane
ako se oznali s &y =1/ p; onu zakrivljenost pri kojoj nastaju prve plasti¢ne deformacije, bit ¢e

KT K=p.pr =& Enax Pa(5.34) prelaziu
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M 3 1(x Y
My,pl :{E_E(%j } za K > K. (5.35)
tT
Ako je x < xy, moment savijanja dan je izrazom
El K
M, =—Y =«xEl, =—(x:El, ). 5.36
y= =Bl = (E) (5.36)
Budu¢i da je xrEl, =M, 1, bit ¢e
M K
y T
=— za Kk < K7. (5.37)
Myr « T
! |
; 4 Kk/k,

Y2

Slika 5.10 Ovisnost momenta savijanja o zakrivljenosti Stapa:

a) djelomicno plastificiran poprecni presjek, b) dijagram ovisnosti momenta savijanja o

zakrivljenosti u bezdimenzijskom obliku [4]

Ovisnost bezdimenzijskog momenta savijanja M, /M, ;, u ovisnosti o omjeru zakrivljenosti

k| k7 izraCunata je pomocu (5.37) i (5.36) i prikazana srednjom krivuljom na slici 5.9. Ta se

krivulja odnosi na pravokutni poprecni presjek. Na istoj slici prikazane su sli¢ne krivulje za

kruzni popre¢ni presjek i za tankostjeni presjek 1. U elasticnom podrudju (x <x7) sve tri

krivulje medusobno se podudaraju i prelaze u pravac. Kad «/x; tezi u beskonacnost, omjer

M, /M, . tezi asimptotski jedinici [4].
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6 GRANICNO KONSTRUIRANJE
6.1 Grani¢na analiza konstrukcija

Pri dimenzioniranju konstrukcija i njihovih dijelova Koristili smo se do sada pojmom dopustenog
naprezanja 1 faktora sigurnosti. U slucaju duktilnih materijala dopusteno naprezanje definirano je

izrazom [7]
Omax = ? (61)

gdje je S faktor sigurnosti. Dimenzioniranje prema dopuStenom naprezanju provodi se tako da se

odredi maksimalno naprezanje o, 0dnosno maksimalno ekvivalentno naprezanje oy, max

kad se radi o dvoosnom ili troosnom naprezanju. Uvjet ¢vrstoce tada glasi
O max < O_dop Oekv,max < Gdop (6-2)

Prema tom nacinu presutno se smatra da konstrukcija gubi svoju funkciju (¢vrstocu, krutost) pri
pojavi prve plasti¢ne deformacije. No nije tako.
Konstrukcija ne gubi svoju nosivost nakon pojave prvih plasticnih deformacija, tj. kad

opterecenje dostigne vrijednost opterecenja tecenja F;. Konstrukcija iscrpi svoju nosivost tek
kad opterecenje dostigne graninu vrijednost F=F,. Prema tome, primjerenije je
dimenzionirati konstrukciju prema grani¢nom opterecenju F, . Pri tome se uvodi pojam faktora
opterecenja

A =—% = grani¢no optereéenje / dopusteno optereéenje. (6.3)
dop

Faktor optereenja Aima slicno znacenje kao faktor sigurnosti pri dimenzioniranju prema
dopustenom naprezanju. Kad se radi o staticki odredenim konstrukcijama, faktor sigurnosti 1

faktor opterecenja povezani su izrazom

2=2T k=sk (6.4)
O-dop

gdje je k faktor povecéanja nosivosti. Kod uvijanja okruglog Stapa faktor oblika k, =4/3=1,333.

Pri savijanju Stapa pravokutnog popre¢nog presjeka je k; =3/2=1,5.
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Za ostale oblike faktori se mogu naci u tablicama. Faktori (dopustenog) optere¢enja po pravilu su
isti ili neznatno veci od faktora sigurnosti pa proracun prema grani¢nom opterecenju daje lakse 1
ekonomicnije konstrukcije. Osim toga je proracun prema granicnom opterec¢enju znatno laksi od
proracuna prema dopusStenom naprezanju pa je njegova primjena tim opravdanija. To se posebno
odnosi na jednostavnije konstrukcije.

Najveca ucinkovitost proratuna prema dopustenom optereéenju nastaje u staticki neodredenim
konstrukcijama u kojima tijekom plasticnog deformiranja nastaje preraspodjela sila i momenata.

Nakon primjene faktora opterec¢enja je vrlo ¢esto

Fdop <F;.

To znaci da se u redovitoj upotrebi ne¢e u konstrukciji pojaviti plasticne deformacije iako je
proracun proveden u plasti¢nom podrucju.
Prilikom primjene postupka granicne analize treba imati na umu da se analiza uvijek odnosi na

idealizirane, a ne realne konstrukcije. Idealizirana konstrukcija ima ova svojstva:

1. materijal konstrukcije je idealnoplastican, tj. nema ocvrS¢enja materijala tijekom
deformiranja;

2. promjena geometrije konstrukcije do prijelaza u grani¢no stanje zanemarivo je mala.

Ova druga pretpostavka omogucuje primjenu principa virtualnih radova u analizi konstrukcija.

Danas se u grani¢noj analizi rabe tri pristupa:

1. pristup krutog plasticnog zgloba (rigid plastic hinge)
2. pristup elastoplasti¢nog zgloba (elasto plastic hinge)

3. pristup analize Sirenja plasti¢nih podrudja.

Pristup krutog plasticnog zgloba najjednostavniji je i danas najrasireniji u primjeni. U tom
pristupu zanemaruje se elasticno deformiranje. Do pojave mehanizma konstrukcija se smatra
krutom. Smatra se da plasticni zglob ima nultu duljinu. Pristup elastoplasticnog zgloba u sustini
je isti kao 1 pristup krutog zgloba. Razlika je u tome Sto se razmatra elasti¢no deformiranje
izmedu plasti¢nih zglobova. Tre¢i pristup uzima u obzir tijek Sirenja plasti¢nih podrucja. Ocito je
takva analiza najslozenija. Istrazivanja pokazuju da drugi pristup daje gotovo iste rezultate kao i
znatno sloZeniji tre¢i pristup. Drugi i tre¢i pristup jo$ su u razvoju.

lako se stvarno opterecenje plasticnog sloma realnih konstrukcija razlikuje od grani¢nog

opterecenja idealiziranih konstrukcija, ta se razlika u vecini sluajeva moze zanemariti.
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Grani¢nom analizom izbjegava se mukotrpan inkrementalno-iterativni postupak koji se inace
primjenjuje u redovitoj numerickoj analizi. U primjeni metode konacnih elemenata nastaju
poteskoce kad se pojedina podrucja plastifikacije po¢nu medusobno spajati i kad se opterecenje
priblizava grani¢nom opterecenju. Grani¢nu analizu znatno olakSava primjena principa virtualnih
radova, odnosno statickog i kinematickoga poucka. Ti poucci daju donje i gornje ograni¢enje
grani¢nog opterecenja. Ako se rjeSenja koja su dobivena pomocu tih dvaju poucka podudaraju,

rijec je o egzaktnom rjesenju koje vrijedi za idealiziranu konstrukciju [4].

6.2 Grani¢na i maksimalna vrijednost kontinuiranog optereé¢enja

Da bi nastao plasti¢ni slom, moraju se pojaviti dva plasticna zgloba. Na temelju izgleda
momenata savijanja procjenjuje se da ¢e jedan plastican zglob nastati na mjestu ukljestenja, a

drugi negdje na sredini nosaca, tj. na udaljenosti X, 0d desnog oslonca.

Slika 6.1 Momentni dijagram u granicnom stanju

Prvo ¢e nastati plasti¢ni zglob u ukljeStenju, a potom na udaljenosti X,, =2,25m.

Staticki uvjet ravnoteze nosaca glasi

2
M, =—Fg-X+q X? . = X se krece od oslonca ka ukljestenju. (6.5)
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Moment teCenja M 1, prema (5.21), iznosi

gdje je moment otpora W,

bh?
w, =20 (0)
Kada se izraz (b) uvrsti u (a), moment teenja M, 1 iznosi
2 2
M, =or 2 =00 08 7 5 ©

Do prve pojave teCenja materijala ¢e do¢i onda kada moment savijanja M, dostigne vrijednost
momenta te¢enja M, ;. To ¢e se najprije dogoditi u ukljestenju. Kontinuirano opterecenja gy

pri kojem dolazi do pocetka tecenja, prema (6.5), iznosi

2
Myt =_FB'X+qT?

2
712=_2125'6+qT%:>qT =%=1,15 KN/m.

Kako bi se odredilo grani¢no kontinuirano opterecenje (g, potrebno je prije izraCunati granicni

moment M, .. koji za pravokutnik prema izrazu (5.29) glasi

My.gr =Wy o, ()
pri ¢emu je plasti¢ni moment otpora W,

Gdje je S, staticki moment plostine povrSine poprecnog presjeka oko neutralne osi y.

|
|
| h/2
W4
Pl
|
| hi2
1
|
— b P

Slika 6.2 Poprecni presjek pravokutnika
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Za pravokutni popre¢ni presjek, prema slici 6.2, staticki moment povrsine je

bhh bh?
S, =——=—. h
Y24 8 ®
Kada se izraz (h) uvrsti u izraz (g) pa u (f) graniéni moment M, o iznosi
2 2
My,gr:O'T'%=400-3o 60 =10,8 KN-m

Konacno, grani¢no kontinuirano opterecenje g, , prema (6.5), iznosi

2

X
My,gr :_FB 'X+qgr?

2,25 ~ 15,8625

10,8=-2,25-2,25+(, —— = (., = ————— = 6,23 KN/m.
Qor 2 Gor 253125

Faktor povecanja nosivosti u plasticnom podrucju k¢ iznosi

M
T
y, T !
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7 USPOREDBA | ANALIZA RJESENJA

Ovdje ¢e se usporediti normalno naprezanje u smjeru osi X dobiveno numerickim i analitickim
proracunom. Analiti¢ki proracun se temelji na teoriji elasti¢nosti i nauci o ¢vrsto¢i. Usporediti ¢e

se vrijednosti naprezanja o, na udaljenosti x=3 mm od ukljestenja i oslonca, te na sredini

(X =3000 mm) konzolnog nosaca.

Tablica 7.1 Raspodjela normalnog naprezanja o,

h o, uz ukljeStenje nosaca o, uz oslonac nosaca o, na sredini nosaca

[mm]l MKE TE NOC MKE TE NOC | MKE TE NOC

-30 | 255,03 | 249,49 | 249,37 | -0,332 | -0,381 | -0,375 | -124,55 | -125,01 | -125

-25 | 213,71 | 207,92 | 207,81 | -0,239 | -0,314 | -0,312 | -103,79 | -104,17 | -104,17

-20 | 169,72 | 166,33 | 166,25 | -0,197 | -0,248 | -0,249 | -83,03 | -83,33 | -83,33

-15 | 125,74 | 124,75 | 124,69 | -0,155 | -0,184 | -0,187 | -62,26 | -62,49 -62,5

-10 | 81,76 83,17 83,12 | -0,112 | -0,122 | -0,125 | -41,50 | -41,66 | -41,67

-5 37,77 41,58 41,56 -0,07r | -0,061 |-0,062 | -20,74 | -20,83 | -20,83

0 -6,21 0 0 -0,028 0 0 0,023 0 0

5 -49,79 -41,58 -41,56 | 0,014 0,061 | 0,062 | 20,79 20,83 20,83

10 | -93,63 -83,17 -83,12 | 0,058 0,122 | 0,125 | 41,55 41,66 41,67

15 | -137,48 | -124,75 | -124,69 | 0,101 0,184 | 0,187 | 62,31 62,49 62,5

20 | -181,31 | -166,34 | -166,25 | 0,145 0,248 | 0,249 | 83,08 83,33 83,33

25 | -225,16 | -207,92 | -207,81 | 0,189 0,314 | 0,312 | 103,84 | 104,17 | 104,17

30 | -269,01 | -249,49 | -249,37 | 0,232 0,381 | 0,375 | 124,81 | 125,01 125

U tablici 7.1 su prikazane vrijednosti normalnog naprezanja o, izracunate analitickim

proratunom 1 numeri¢kim proracunom. Analiticki prorac¢un se odnosi na izraunavanje
normalnog naprezanja prema teoriji ¢vrstoce i prema teoriji elasti¢nosti. Numericki proracun je
izvrS§en pomoc¢u metode kona¢nih elemenata u racunalnom programu Ansys Workbench 12. 1z
rezultata u tablici se moze vidjeti i zakljuciti da Se utjecaj reakcija veza (ukljestenje i oslonac)
veé na udaljenosti od x=3 mm gubi. Sto znadi da je kubna parabola, koja opisuje raspodjelu
naprezanja prema teoriji ¢vrstoce, jako blizu pravcu. Prema teoriji ¢vrsto¢e naprezanja po Vvisini

konzolnog nosaca h su rasporedena po zakonu pravca.
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8 ZAKLJUCAK

U ovom radu je bilo potrebno izraCunati reakcije veza, elasticnu liniju te raspodjelu
naprezanja i deformacija u svim to¢kama konzolnog nosa¢a. Takoder, skicirati i kotirati sve
dijagrame unutrasnjih sila, naprezanja i deformacija. Analiticko rjeSenje se temelji na teoriji
elastinosti 1 teoriji plasti€nosti. Za numeri¢ko proracunavanje koriSten je racunalni program
Ansys Workbench 12 koji se zasniva na metodi konac¢nih elemenata.

Prvenstveni cilj ovog rada je bio pretpostaviti Airyjevu funkciju naprezanja oblika

¢=¢(X,Z)k0ja zadovoljava biharmonijsku diferencijalnu jednadzbu. Ta funkcija opisuje

raspodjelu naprezanja uzduz konzolnog nosaca po visini nosaca. IznalaZzenje ove funkcije je
mukotrpan posao i nikako ju nismo mogli odrediti za konkretan slucaj. Konzolni nosa¢ je
dovoljno dugacak, $to znaci da lijevi dio ne utjee na desni u smislu raspodjele naprezanja uz
ukljestenje, odnosno oslonca. Tu vrijedi St. Venantov princip ili princip lokalnosti djelovanja
samouravnotezenog opterecenja koji glasi: "Ako na malom dijelu tijela djeluju medusobno
uravnotezene sile, one izazivaju samo lokalna naprezanja u neposrednoj blizini djelovanja sila i
vrlo brzo opadaju s udaljenos¢u od mjesta optereéenja”.

Stoga se konzolni nosa¢ razmatrao kao dva zasebna zadatka. U prvom slucaju se razmatra0o
kao konzola, a u drugom kao greda na dva oslonca. Da bi se odredila raspodjela naprezanja
konzolnog nosaca uz ukljestenje bilo je potrebno odabrati konzolu koja ima iste reakcije veze
kao konzolni nosa¢. Zatim se isto napravilo s gredom na dva oslonca, izabrala se greda takve
duljine da ima istu reakciju veze kao konzolni nosac.

Iz knjige [3] smo preuzeli Airyjevu funkciju naprezanja za konzolu opterecenu
kontinuiranim optere¢enjem pomocu koje smo izracunali naprezanje uz ukljeStenje. Pri tome

smo izraunali duljinu I, konzole pri kojoj su njene reakcije bile jednake reakcijama naseg

konzolnog nosafa. Na sli¢an nac¢in smo odredili raspodjelu naprezanja uz oslonac preuzevsi
Airyjevu funkciju naprezanja za gredu na dva oslonca optere¢enu kontinuiranim optere¢enjem.
Prema teoriji plasti¢nosti, metodom grani¢nog konstruiranja smo odredili vrijednost

kontinuiranog opterecenja gy =1,15 kN/m pri kojem dolazi do prve pojave te¢enja materijala.
Zatim, grani¢no kontinuirano opterecenje d,, =6,23 kN/msto je oko 6 puta ve¢e od zadanog
kontinuiranog opterecenja g =1 kN/m. Konstrukcija ne gubi svoju nosivost nakon pojave prvih
plasti¢nih deformacija, tj. kad optereenje dostigne vrijednost optereenja tecenja 0.
Konstrukcija iscrpi svoju nosivost tek kad opterecenje dostigne grani¢nu vrijednost ¢ =y

Prema tome, primjerenije je dimenzionirati konstrukciju prema grani¢nom opterecenju g, .
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