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Sazetak

DOPRINOS OPTIMIRANJU OBLIKA | TOPOLOGIJE PRIMJENOM LEVEL SET
METODE | PARAMETRIZACIJE

Sazetak

Topolosko optimiranje je proces sinteze oblika i topologije konstrukcija, te je kao takav vrlo slozen
i zahtijevan numericki zadatak optimiranja. TopoloSko optimiranje rjeSava dva spregnuta polja
problema istovremeno, polje pomaka i geometriju. Level set metoda topoloSkog optimiranja
funkcije zada brzina, dobivamo promjenu level set funkcije u kvazi vremenu, odnosno dobivamo
Hamilton-Jacobievu diferencijalnu jednadzbu izvedenu pomocu gradijenta level set funkcije.
Optimiranje level set metodom vrsi se gradijentnim postupkom, koji je sklon zaustavljanju u
lokalnim ekstremima funkcije cilja. U radu je predstavljeno topolosko optimiranje
parametriziranom level set plohom. Level set ploha parametrizirana je radijalnim baznim
funkcijama (RBF) i B-plohom. Parametri koji opisuju level set funkciju (njene z koordinate)
predstavljaju varijable optimiranja. Kao primjer topoloski se optimira 2D konzolni nosac uklijesten
na jednom kraju i opterecen silom na drugom kraju. Uslijed promjene geometrije dolazi do
potrebe premreZavanja konacnih elemenata Sto se izbjegava zamjenskim materijalom kao
Hjeftinijim” numeri¢kim postupkom. Optimiranje parametriziranom level set plohom znacajno
smanjuje broj varijabli optimiranja uz zadrZzavanje priblizno dobre reprezentacije oblika, sto otvara
prostor primjeni genetskih algoritama. Genetski algoritam je globalna metoda optimiranja i nije
sklon zaustavljanju u lokalnim ekstremima, Sto predloZzenom postupku daje veliku prednost. U
usporedbi sa topoloskim optimiranjem metodom odgrizanja materijala (ESO) dobivaju se znacajno
bolji rezultati. Zaklju¢eno je da topolosko optimiranje parametriziranom level set plohom i
metodom zamjenskog materijala daje dobra rjesSenja topoloskog optimiranja kod velikog broja
varijabli, ali se znacajno produljuje vrijeme trajanja optimiranja. Glavna primjena ovog postupka je

dobivanje dobrih inicijalnih rjeSenja za gradijentne postupke koji ubrzavaju proces optimiranja.

Kljucne rijeci: optimiranje, parametrizacija, RBF aproksimacijska metoda, topolosko optimiranje,

level set.
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Abstract

A CONTRIBUTION TO THE OPTIMIZATION OF SHAPE AND TOPOLOGY USING
THE LEVEL SET METHOD AND PARAMETERIZATION

Abstract

Topology optimization is the process of topology and shape synthesis of structures, and it is a very
complex and demanding numerical task. Topological optimization solves two coupled field
problems simultaneously, displacement field and geometry. The Level set is a method of
topological optimization based on the implicit function the iso-lines of which define the geometry.
If we propose velocities for all points of the level set function, we get a changed level set function
in the quasi-time domain. Using this approach, we get a Hamilton-Jacobi transport equation
which involves the gradient of the level set function. Optimization using the level set method is a
gradient procedure, which is prone to local extremes of the objective function.

This text presents topological optimization of parameterized level-set surfaces. The Level set
surface is parameterized using radial base functions (RBF) and B-surfaces. The parameters that
describe the Level set function (z coordinates) are optimization variables. As an example of
topology optimization, a 2D cantilever is used. Due to geometry changes, there is a need for re-
meshing of the finite element which can be bypassed using the replacement material as a
numerically "cheaper" method. In this version of the optimization procedure, a significant
reduction of the number of optimization variables is possible, while also retaining good
representation of shapes, which makes the application of genetic algorithms feasible. Genetic
algorithms are global optimization methods, insensitive to stopping in local extremes, which
provides a great advantage for the proposed procedure. Compared with the evolutionary
structural optimization topological optimization method (ESO), the method gives significantly
better results. It is concluded that the proposed method provides good solutions for topological
optimization with a large number of variables, but significantly extends the duration of the
optimization, which can be reduced by parallelization. The main application of this procedure is

obtaining good initial solutions for gradient processes that accelerate the process of optimizing.

Key words: optimization, parameterization, RBF approximation, topology optimization, level set.
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Upotrijebljene oznake

ay(t) koeficijenti parametrizirane level set funkcije
a(u,v) virtualni rad unutarnjih sila

a; koeficijenti RBF funkcija

B matrica medusobne ovisnosti deformacije u elementu i pomaka u ¢vorovima
D matrica elasti¢nih svojstava materijala

d,. parametar oblika RBF funkcije

E Youngov modul elasti¢nosti

E matrica krutosti

F vektor koncentriranih ¢vornih sila

Fq sila u ¢vorovima od povrsinskog opterecenja
fs vektor distribuiranih sila koje djeluju na dijelu ruba Ig
F, vektor sila u ¢vorovima od volumenskih sila f,
1 vektor volumenskih sila

G modul smicanja

G kolokacijska matrica

G(D) ograni¢enje volumena (LS)

H teZinska funkcija

J(u, @) potencijalna energija (LS)

k matrica krutosti kona¢nog elementa

K globalna matrica krutosti

K, element globalne matrice krutosti

L diferencijalni operator

L(u,®,1) sloZzena Lagrangeova funkcija cilja

l(v) virtualni rad vanjskog optereéenja

N matrica funkcije oblika

p(x) polinomna bazna funkcija

R; radijalna bazna funkcija (RBF)

r udaljenost RBF ¢vorova

q vektor pomaka u ¢vorovima

Q parametar oblika RBF funkcija - potencija

t vremenski prirast
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energija elasti¢ne deformacije u deformabilnom tijelu
vektor polja pomaka

vektor pomaka sa superponiranim virtualnim pomakom
potencijalna energija vanjske sile

volumen

brzina

virtualno polje pomaka

normalna komponenta brzine

ukupni unutarniji virtualni rad

rad vanjskih sila

ukupni virtualni rad volumenskih sila

rad kog vrse vanjske povrsinske sile, po obodu I
varijable oblika (oznacava distribuciju materijala), topologije, stanja
varijable prostora

parametar oblika RBF funkcije

povrsina tijela

vanjska povrsina tijela na kojoj djeluju vanjske sile f; — staticki rubni uvjeti
vanjska povrsina tijela na kojoj su zadani pomaci u; - geometrijski rubni uvjeti
smicna deformacija

parcijalna derivacija tezinske funkcije H (®)

vektor deformacija

Lagrangeov mnozitelj za nejednakosna ogranicenja
Lagrangeov mnozitelj za jednakosna ogranicenja
Poissonov omjer

parametar postotka volumena

ukupna potencijalna energija

gustoca

vektor naprezanja

veli¢ina vremenskog koraka

smi¢no naprezanje

level set funkcija poglavlje LS

funkcija oblika poglavlje RBF

promatrani volumen tijela
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Upotrijebljene oznake

OZNAKE INDEKSA

B bilinearna forma

e prosireno polje (extension) ili element

n normalna komponenta

ad admissible (dopustivo)

KRATICE

BFGS Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno

ESO evolutionary structural optimization

FEA analiza konacnim elementima (finite element analysis)
H-J Hamilton-Jacobi

LS level set

MKE metoda konalnih elemenata

PDJ parcijalna diferencijalna jednadzba

PIM point interpolation method

RBF radial basis function

RPIM radial point interpolation method

SIMP solid isotropic material with penalization

SQP Sequential Quadratic Programming

WCF windows communication foundation
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1. Uvod

1.1 Motivacija

Optimiranje je postupak kojim se pri projektiranju ili planiranju odreduje najbolji moguci izbor
slobodnih veli¢ina na temelju prethodno odredenih kriterija. U mehanici ¢vrstih tijela postoje tri
razine optimiranja: optimiranje dimenzija, optimiranje oblika i topolosko optimiranje.

Optimiranje dimenzija i oblika rjeSava se klasi¢no parametrizacijom geometrije koja se optimira, te
mijenjanjem parametara kako bi se dobio optimalan oblik. Parametrizacija smanjuje broj
parametara optimiranja, a time i trajanje procesa optimiranja.

Pri optimiranju topologije u mehanici ¢vrstih tijela postoji problem odredivanja dva nepoznata
spregnuta polja: polje pomaka i oblik, odnosno raspodjela materijala. Oblik se uzima kao varijabla
pri optimiranju. Pri optimiranju oblika i raspodjele naprezanja, postoji potreba za znacajnijim
promjenama geometrije od same promjene veli¢ine pojedinih parametara. Topoloskim
optimiranjem mijenja se raspodjela materijala po domeni (geometrija tijela), odnosno mijenja se
struktura domene obzirom na razli¢ite moguce kriterije (kao na primjer minimum mase, minimum
naprezanja, minimum podatljivosti). Topolosko optimiranje je postupak inverznog procesa sinteze
oblika modela, te je kao takav vrlo sloZen i zahtijevan numericki zadatak optimiranja konstrukcija.
Postoje Cetiri metode optimiranja oblika i topologije: Bubble metoda, ESO metoda (Evolutionary
structural optimization), SIMP metoda (Solid Isotropic Material with Penalization) i level set
metoda (LS).

Opis geometrije, metoda optimiranja i fizikalne pojave mogu se rjesavati nizom razlicitih
numerickih postupaka, a samo nekoliko varijacija numerickih postupaka opisano je u kombinaciji
sa level set metodom u dosadasnjoj literaturi.

Level set metoda se tek odnedavno pojavila kao metoda koja rjeSava probleme topoloskog
optimiranja, a zbog svog implicitnog zapisa spregnuto opisuje topoloske promjene modela i
promjene oblika pri ¢emu nije potrebna ponovna parametrizacija geometrije kod promjene
topologije.

Postupak topoloskog optimiranja level set metodom je vrlo atraktivno podrucje istraZivanja, jer
integrira postupak optimiranja oblika i topologije. Brojne su mogucnosti parametrizacije level set
funkcije, formulacije problema i paralelizacije samog procesa optimiranja. SloZeni postupak

optimiranja oblika i topologije level set metodom predstavljen je u brojnim radovima, medutim
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nigdje nije sustavno predstavljena i ispitana moguénost smanjenja broja parametara koji opisuju
level set funkciju. To je i glavni razlog za izradu i unapredenje sloZzenog postupka optimiranja

oblika i topologije level set metodom.

1.2 Dosadasnja istrazivanja

Optimiranje oblika u smislu inverznog procesa sinteze je vrlo kompleksan i kreativan proces, koji
ukljucuje mnoge aspekte kao Sto su iskustvo, ideje, pravila, metode, analiza, interakcije i druge
konceptualne elemente.

Pri klasiénom rjeSavanju problema mehanike ¢vrstih tijela numerickim metodama oblik je zadan,
te se odreduju naprezanja. Medutim pri optimiranju topologije u mehanici ¢vrstih tijela postoji
problem odredivanja dva nepoznata polja: polje naprezanja i oblik (raspodjela materijala). Oblik
se uzima kao varijabla pri optimiranju.

Postoje Cetiri temeljne metode optimiranja oblika i topologije:

- Bubble metoda u kojoj se pri optimiranju, na primjer ploce sa rupama, mijenja veli¢ina
praznina u promatranoj domeni kako bi dobili optimalni oblik [4],[5], [6], [7].

- ESO metoda (Evolutionary structural optimization) [46], [49], [50], [51] na mjestima gdje
je metoda konacnih elemenata dala manja naprezanja, uklanja (gricka) materijal.

- SIMP metoda (Solid Isotropic Material with Penalization) [1], [5], [6] - metoda topoloskog
optimiranja koja se svodi na optimiranje raspodjele materijala. Varijabla koja govori o
raspodjeli materijala je krutost materijala koja moZe poprimiti vrijednosti izotropnog
materijala (ima materijala) i nulu (nema materijala).
geometriju koja se optimira [2], [44], [37],[40], [39], [48], [41], [46], [38], [42], [43]. Kao

takva level set funkcija mozZe opisati i topoloske promjene geometrije pri optimiranju.

Problematika optimiranja topologije level set metodom koja je obradena u literaturi moZze se
razvrstati u nekoliko podrudja:

- parametrizacija geometrije domene (oblika) (SIMP, level set, itd.),

- interpolacijske metode (RBF, B-spline, itd.),

- rjeSavanje ravnoteZe (mehanike ¢vrstih tijela) za trenutni oblik (metoda konacnih
elemenata, bezmrezna metoda), primjena premrezavanja, zamjenskog materijala, itd.,

- formulacija pri optimiranju oblika i topologije (minimum volumena uz zadovoljenje
ogranic¢enja naprezanja i deformacija ili minimum podatljivosti uz ogranic¢enje volumena),
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- optimizacijski algoritam (nelinearno programiranje, gradijentne metode, ne-gradijentne
metode, evolucijske metode, itd.),

Radnja zadire u niz disciplina, te je sukladno tome i pregled literature multidisciplinaran.
Optimiranje oblika obi¢no se sastoji od tri faze ([1], [2] i [3]): topoloSko optimiranje, optimiranje
oblika i optimiranje dimenzija. Topolosko optimiranje najbliZe je apstraktnoj konceptualnoj fazi.
Mnogi radovi ([5], [6], [7]) opisuju razliCite pristupe, modele i procedure topoloskog optimiranja.
U fazi optimiranja oblika, u€inkovita parametrizacija oblika postaje klju¢na za ucinkovito
optimiranje geometrije. Parametrizacija pohranjuje niz parametara (kontrolnih tocaka, nagiba,
itd.) koji definiraju geometrijski oblik.
Raniji pristupi opisa geometrije modela koriste koordinate ¢vorova konaénih elemenata kao
varijable oblika, Sto ima za posljedicu veliki broj varijabli oblika, diskontinuitet nagiba izmedu
elemenata, visoku dimenziju prostora trazenja optimalnog oblika, reinicijalizaciju mreze konacnih
elemenata pri promjeni broja varijabli oblika i sl.
Drugi pristup je da se geometrija opisuje polinomima i parametarskim krivuljama ili plohama.
Interpolacijskim ili aproksimacijskim metodama parametriziraju se granice, a parametri koji
opisuju granicu uvode se kao varijable optimiranja.
Brojni radovi opisuju osnovne pristupe parametrizacije i promjene geometrije ([8], [9], [10], [11]).
Parametrizacija razlicitih oblika geometrije takoder je predstavljena i u radovima [3], [12].
Pristup ,,design element” je metoda koja parametrizira strukturu dijeljenjem na pod podrucja
(,,design element”), koja imaju neovisnu mrezu konacnih elemenata. Cvorovi koji definiraju
granice i unutarnje podrucje pod-podrucja mogu se koristiti kao varijable pri optimiranju [13].
Autori u radu [14] su razvili metodu optimiranja oblika za ravninske strukture koja se temelji na
promatranju kriticnih ograni¢enja naprezanja i deformacija koji se nalaze na granici modela.
Varijable optimiranja su ¢vorovi koji su nastali finom podjelom granice podrucja na konacne
elemente. Metoda daje maksimalne teZine odabranim grani¢nim ¢vorovima, ¢ime se u kasnijim
fazama proracuna analize osjetljivosti vrsi perturbacija samo odabranih ¢vorova. Metoda
omogucuje velike promjene oblika kako bi se postigao optimalan oblik. KoriStena je i metoda
minimalnih kvadrata, te B-krivulja koja definira tocke na rubovima konacnih elemenata. Opisana
je i greska te analiza osjetljivosti, a program je testiran na konzolnoj gredi, plo¢i sa rupom, te
nosacu.
Autori [15] koriste pravila (gramatiku) koja definiraju oblik, kako bi se proveo proces sinteze oblika
umjetnom inteligencijom i srodnim postupcima.
Parametrizaciju Bezierovim i B-krivuljama pri optimiranju oblika plo¢e sa rupom opterecene

dvoosnim naprezanjem opisali su autori u svom radu [16]. U radu [16] autori su koristili p-verziju
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2D elasti¢nog konacnog elementa koji je prosiren i opisan Bezierovom ili B krivuljom, ¢ime je
dobiven novi konacni element koje je prosao ,path test”.

Autori rada [2] primijenili su takoder B-krivulju pri parametrizaciji i opisu geometrije grede, lukova
i rubova, te dali analizu osjetljivosti. U istom radu [2] se opisuje integrirani pristup parametrizacije
oblika strukture. Pristup implementira analizu osjetljivosti (metodu konacnih elemenata) na
promjenu oblika strukture (design).

Kombiniranje 3D skeniranja i optimiranja oblika evolucijskim metodama sa CAD parametrizacijom
i izmjenom oblika dali su autori u radu [17]. Autori su skenirali model sa 3D optickim skenerom i
na taj nacin dosli do geometrije modela. Model se postupkom reverznog inzenjerstva na fiksnoj
mreZi konacnih elemenata evolucijskom metodom optimirao obzirom na minimum naprezanja i
mase. Postupak je proveden na nekoliko strojnih dijelova (klipnjaca, kuka i vilica), te su razmotreni
prednosti i nedostaci predstavljenog postupka reverznog inZenjerstva.

Analiza osjetljivosti i optimizacijski postupak na CAD modelu predstavljenom u komercijalnom
programskom paketu (Pro/ENGINEER) dali su autori u svom radu [18]. Analiza osjetljivosti
racunala se s obzirom na naprezanja i pomake metodom konacnih elemenata, postujudi varijable
optimiranja (parametre CAD modela). Primjer CAD optimiranja predstavljen je na lopatici turbine.
Postupak temeljen na oblikovanju geometrije Bezierovim plohama u nizu koje opisuju model
prikazan je u radu [13]. Model prikazan Bezierovim plohama u nizu primjenjiv je neovisno o analizi
osjetljivosti i tipu konaénih elemenata. Prakti¢na primjena parametrizacije i analize modela
predstavljena je na primjeru ploce sa rupom i kuke.

Tehnicka funkcionalnost i izvrsnost u praksi mogu imati vise kriterija, strukturnih ciljeva,
nesigurnost u parametrima, dinamicko okruZenje, pouzdanost i robusnost optimuma itd. [19].
Potreba za integriranjem geometrijskih modela i analize dovela je do novih pristupa u izo-
geometrijskoj analizi. Autori u radovima [20] i [21] su, primjenom NURBS krivulja i ploha pri opisu
baznih funkcija za reprezentaciju modela, proveli diskretizaciju za analizu kona¢nim elementima.
Optimiranje je numericka metoda za dobivanje , najboljeg” rjesenja. Brojne su metode
optimiranja, medutim kako je u radu rije¢ o optimiranju n-dimenzijskih nelinearnih problema s
ogranic¢enjima, najcesce se koriste gradijentne metode optimiranja, SQP metoda i evolucijske
metode optimiranja.

Evolucijske metode (npr. genetski algoritmi) primijenjeni su pri optimiranju oblika u brojnoj
literaturi ([22], [23]) i mogu biti dobar odabir pri sintezi oblika. U navedenim radovima opisana je
paralelizacija procesa visekriterijskog optimiranja (MOEA). Kao primjeri viSe-ciljnog optimiranja

dani su naprezanje ploce i okvir za bicikl [23].
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Evolucijske i heuristicke metode u kontekstu strukturnih primjena, ne-konveksnih, vise-ciljnih, sa
vise lokalnih optimuma prikazano je u radu [24], sa prikazanim proracunskim tijekom. U radu su
opisani primjeri za koje su evolucijske metode bolji izbor pri optimiranju od gradijentnih metoda,
ali kako je ve¢ poznato, nedostatak ove metode je veliki broj iteracija, te je i numericki proracun
zahtjevniji. U radu je pokazano da heuristicke metode daju zadovoljavajuce rezultate uz prihvatljiv
broj iteracija izracuna funkcije cilja.

Efikasnost ,soft computing” metoda u pronalazenju optimalnog rjeSenja neuralnim mrezama
razmatrana je u radu [25]. U ,,soft computing” metode ubrajaju se sve heuristicke metode koje
nemaju analiticke izraze za optimiranje (genetski algoritmi, neuralne mreze, evolucijski algoritmi,
metoda simultanog Zarenja, metoda jata ptica, itd.), nego se temelje na oponasanju pojava u
prirodi. Primjene ovakvih metoda u literaturi su prikazane na primjerima vise-ciljnog optimiranja
aeroprofila u vise-rezimskim uvjetima, optimiranju ploca, greda optereéenih na savijanje, okvirnih
nosaca, strojnih elemenata, komponenti vozila,alata, materijala obzirom na zamor, itd.
Integracija strukturnog optimiranja oblika i CAD programa predstavljena je u radu [26]. U radu su
autori slozenu parametriziranu geometriju (krevet horizontalne tokarilice i prirubnicu) izradenu u
programskom paketu Mechanical Desktop optimirali promjenom dimenzija CAD modela.
Integracija CAD modela i mreZe konacnih elemenata izradena je kao vlastita aplikacija u C++
programu, koja se izvrSava u svakom koraku optimizacijskog ciklusa.

Autori u radu [27] su na primjeru spojke za prijenos zakretnog momenta opisali granice podrucja B
krivuljama, izgladili mreZu konacnih elemenata i implementirali SLP i simpleks postupak
optimiranja.

Autor u radu [28] ispitivao je utjecaj parametra RBF interpolacijske multikvadratne funkcije na
tocnost reprezentacije geometrije, gdje je autor pokazao da parametar RBF interpolacijske
funkcije ovisi o rasporedu i broju RBF ¢vorova koji opisuju zadani model, te modelu koji se
parametrizira. Autor je predstavio algoritam koji predlaze dobre vrijednosti parametra RBF
multikvadratne interpolacije.

Uslijed promjene oblika i pod-podrucja dolazi do pojave velikih deformacija mreZe konacnih
elemenata. Pojava velikih deformacija elemenata zahtijeva adaptivnu mreZu konacnih elemenata
(reinicijalizaciju) za kreiranje novih granica podrudja i distribuciju materijala. Numericki zahtjevna
reinicijalizacija mreZe u kombinaciji sa evolucijskim postupkom optimiranja oblika predstavljena je
u radu [29] u kojem je i predloZen ucinkovit postupak za generiranje adaptivhe mreze koristedi
analizu osjetljivosti svih veli¢ina povezanih sa adaptivhom mreZzom konacnih elemenata (poloZaj
¢vorova, procjena greske, itd.), postujuci varijable optimiranja. Ova analiza osjetljivosti racuna se

samo u prvom koraku, za referentnu geometriju, Ciji se rezultati analize projiciraju na sve ostale
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analize u procesu optimiranja. Projicirane informacije sudjeluju u kreiranju nove prilagodene
mreze konacnih elemenata pri svakoj promjeni geometrije u koraku optimiranja, Sto znatno
smanjuje vrijeme optimiranja u usporedbi sa standardnim strategijama.

Pri optimiranju oblika, rezultat optimiranja jako ovisi o pouzdanosti strukturne analize (kvaliteta i
slozenost modela, linearan ili nelinearan model materijala i geometrije, diskretizacijska greska
modela FEA). U radu [30] predstavljen je drukciji pristup, u kojem tijekom samog izvodenja
optimizacijskog postupka mreza konacnih elemenata postaje profinjenija. Takoder, procjena
ukupne greske strukturnog optimiranja na osnovu ukupne energije deformacije (globalna greska),
u radu [30] zamijenjena je lokalnom procjenom greske, Sto omogucuje direktnu kontrolu greske
diskretizacije lokalnog kriterija optimiranja.

Topolosko optimiranje homogenizacijskom metodom raspodjelom mase po domeni predstavili su
autori u radu [31]. Kako je problem diskretan (ima ili nema materijala u promatranim
elementima), koristena je metoda genetskog algoritma, a varijable optimiranja su gustoce
konacnih elemenata domene. Funkcija cilja u ovom radu bila je optimalna raspodjela elemenata u
domeni tako da promatrana konstrukcija ima maksimalnu krutost sa nekim zadanim volumenom.
Numericke metode potrebne za topolosko optimiranje i optimiranje oblika zahtijevaju veliku
snagu racunala za intenzivne numericke operacije. Autori su u svom radu [32] paralelizirali proces
strukturne analize kona¢nih elemenata linearnog sustava GRID tehnologijom.

Integracija topoloskog optimiranja i optimiranja oblika CAD modela je predstavljena u radu [33].
CAD model rekonstruira se B krivuljama i plohama, Cije kontrolne tocke predstavljaju varijable
optimiranja. Pomicanjem kontrolnih to€aka B krivulja ili ploha, mijenja se i oblik. U svakom koraku
optimiranja CAD modela racuna se polje brzina ¢vorova i osjetljivost metodama nelinearnog
programiranja. Program je prikazan na primjeru naprezanja ploce u 2D i 3D.

Autori u radu [34] koriste B-krivulje i NURBS plohe iz 2D krivulja za opis geometrije, te su preko
IGES standardnog CAD formata za razmjenu podataka razvili poveznicu sa CAD formatom i FEA
analizom. Nakon kreiranja nove topologije i oblika, analiza kona¢nim elementima (FEA)
primijenjena je kako bi se ocijenio kriterij izvrsnosti uz zadana ogranicenja. Ovaj pristup
primijenjen je na primjeru dizajna peraje daske za surfanje i jedrenje.

Autori u radu [35] primijenili su SIMP metodu pri topoloskom optimiranju 2D nosaca, sa
naglaskom na izbacivanje sivih zona materijala koji se javljaju uslijed pretvorbe diskretnih varijabli
optimiranja (gustoce elemenata) u kontinuirane vrijednosti. Nastao je pristup SIMP-SRV (Sum of
the Reciprocal Variables). SIMP metoda generira prijelazno rjeSenje za inicijalne varijable

optimiranja, dok SRV metoda daje konacni oblik konstrukcije.
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Proces optimiranja topologije je sloZen, zbog spregnutog rjesavanja problema optimiranja polja
pomaka (rjeSenje mehanike ¢vrstog tijela minimiziranjem energije) i geometrije (minimiziranje
utroska materijala). Jedan od elegantnih i uc¢inkovitih postupaka rjeSavanja optimiranja dva polja
problema je level set metoda koja se u zadnjih nekoliko godina pojavila kao vrlo primjenjiva
metoda za opis i promjenu geometrije modela u procesu optimiranja. Brojni radovi koriste level
set metodu za opis kontura pri obradi fotografija i skulptura [36], [37], [38].

Algebarsku metodu kreiranja implicitne funkcije linearnom kombinacijom RBF interpolacija kako
bi se opisao slozeni model oblaka tocaka dali su autori u svom radu [38], ¢ime su predstavili
implicitnu interpolacijsku metodu pogodnu za sustave modelirane oblakom tocaka.
Predstavljenom metodom znacajno se smanjila kompleksnost proracuna, a time i vrijeme
optimiranja velikih sloZzenih modela.

Level set metodu u kombinaciji sa aproksimacijom RBF funkcijom predstavili su autori u svojim
radovima [2], [39], [40], [41] i [42]. U spomenutim radovima RBF funkcija sluZi za opis implicitne
level set funkcije. Nul tocke parametrizirane level set funkcije opisuju konturu geometrije modela.
Promjena level set funkcije vrsi se gradijentnom metodom optimiranja, te je dana i analiza
osjetljivosti. Kao testni primjer analiziran ovom metodom predstavljena je 2D uklijeStena greda
optereéena na vrhu, te greda na dva oslonca. Varijable optimiranja su RBF koeficijenti koji
mijenjaju level set plohu. Osim $to je moguce da otvori u domeni nestaju ili se spajaju,
omoguceno je i stvaranje novih rupa u domeni koja se optimira. Optimiranje se izvodi na osnovi
Hamilton-Jacobieve transportne jednadzZbe.

U radu [43], predstavljena je Piecewise Constant Level Set (PCLS) metoda u kombinaciji sa
Merriman-Bence-Osher (MBO) shemom za rjeSavanje oblika strukture i problema topoloskog
optimiranja.

U radu [44] autori su razvili topolosko optimiranje granice strukture level set implicitnom
funkcijom na primjeru 2D nosaca uklijeStenog na jednom kraju.

Implicitna level set funkcija opisana B-krivuljom i parametrizirana R-funkcijom opisana je u radu
[45]. Ovakav pristup daje fleksibilnost, jer daje izravnu kontrolu nad parametrima geometrije i
topologije unutar velikog prostora slobodnih oblika. Efikasnost pristupa dana je na primjerima
naprezanja 2D nosaca.

U radu [46] ubrzan je postupak topoloskog optimiranja level set metodom evolucijskim
metodama optimiranja kombinacijom level set metode sa ESO metodom optimiranja. Rad
predstavlja novu metodu kao kombinaciju LS i ESO metode topoloskog optimiranja, pri cemu

optimalno rjeSenje vise ne ovisi o pocetnom rjesenju kao sto je to slucaj kod topoloskog

Doktorska disertacija — Igor Pehnec



Uvod

optimiranja tradicionalnom level set metodom. Novi pristup omogucuje i otvaranje novih rupa u
procesu topoloskog optimiranja LS metodom.

Autori u radu [47] predstavili su metodu topoloSkog optimiranja RBF - level set u kojoj su pretvorili
Hamilton-Jacobievu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu u sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi
kolokacijskom formulacijom preko cijele domene optimiranja. Varijable optimiranja ovim
postupkom postali su koeficijenti RBF aproksimacije. Jednadzbe vrijede samo za izo liniju level set
funkcije te su autori metodom prosirenog polja brzina izracunali vrijednosti proSirenog polja
brzina na cijeloj domeni. Funkcija cilja u radu bila je minimum podatljivosti. Autori su pokazali
uspjesnost RBF-level set metode topoloskog optimiranja 2D modela.

U kontekstu topoloskog optimiranja oblika autori u radu [48] predstavili su numeri¢ku metodu
temeljenu na kombinaciji klasi¢ne derivacije oblika i level set metode za 2D i 3D modele prikazane
u Eulerovoj fiksnoj mrezi. Autori su zakljucili da optimalno rjeSenje uvelike ovisi o po¢etnom
rjesenju.

Topolosko optimiranje 3D konstrukcije genetskim algoritmom i metodom konacnih elemenata
predstavljeno je u radu [49] sa dva nacina parametrizacije. Parametrizirao se oblik i topologija, i
materijal modela sa dvije razli¢ite interpolacijske funkcije.

Brojne su mogucénosti primjene level set metode obzirom na nacin parametriziranja, numericke
analize fizikalnih pojava, metode optimiranja itd. Mali broj radova koristi level set funkcije pri
opisu geometrije u svrhu sinteze oblika modela u mehanici ¢vrstih tijela. Iz svega navedenog
proizlazi da je level set metoda u kombinaciji sa parametrizacijom geometrije i numerickim
metodama odredivanja fizikalnih pojava primjenjiva, ali i vrlo atraktivna za daljnja istraZivanja,
obzirom da se pojavila tek unazad nekoliko godina.

Nasa grupa autora sa FESB-a u Splitu do sada je izdala sljedece radove u okviru opisanog podrucja:
U radu [52] razvili smo program koji parametrizira 2D i 3D geometrije na temelju adaptivnih
ulancanih Bezierovih krivulja i povrsina niskog stupnja. Ovakvim pristupom parametarski se
opisuje sloZzena geometrija sa naglaskom na ostre bridove, na nacin da se kontrolne tocke
Bezierove krivulje (odnosno plohe za 3D model) raspodjeljuju po domeni modela tako da Sto bolje
opisuju model i bridove modela. Kontinuitet Bezierovih krivulja (ploha) postignut je dodatnim
kontrolnim tockama Beziera koji nisu utjecali na povecanje broja varijabli optimiranja. Optimiranje
se izvodilo genetskim algoritmom, a geometrija 3D modela koji se parametrizira dobivena je uz
pomoc¢ 3D skenera kao oblak tocaka.

Rad [53] prezentira algoritamski okvir koji obavlja kompleksne zahtjeve optimiranja oblika i
geometrije uz pomo¢ racunala i numerickih metoda (FEA). Algoritamski okvir sastoji se od

postojecih standardnih programa kao pojedinih neovisnih dijelova. U radu je sinkronizirana
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razmjena podataka (,,Data mining”) izmedu komponenti koje su neujednacene u smislu vremena
izraCuna. Simulacija analizom konacnih elemenata je najzahtjevniji proces pri optimiranju, te kao
takav zahtjeva i najvise vremena za izracun. U ovom radu izraden je workflow sustav (tok
podataka) u programskom jeziku C#, sa klijent i servis (WCF) aplikacijama, kao izvrsnim
datotekama ¢ime su povezane. Ovakav nacin komunikacije izmedu aplikacija ima prednost pred
ostalim metodama paralelizacije jer se mogu izvoditi razli¢iti procesi na paralelnim raunalima, sto
kod klasi¢nih clustera nije slucaj. Za parametarski opis geometrije pri optimiranju modela koristile
su se ulan¢ane Bezierove krivulje i plohe.

U radu [54] predstavljena je automatska procedura za reverznu sintezu 3D geometrije dobivenu
3D skenerom kao oblak tocaka. Predstavljen je primjer reverznog inZenjerstva kuéista hidraulicne

pumpe odnosno njenog dijela (spirale) obzirom na teoriju toka fluida.

1.3 Hipoteza

Ako implicitnu level set funkciju opiSemo parametarskom B-plohom s manjim brojem varijabli od
broja konacnih elemenata koji predstavljaju domenu promatranog modela, topolosko optimiranje
konstrukcije genetskim algoritmom dati ée dobra pocetna rjeSenja za primjenu gradijentnih
metoda traZenja minimuma funkcije.

Istovremeno redukcija broja parametara level set plohe smanjuje dimenzionalnost prostora
pretraZivanja te omogucduje koristenje genetskih i evolucijskih algoritama. Numericka ucinkovitost
povecat ¢e se primjenom formulacije zamjenskog materijala (bez premrezavanja) i

paralelizacijom.
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1.4 Opis i metodologija istrazivanja — sadrzaj rada

1.4.1 Teorijska razrada
Iz literature su proucene dosadasnje primijenjene metode optimiranja i parametrizacije pri
topoloskom optimiranju (poglavlje 1.2). IstraZivanje zapocinje s teorijskom razradom elemenata
podrucja topoloskog optimiranja konstrukcija i primjene level set funkcije pri topoloSkom
optimiranju (poglavlja 2,3 i 4). Istrazile su se potencijalne metode primjenjive za optimiranje

topologije i oblika.

1.4.2 Modeliranje problema
Pri klasiénom rjeSavanju problema mehanike ¢vrstih tijela oblik je zadan, te se odreduju
naprezanja. Medutim uvodenjem topoloskog optimiranja u mehanici ¢vrstih tijela pojavljuje se
problem istovremenog odredivanja dva nepoznata polja: polje pomaka i oblik, odnosno raspodjela
materijala. Oblik se uzima kao varijablu pri optimiranju. Topoloskim optimiranjem mijenja se
struktura domene (raspodjela materijala odnosno geometrija modela), obzirom na razlicite
moguce kriterije (minimum mase ili minimum podatljivosti). Postupak optimiranja postaje znatno
sloZeniji jer se pri promjeni topologije mijenja domena koja se optimira, te se klasi¢nim metodama
rieSavanja problema mehanike ¢vrstih tijela za novi, topoloski promijenjen oblik, mora uraditi niz
numericki zahtjevnih postupaka koji znacajno usporavaju i kompliciraju proces optimiranja.
domene. Level set funkciju moZe se opisati parametarski, a promjena ove funkcije ima za
posljedicu promjenu oblika i topologije zajedno. Parametrizacija level set funkcije moZe se izvesti
nekim od aproksimacijskih jednadzbi (polinomi, B-plohe, Bezier-plohe, NURBS plohe, RBF funkcije,
itd.) (poglavlje 2.3).
Na osnovu teorijskih postavki razvijen je dijagram toka procedure i metoda za topolosku
optimizaciju level set metodom (poglavlje 4). Odabire se adekvatan primjer konstrukcije sa
poznatim rjeSenjem koji ¢e posluZiti kao orijentacija kod evaluacije rjeSenja dobivenih topoloskim
optimiranjem (poglavlje 5.1). Iz literature su se implementirale i neke poznate metode topoloskog
optimiranja, radi usporedbe rezultata (poglavlje 5.7). Model koji se podvrgava topoloskoj
optimizaciji je 2D konzolni nosac¢ uklijeSten na jednom kraju i opterec¢en silom na drugom kraju.
Cilj je topoloski optimirati model tako da se dobije minimalna masa konstrukcije uz zadanu
nosivost. Fizikalna svojstva modela dobivaju se metodom konacnih elemenata u gotovom

programskom paketu, a numericka ucinkovitost povecava se primjenom formulacije zamjenskog
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materijala (bez premrezavanja konacnih elemenata). Ocekivano je da ovakav problem topoloskog

optimiranja ima puno lokalnih ekstrema zbog velikog broja varijabli optimiranja.

1.4.3 Odabir metoda i parametara
U radu je predstavljena metoda topoloskog optimiranja konstrukcije level set parametriziranom
plohom, te utjecaj smanjenja broja parametara potrebnih za opis modela na to¢nost
reprezentacije modela (poglavlje 6). Parametri koji opisuju level set plohu su ujedno i varijable
optimiranja. Predlozenim na¢inom optimiranja moZe se znacajno smanjiti broj varijabli
optimiranja, Sto otvara prostor primjeni genetskih algoritama. U pocetnoj fazi istrazivanja odabiru
se globalne metode trazenja minimuma funkcije cilja (genetski algoritam). Broj parametara level
set funkcije koja opisuje model povecava se te se razmatra utjecaj na to¢nost reprezentacije
modela. Ocekivano je da ovakav problem topoloSkog optimiranja ima puno lokalnih ekstrema
zbog velikog broja varijabli optimiranja. U tijeku izvodenja topoloSkog optimiranja genetskim
algoritmom uocena je loSija konvergencija procesa. Razlog tome lezi u nacinu opisa funkcije cilja
(minimum volumena) level set funkcijom, kada dolazi do pojave da razlicite jedinke (level set
funkcije) u populaciji daju istu ili slicnu domenu (izo liniju level set funkcije). Ova pojava smanjuje
raznolikost populacije te utje¢e na ranu konvergenciju pri optimiranju. U radu je predloZen i
ispitan operator genetskog algoritma koji kaznjava ekvivalentne jedinke, u svrhu poveéanja
raznolikosti populacije. Na osnovu rjesenja iz genetskog algoritma sprovodi se gradijentni
postupak optimiranja, koji je brzi od genetskog algoritma, ali uvelike ovisi o zadanom pocetnom
rjesenju, te je sklon zaustavljanju u lokalnom ekstremu.
Topolosko optimiranje level set parametrizirane funkcije gradijentnim postupcima predstavljeno
je takoder u poglavlju 6. Uocen je problem zaustavljanja algoritma optimiranja u lokalnom
ekstremu. Razlog tome je formulacija funkcije cilja, odnosno volumena koji je predstavljen kao
diskretna funkcija (broj konacnih elemenata nosivog dijela konstrukcije). PredloZen je algoritam
kao dodatak na funkciju cilja koji ¢e imati karakteristike da diskretnu funkciju pretvori u
kontinuiranu, te da ima svojstvo smanjenja funkcije cilja kada se volumen (nastao izo linijom level
set funkcije) smanjuje, bez nuznosti numericke integracije za trenutnu domenu.
Radnja pokazuje da topolosko optimiranje konstrukcije level set funkcijom, parametriziranom sa
B-plohom, te primjenom genetskog algoritma za traZzenje optimuma funkcije cilja moZe dati dobra

pocetna rjeSenja za primjenu gradijentnih metoda trazenja minimuma funkcije.
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1.5 Znanstveni doprinos rada

Rezultati istraZivanja obuhvaceni ovom disertacijom doprinijet ée u sljedeéim podrucjima:

o odredivanje minimalnog broja varijabli optimiranja koji daje optimalan kompromis
izmedu sposobnosti reprezentacije geometrije i numericke efikasnosti pri topoloskom
optimiranju level set metodom.

o razvoj vlastitog genetskog algoritma koji kodira level set plohu, parametriziranu RBF
interpolacijskim funkcijama i B-plohom, u procesu optimiranja topologije i oblika uz
primjenu metode zamjenskog materijala.

o Razvoj operatora genetskog algoritma koji kaznjava ekvivalentne jedinke u populaciji
dajudi pri tom vecu raznolikost populacije

o Rasprava o utjecajnim faktorima u procesu optimiranja topologije i oblika level set
metodom:

- usporedba primjenjivosti formulacija kod ne-gradijentnih postupaka (minimum
podatljivosti uz zadanu redukciju volumena ili minimum volumena uz dopustivo polje
naprezanja)

- usporedba nacina uvodenja ogranicenja (Lagrangeova formulacija, kaznena
formulacija)

- usporedba metoda rjeSavanja (gradijentne - analiticko i numeric¢ko odredivanje
osjetljivosti, ne-gradijentne, hibridne-memeticke metode)

- usporedba algoritama optimiranja(Genetski algoritmi, Nelder-Mead, BFGS, itd.)

- utjecaj parametrizacijskih modela (RBF aproksimacija, aproksimacija B-krivuljama i
plohama, itd.)

- utjecaj parametara parametrizacije (gusto¢a mreZe kontrolnih tocaka, distribucija
kontrolnih tocaka, stupanj i parametri plohe, varijanta plohe, granice varijabli, itd.)

- utjecaj pocetnog rjeSenja (puna domena, sluc¢ajno pocetno rjesenje, parametrizirano
diskretno rjesenje, itd.

- utjecaj operatora genetskog algoritma na brzinu konvergencije i rezultat optimiranja,

o razvoj specijaliziranog numeric¢kog heterogenog ad-hoc clustera za distribuiranu (serijsko -
paralelnu) analizu povezivanjem aplikacija u pred-definirane tokove procesa i podataka
(jedan klijent — puno servisa) u svrhu izvodenja razlicitih procesa (workflow) na paralelnim
racunalima istovremeno, koji omogucuje ukljucivanje proizvoljnih vanjskih aplikacija (npr.

MKE) u procesu optimiranja.
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2. Osnovni postupci pri topoloskom optimiranju

2.1 Optimiranje

Optimiranje je postupak kojim se pri projektiranju ili planiranju odreduje najbolji moguci izbor

slobodnih veli¢ina na temelju prethodno odredenih kriterija.

U suvremenoj proizvodniji velika paznja se posvecuje optimiranju zbog ustede resursa i vremena.

U inZenjerskom smislu optimiranje je trazenje ekstrema funkcije uz zadovoljavanje ogranicenja.
Osnovni cilj optimiranja je minimiziranje troSkova odnosno trazenje maksimalne dobiti, Sto se u
tehnickom modelu svodi na minimum mase, minimum energije.

Standardni inZenjerski pristup razvijanja nekog proizvoda izgledao je (Slika 1):

Predlozeno rijedenje

Analiza

Provjera funkcionalnosti

Slika 1 Tradicionalni inZenjerski pristup.

Ovakav pristup vrsio je analizu predloZenog rjesenja i na osnovu te analize provjeravala se
funkcionalnost proizvoda. Medutim, teznja inZenjera je povezati funkcionalnost i tehnic¢ko

rjeSenje, Sto je shematski prikazano (Slika 2).
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Zadana funkcionalnost

Sinteza

Tehnicko rjeSenje

Slika 2 Zeljeni inZenjerski pristup.

U procesu sinteze dozvoljeno je sve §to nije zabranjeno. Zeljeni inZenjerski pristup odnosno

sinteza je neizvediva, ali pojavom jakih racunala omogucena je simulacija sinteze (kvazisinteza)

pomocdu optimizatora (Slika 3).

Predlozeno rjeSenje

Analiza

Optimizator

Funkcionalnost

Slika 3 Simulacija ciljanog inZenjerskog pristupa.

Sada optimizator na osnovu zadanih parametara sam trazi rjeSenje, odnosno donosi odluke u

danim uvjetima na bazi zadanih kriterija izvrsnosti i ogranicenja.

Postupak optimiranja obuhvaca [55]:

fizikalni model problema,
modeliranje za optimiranje,

o varijable optimiranja,

o kriterij izvrsnosti,

o definiranje ogranicenja
matematicke izraze i ovisnost varijabli
postavljanje algoritma za rjeSavanje problema,
izradu programa,

testiranje programa.

14
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Postoje tri razine optimiranja:
- Optimiranje dimenzija
- Optimiranje oblika
- Topolosko optimiranje.
Optimiranje dimenzija i oblika rjeSava se klasiéno parametrizacijom geometrije koja se optimira, te

mijenjanjem parametara kako bi se dobio optimalan oblik.

2.1.1 Definiranje fizikalnog modela

Svaki fizikalni model objekta moZe se predstaviti parametrima i funkcijskim ovisnostima

parametara. Dva su fizikalna modela problema pri optimiranju:

- Ako se promatra model kao geometrijsko tijelo, za definiranje geometrije tijela potrebne su
kontrolne tocke odnosno znacajke geometrijskog modela potrebnih za njegov opis. Kontrolne
tocke su u procesu optimiranja varijable optimiranja.

- Za danu geometriju — oblik, fizikalni model daje veze izmedu fizikalnih veli¢ina problema, npr.
uvjete ravnoteze, minimum energije, odnosno minimum troskova, bilo da je rije¢ o mehanici
¢vrstih tijela, mehanici fluida, termodinamici, itd.

Varijable optimiranja x predstavljaju visak internih stupnjeva slobode fizikalnog modela, ¢ime se

osigurava postojanje beskonacnog skupa rjeSenja promatranog problema. Na taj nacin ispunjena

je osnovna pretpostavka za odredivanje optimalnog rjesenja.

2.1.2 Modeliranje
Modeliranjem se u procesu optimiranja opisuju fizikalne pojave ili geometrija pomocu
matematickih funkcija uz odabir prikladnih varijabli. Modeliranjem se odreduju ogranicenja

odnosno uvjeti koje rjeSenja moraju zadovoljavati i parametri modela.

2.1.3 Kriterij izvrsnosti
Predstavlja osnovu za matematicku izgradnju funkcije cilja. On prosuduje koja su moguca rjesenja
promatranog problema najbolja - minf (x).
Funkcija cilja opisuje se pomocu varijabli optimiranja, na taj se nacin promjenom varijabli mijenja

funkcija cilja prema optimalnom rjesenju.

2.1.4 Algoritam za rjeSavanje problema
Algoritam sadrZi popis niza postupaka koje treba izvrSavati zadanim redoslijedom da bi se dobilo
rieSenje odredenog problema. Algoritam se implementira u program racunala, gdje se problem

numericki rjeSava.
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2.2  Optimiranje sa ogranicenjima

U velikoj vedini slu€ajeva, optimalno rjesenje je definirano kriterijima izvrsnosti ali uz posStivanje
danih ograniéenja, npr. dopustivih naprezanja. Lagrangeova formulacija i model sa kaznenim

funkcijama daje osnovu za odredivanje dopustivog optimuma.

2.2.1 Lagrangeova formulacija

Ukoliko je potrebno pronaci minimum funkcije (2.1) sa jednakosnim ogranicenjima (2.2):
minf(x) x €R", uz (2.1)
hi(x)=0 j=0,r (2.2)
Uvjet postojanja ekstrema funkcije f(x) je:

df:idx1+---+1dx =0 (2-3)
dxq dx, " '

dok je uvjet zadovoljavanja ekstrema i u sliedecem koraku diferencijal funkcija ogranicenja h;(x),

koji za jedno ogranicenje glasi:

= dx; + +ahd =0 (2.4)
T 0xy 1 0x, *n = '

dh

Ako je pronaden ekstrem, iz prethodnih jednadzbi (2.3) i (2.4), moZe se zakljuditi da promjena
funkcije cilja zbrojena sa promjenom funkcije ograni¢enja daje nulu.

af dh .

a—xi+u-a—xi=0, i=1,n (2.5)
JednadZbe (2.2) i (2.5) daju n+r jednadZbi za odredivanje varijabli (x) i Lagrangeovog mnozitelja ()
(uizrazu (2.5) postoji samo jedno ogranicenje te je r = 1).
Lagrangeov pristup kaZe da se funkcija, dobivena kombinacijom funkcije cilja f(x) i ogranicenja

h;(x) (kojih ima r) pomnoZenih sa Lagrangeovim mnoZiteljem 1, moZe minimizirati. Takva

sloZzena funkcija daje minimum funkcije cilja, a poStujuci ogranic¢enja [55]:
T
LG = FGO + 17 hG) = £+ )y () (26)
j=1

W; - konstanta kojom se mnoZi j-to ograniCenje jednakosti.
Broj varijabli je proSiren za r Lagrangeovih mnotZitelja y, ali nuzni uvjet za ekstrem Lagrangeove
funkcije istovremeno osigurava i zadovoljavanje ograni¢enja. Nuzni uvjet za ekstrem Lagrangeove

funkcije:
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LW _of@ N @

6xl- axl- 4 Il] axi ’
Jj=1

VL(x,p) =0

Il
‘b—\

dL(x, W)
oy

Iz ovih jednadzbi slijedi da je u tocki minimuma gradijent funkcije cilja linearna kombinacija

=h(x)=0, j=1r

gradijenata ograni¢enja pomnozena sa Lagrangeovim mnoziteljima:

r
j=1

Dakle trazenje minimuma funkcije uz jednakosno ogranicenje svodi se na odredivanje minimuma
Lagrangeove funkcije bez ogranicenja, ali sa poveéanim brojem varijabli (r+n).
Lagrangeovi mnozitelji fizikalno se mogu interpretirati kao 'sila' potrebna za nametanje
ogranicenja. Lagrangeovi uvjeti mogu se numericki rjeSavati kao sustav nelinearnih jednadzbi
(Newton-Rapson iterativni postupak), ali to nije opc¢enito najucinkovitiji postupak, te ovi izrazi
predstavljaju podlogu za druge numericke postupke.
Ogranicenja nejednakosti:
gi(x) <0, (2.7)
transformiraju se u ogranicenja jednakosti uvodenjem p dodatnih varijabli ('slack variables') s:
gix)+s?=0 i=1p (2.8)
Ova transformacija vrijedi jer za proizvoljnu vrijednost s;, vrijedi Siz >0paizg;(x) = —sL-Z, slijedi
daje g;(x) < 0.
Dodatni uvjet kod ograni¢enja nejednakosti je da odgovarajuéi Lagrangeovi mnoZitelji moraju biti
ne-negativni (1 = 0), ¢ime je osigurano da su gradijenti funkcije i ograni¢enja suprotno
usmjereni. Kod ogranicenja koje je neaktivno (odnosno cije su ne-jednadzbe zadovoljene - istinite)
u trenutnoj to¢ki multiplikatori su jednaki nuli (1 = 0).
Promotrit ¢e se opci problem sa ogranicenjima:
minf(x) x€R", uz hj(x)=0 j=0,r i gj(x)<0, j=0,p
Ukupna Lagrangeova funkcija je:
Lo, s)=f()+ul -h(x) + 27 (g(x) + s2) (2.9)
W - Lagrangeovi mnotZitelji uz zadana jednakosna ogranicenja,
A - Lagrangeovi mnotzitelji uz zadana ne-jednakosna ogranicenja,
s —dodane varijable koje ogranicenja nejednakosti svode na jednakosna ogranicenja

NuZni uvjeti za ekstrem Lagrangeove funkcije nazivaju se Kuhn-Tucker (KT) nuZni uvjeti:
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r 14

OL(x, A, s)  df(x) dh;(x) dg;(x)

_ . . = | = 2.10

o ox, +Zu] o, +Z,1] o, 0 i=1n (2.10)
j= J=

aL ’ !A;
M:hj(x):() j=1r

dL(x,u,4,5) .
T = g}(x) + 51.2 =0 j=1p (2.11)
OL(x,u,A,s)
———=1'5=0 =1
as; % J P
wi=20 j=1Lp — osigurava ogranicenje jednakosti

Za aktivna ogranicenja j koja su u optimumu zadovoljena sa gj(x) = O vrijedi:s; =0i4; = 0. Za
neaktivna ograniCenja koja su zadovoljena sa g; (x) <0,tj. sz > 0 vrijedi A = 0. U optimumu za
trenutno aktivna ogranicenja multiplikator 4; je ne-negativan, a za neaktivna 1 = 0.

U tocki optimuma s ogranicenjima negativni gradijent funkcije cilja jednak je linearnoj kombinaciji
gradijenta aktivnih ograni¢enja pomnozen sa pripadaju¢im Lagrangeovim multiplikatorima.

KT daju (n+r+2p) jednadzbi za isto toliko nepoznanica (x, i, 4, s). KT uvjeti nisu prakticni za
rjeSavanje nelinearnih jednadzbi.

Postoji komplementarnost u matematickoj prirodi optimiranja. Ako se napise Lagrangeova
formulacija za neki problem - jednadzba (2.6), postoji moguénost da se peturbira problem pa
Lagrangeovi multiplikatori postaju dualne varijable, a ne vise varijable optimiranja (geometrijski
parametri). Takva formulacija se zove dualna formulacija i moZe se uvesti u optimiranju zamjenom
varijabli. U nekim situacijama ona je jednostavnija za rjeSavanje od izvorne formulacije (tipicno
kada ima puno ogranic¢enja, a malo aktivnih). Dualna formulacija objasnjava se kao sedlasta
funkcija gdje su u jednoj strani varijable optimiranja, a u drugoj Lagrangeov multiplikator (Slika 4).
Optimum je min max problem, odnosno optimum je u minimumu funkcije po varijabli i
maksimumu funkcije po Lagrangeovom multiplikatoru [55].

f(x,A) A

Slika 4 Sedlasta funkcija sa optimumom u minimumu funkcije cilja, odnosno maksimumu

Lagrangeovog mnolitelja

18 Doktorska disertacija — Igor Pehnec



Osnovni postupci pri topoloskom optimiranju

2.2.2 Kaznena formulacija
Lagrangeova metoda nije jedina za uvodenje ograni¢enja. Naime kaznenom formulacijom takoder
se moze rjeSavati problem optimiranja sa ogranicenjima.
Ideja vodilja postupka kaznenih funkcija je pretvorba zadatka odredivanja minimuma funkcije
f(x) uz ogranicenja g;(x) < 0i hj(x) = 0 u zadatak odredivanja minimuma funkcije bez
ogranicenja F(x), pri cemu je:

F(x)=f(x)+ P(x) (2.12)
gdje je P(x) kaznena funkcija. Ne postoji jedinstvena kaznena funkcija, ve¢ je to svaka funkcija
koja ima svojstvo da u slu¢aju prekoracenja ograni¢enja dodaje veliki iznos funkciji F (x) kako ona
ne bi imala minimum izvan izvedivog podrucja.

Jadan od korisnih oblika kaznene funkcije P(x) je

m

1
P(x)=—-r- Z —  ('unutarnja kaznena funkcija")
— gi(x)
i=0
gdje je 'r' pozitivna konstanta. Tada slozena funkcija F (x) poprima oblik:

m

F(x,7) =f(x)—r-z

i=0

1
gi(x)

(2.13)

U izvedivom podruéju (g;(x) < 0) F poprima vrijednosti koje su veée od f(x) — stvarne funkcije
cilja, iako se razlika moZe smanijiti dopustajudi 'r' da poprimi vrlo male vrijednosti. Medutim, ako
se x pribliZi granici izvedivog podrucja, tako da je barem jedno g;(x) blisko nuli, P(x), a tada i
F(x), postaje vrlo veliko.

Ako se trazenje zapocne unutar izvedivog podrucja, minimum funkcije bez ogranic¢enja F (x,r) ée
sigurno biti unutar izvedivog podrucja. Dodjeljujuci r-u prikladno malu vrijednost (tako da je
utjecaj P(x) na minimumu malen), minimum zadatka bez ogranic¢enja F (x) odgovara minimumu

funkcije f(x) s ograni¢enjima. Cesto se koristi i kaznena funkcija P(x) oblika:
m
P(x) =R 'Z[maX(O, gi(x))]z —  ('vanjska kaznena funkcija”) (2.14)
i=0

gdje je R pozitivna konstanta prikladno velikog iznosa. Vanjska kaznena funkcija se ¢esce koristi,
zbog neosjetljivosti na odabir pocetne tocke, dok kod unutarnje kaznene funkcije pocetna tocka
mora biti unutar izvodivog podrucja. Za jednakosna ogranicenja koristi se paraboli¢na kaznena

funkcija.

14
P(x) = R -Z[hj(x)]2 (2.15)
i=0

Doktorska disertacija — Igor Pehnec



Osnovni postupci pri topoloskom optimiranju

2.3  Parametrizacija geometrije

U inZenjerskoj analizi ¢esto je potrebno neki fizicki oblik predstaviti pomodu jednoznacnih izraza.
Ova formula treba uz pomo¢ skalarnih parametara matematicki opisati geometrijski oblik
pripadnog kontinuiranog fizickog oblika u 2D ili 3D. Skupom skalarnih parametara se poopcuje i
jednostavnije pohranjuje geometrijski oblik, Sto omogucuje njegovu vizualizaciju, zatim simulaciju
interakcije oblika sa okolinom te geometrijsku transformaciju [56].

Parametrizacija pohranjuje niz parametara (kontrolnih tocaka, nagiba, itd.) koji definiraju
geometrijski oblik.

Geometrijski model moze se definirati pomocu parametarskih jednadzbi. Za opis geometrije moze
se koristiti bilo koja parametarska jednadzba, kao na primjer jednadzbe elipse, kruga, valjka, kugle
u slu¢aju da geometrija modela ima slicnost sa navedenim primitivima. SloZeniji oblici ne mogu se
precizno opisati primitivima, pa se za opis sloZzene geometrije koriste polinomne jednadzbe kao
$to su B-krivulje, NURBS krivulje, Bezierove krivulje [1], [56], [57], [58]. Za opis geometrije takoder
se koriste i Radial Basis Funkcije (RBF), a u kasnijim poglavljima detaljnije ¢e se izloZiti opis
geometrije Bezierovim krivuljama te Radial Point Interpolation Method (RPIM) RBF metodom.
Opcenito, geometrijski model nekog objekta moZe se opisati pomocu niza parametara
interpolacijskom ili aproksimacijskom jednadzbom. Interpolacijska jednadzba zadane uvjete mora
egzaktno zadovoljiti, dok aproksimacijska jednadzba predstavlja jednadzbu koja prolazi priblizno
pokraj zadanih uvjeta (zadanih tocaka), sa Sto manjim ukupnim odstupanjem svake zadane tocke

od aproksimacijske funkcije (Slika 5).

y A y A

> >

Interpolacija X Aproksimacija X

Slika 5 Prikaz interpolacije i aproksimacije pomocu niza parametara
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2.3.1 Opis geometrije Bezierovom krivuljom
Za opis geometrijskog oblika mogu se koristiti Bezierove krivulje. Ove krivulje imaju sljedeéa
svojstva:
- krivulja pocinje od P, odnosno pocetne tocke interpolacije i zavrSava na P, koja se zove
krajnja tocka interpolacije,
- Bezierova krivulja je pravac, ako i samo ako su zadane tocke kolinearne,
- pocetak (kraj) krivulje je tangenta na prvi (posljednji) dio Bezierovog poligona,
- krivulja moze biti podijeljena u bilo kojoj tocki na dvije pod krivulje ili u proizvoljno mnogo
pod krivulja tako da je svaka od njih Bezierova krivulja,

- neke jednostavne krivulje ne mogu se opisati to¢no sa jednom Bezierovom krivuljom.

Bezierova krivulja u formi polinoma (Bernsteinov polinom) glasi :

PO =) Bia@®-P= ) (})-t-a-omi-p,
=0 o (2.16)
! . .
:Zﬁ.tl.(l_t)n_hpi
1=0

gdje je:

P;— zadane tocke

n — stupanj Bezierove krivulje,

i—sekreéeod0don,

P(t) — tocke aproksimacije idu od P, do P, sa proizvoljnom zadanom podjelom (Slika 6).

t — trenutni poloZaj aproksimacijske tocke na Bezierovoj krivulji. 0 <t <1

Slika 6 prikazuje jednu Bezierovu krivulju ¢etvrtog reda (n=4).

P1=A;=B;=C; P2=A,=B,=C,

Po=Ap=B¢=C;=B P3
t=0 t=0.25

Slika 6 Konstrukcija kvartne Bezierove krivulje (n=4) za trenutak t=0, i t=0.25.

Kretanjem medu-tocke Ay, A;, A, i A; po pravcima izmedu zadanih tocaka P opisuje se linearna

Bezierova krivulja, medu-tocke By,B; i B, kretanjem po pravcima izmedu tocaka Ag, Ay, A, i Az
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opisuju kvadratnu Bezierovu krivulju, a tocke Cy i C; kretanje po pravcima izmedu tocaka By,B; i B,
opisuju kubi¢nu Bezierovu krivulju. Kvartna Bezierova krivulja nastaje kretanjem tocke B po pravcu
Co—Ci.

U slucaju velikog broja kontrolnih tocaka izmedu koje se povlaci jedna Bezierova krivulja visokog
stupnja, mogu se javiti oscilacije krivulje.

Ova pojava izbjegava se uvodenjem vise Bezierovih krivulja nizeg stupnja u nizu, uz nametanje
odgovarajuéeg stupnja kontinuiteta izmedu njih putem kontrolnih tocaka. Bezierovim krivuljama u
nizu mogu se opisati i najsloZeniji geometrijski oblici kao i fizikalne pojave, a stupanj kontinuiteta
izmedu njih omogucduje kontinuitet nagiba (prva derivacija), kontinuitet inercijskih sila (druga
derivacija), kontinuitet impulsa (trec¢a derivacija).

Kontinuitet se osigurava tako Sto iznos derivacije u tocki na kraju prve krivulje treba biti jednaka
iznosu derivacije u tocki na pocetku druge krivulje. Ovakav kontinuitet postiZze se dodavanjem po
dvije zadane tocke Beziera, izmedu kojih se nalazi tocka spoja dvaju krivulja Beziera. Dodane
zadane tocke i spojna tocka Beziera trebaju biti kolinearne. Slika 7 prikazuje dvije Bezierove

krivulje sa razli¢itim kontinuitetima nagiba.

(@) (b)

Slika 7 Prikaz dvije Bezierove krivulje izmedu kojih nema kontinuiteta nagiba (a) i izmedu kojih

postoji kontinuitet nagiba (b).

Umnoskom Bezierovih krivulja u dva smjera dobiva se 3D ploha:

P(u,v) = zn:
i=0

gdje su u i v parametarske koordinate, a kontrolnih to¢aka p;; ima set od (n+1) (m+1).

m

B'(w) - B/"(v) - pij (2.17)
j=0

]

Bernsteinovi polinom B;*(u) iB}"(v) opisani su ranije, kao i binomni koeficijent:

|
(rll) T (nn— Y
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2.3.2 Opis geometrije B-krivuljama
B-krivulje (bazne krivulje) takoder mogu posluziti pri parametrizaciji modela. B-krivulja ima lokalni
utjecaj, postujuéi zadani stupanj krivulje, glatkoéu i tocke koje opisuje (P;). Temeljni teorem kaze
da se svaka funkcija odredenog stupnja i glatkoce koja prolazi kroz zadane tocke, moze
jedinstveno prikazati kao linearna kombinacija B-krivulja istog stupnja i glatkoée, preko istih

tocaka. B-krivulja je generalizacija Bezierove krivulje. B-krivulja definirana je jednadzbom:

P(D) = ) Nia(®)- Py (2.18)
i=0

gdje je bazna funkcija B-krivulje nultog stupnja:

1, t;<t<tp,
Nio(£) :{0 l inaéel

)

a za ostale stupnjeve B-krivulje (0 < i < n + d):

t—t livjyr — 1
N ;(t) = ﬁNi,jﬂ(t) +—

n —; Nit1,j-1(t)
i+j i i+j+1 i+1

Stupanj krivulje je 1 < d < n, a svaki pojedini ¢vor uniformno je predstavljen kao:

0, 0<i<d
=] _t=d d+1<i<
Tnri-a’ =t=n

1 n+l<is<n+d+1

Umnoskom dvije B-krivulje u x i y smjeru dobiva se 3D ploha:

m

Pu)= ) > N, () Ny, (0) Py (219)

i=0j=0
Moze se spomenuti jos i opis geometrije kubi¢nim krivuljama u nizu, koji je interpolacijska metoda
pomocu kubi¢nog polinoma u jednom segmentu izmedu dvije tocke. Kubiéni polinom ima Cetiri
slobodna koeficijenta (prolaz kroz dvije tocke i dva dodatna uvjeta: uvjet kontinuiteta za nagib
tangente i radijus zakrivljenosti u jednoj od krajnjih to¢aka segmenta). Kubi¢nim krivuljama lakse
se zadaju rubni uvjeti, jer se radi o interpolaciji. Pomakom tocaka kubi¢ne krivulje dobivaju se vrlo
glatke krivulje. Interpolacija kubi¢nim krivuljama ne moZze se rijesiti lokalno, ve¢ je potrebno
rijesiti sustav jednadzbi. Promjena u lokalnom podrucju zahtjeva proracun cijelog sustava, sto

moze biti mana ovakvog nacina parametriziranja.
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2.4 Problem mehanike cvrstih tijela i princip virtualnih radova

U ovom radu promatrat ¢e se mehanika cvrstog tijela kao staticki problem. Teorija elasti¢nosti
bavi se razmatranjem pomaka (u), naprezanja (o) i deformacija (&) tijela, koje nastaju uslijed
djelovanja opterecenja (sila) na elasticna tijela [59], [60], [61]. Pomak je vektor koji spaja pocetni
poloZaj Cestice sa polozajem Cestice nakon djelovanja sile. Deformacija tijela moZze se definirati
kao relativno produljenje. Za male deformacije, veza pomaka i deformacije u x smjeru (2.20) mozZe

se zapisati kao:

_ Ju Ju OJv

= — = = — 2.2
Ex Ox Yay = 2&xy dy + ox (2.20)

Teorija elasti¢nosti uvodi uvjete kompatibilnosti deformacije (2.21), ¢ime se uvode parcijalne

diferencijalne jednadzbe drugog reda, koji za x-y ravninu glasi:

0%Vzy _ 0%, N 0%,
dxdy  0y? = 0x?

(2.21)

Ako se promatra staticki problem, polazi se od Newtonovog zakona za ravnotezno stanje tijela,

odnosno ako je sustav Cestica u ravnotezi, tada vrijedi jednadzba (2.22) da je ukupna sila sustava

Z F=0 (2.22)

Vanijske sile koje djeluju na neko tijelo izazivaju pojavu unutarnjih sila izmedu Cestica tijela, koje se

jednaka nuli:

svode na jedinicu povrsine A te daju naprezanja:
F
o=
A

Jednadzbu ravnoteZe za x os razmatrajuci diferencijalni volumen tijela (Slika 9), sada je moguce

zapisati kao 2D problem (2.23):

% N 0Txy 4 0Ty,
0x dy dz

+f=0 (2.23)

JednadzZbe koje povezuju naprezanja i deformacije prema Hookeovom zakonu za x smjer (2D

model) su:
1 Txz
&=% [ax - v(ay + az)] Yy = < odnosno )
(2.24
Ox =1, sx+m(sx+£y+sz) Tz = G Vxy,
gdje su:

Tjj — smicno naprezanje,
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Yij - smi¢na deformacija,
a karakteristike materijala:
E — Youngov modul elasti¢nosti,

V - Poissonov omjer,

= ——— — modul smicanja.
2(1+v)

U svakoj tocki povrsine mogu biti zadani rubni uvjeti.
Ako su u svakoj tocki povrsine tijela I zadana opterecenja f;* tada je staticki rubni uvjet:
ojjn; = fs5 (2.25)
n; - normala u tocki
Ako su na povrsini tijela I}, zadane komponente pomaka u; radi se o geometrijskim rubnim
uvjetima:
w = uj (2.26)
Za rjeSavanje problema statike ¢vrstih tijela na raspolaganju su:
- uvjeti ravnoteze,
- konstitutivni model materijala (veze naprezanja - deformacije),
- veze pomaci i deformacije,
- rubni uvjeti koji daju rjeSenje problema npr. polje pomaka.
Pomocu ova Cetiri sustava uz rubne uvjete mozZe se dobiti kompletno rjesenje modela (klasi¢na

mehanika).

Opcenito, mnogi inZenjerski problemi se umjesto rjeSavanja izvornog problema jednadzbi uvjeta
mogu rjesavati minimiziranjem odgovarajuce formulacije greske, npr.:

f@=0 - min[AG)P
Cesto se u postupku rjesavanja predlaZe neko opée parametarsko rjiesenje, ¢ijim uvritenjem u

funkciju greske i minimiziranjem slijede vrijednosti parametara.

Alternativno, problem se moZze formirati preko radova odnosno energije (analiticka mehanika —

energetske metode).

Virtualni rad W sile koja djeluje na Cesticu je rad koji sila izvrSi na kinematicki dopustivom
virtualnom pomaku du;. Ako je suma svih sila u ravnoteznom sustavu jednaka nuli (2.22), tada je i

virtualni rad jednak nuli:
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n
SW = Z F.6u; = 0 (2.27)
i=1

Virtualni rad nekog tijela je rad svih sila na njima pripadnom virtualnom pomaku. Za ravnotezno
stanje ukupni virtualni rad je jednak nuli. Virtualni pomak édu mora imati sljedeca svojstva:
- Virtualni pomak jednak je nuli u osloncima (kinematski dopustivo polje)
- Virtualni pomak je jako mala veli¢ina (jer ne smije promijeniti naprezanja i deformacije u
tijelu, nego izvrsiti mali pomak tijela koje ostaje u ravnotezi)

- Virtualni pomak je proizvoljna veli¢ina (upravo jer ne ovisi o naprezanjima i deformaciji)

Slika 8 Stanje (a) vanjske sile F i unutarnja naprezanja o u ravnoteZi i stanje (b) deformacija £*i

ostvaren pomak u*

0
F,=o-dy-dz FB:(G+6—Z-dxj~dy~dz
+—»

fdQ

l—u> |—> OX
Slika 9 Naprezanje u diferencijalnom elementu

Promatrajudi jedan segment deformabilnog tijela dx - dy - dz (Slika 9), moZe se izvesti sljedeca

jednadzba virtualnog rada za 1D problem [60]:

8W—F(*+au*d> F, -t
= Fp(u" + 5 —dx gwu
SWpg 4

—( +aad)d d (*+a”*d) dy - dz - u*
=(o+5; dx) dy -dz-(u' +——dx| -0 dy-dz-u

Fg Fa
nakon skracivanja prvog ¢lana §Wjg rada sa radom 6W, dobiva se:
6W=U-dy-dz-@dx+a—0-dx-dy-dz-u*+a—g-dx-dy-dz-i*dx
d0x dx dx d0x
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Uvrstiliza dx - dy - dz = dQ dobiva se:

sw=""% a0+ uw-2% 40497 4 aq
T Ox o u 0x dx Ox X

Zadnji ¢lan ovog izraza moZe se zanemariti jer se javlja dx - dx Sto daje zanemarivu velicinu, te je

virtualni rad za diferencijalni element d(Q:

ou* oo
SW:W-a-dﬂ+u*-a-dﬂzs*-a-dﬂ—u*-ﬁ,-dﬂz6Wu—6Wv1 (2.28)

F f F+dF
- R —— —>
dx

Slika 10 Prikaz sila u diferencijalnom segmentu za 1D

Vektor volumenskih sila f,, i vektor povrsinskog opterecenja f su:

fvT = [fvx ﬁ7y va] fsT = [ﬁsx fsy fsz]

Iz jednadzbe ravnoteze, za x-os slijedi:

do
— =0 2.29
P f (2.29)
A veza pomaka i deformacije:
ou"
ox

Da bi mogli postaviti jednadZbu ukupnog virtualnog rada, koji mora biti jednak nuli, potreban je

*

&

jos rad koje vrse vanjske povrsinske sile, po obodu I’ volumena Q:

W, = f wT f,dl

Ts

Te se jednadzba ukupnog virtualnog rada (2.28) mozZe napisati za 1D kao:

_[ u*Tfde+f u*vadQ=j e TodQ,
Ts Q Q

N ——
SWy» Wy Wy

(2.30)

gdje je ' — povrsina tijela
['s — vanjska povrsina tijela na kojoj djeluju vanjske sile f; — stati¢ki rubni uvjeti
[, — vanjska povrsina tijela na kojoj su zadani pomaci u; - geometrijski rubni uvjeti
Q - promatrani volumen tijela
u* = u + 6u — vektor pomaka sa superponiranim virtualnim pomakom
fs — vektor distribuiranih sila koje djeluju na dijelu povrsinu ruba I

f, — vektor volumenskih sila
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S6W;, - ukupni unutarnji virtualni rad
oW, = W,y +6W,, —rad vanjskih sila
6W,,1 - ukupni virtualni rad volumenskih sila

6W,,, - rad koje vrse vanjske povrsinske sile, po obodu I

Rad svih vanjskih opterecenja koje djeluju na tijelo pohranjuje se u vidu unutarnje energije.
Jednadzba (2.30) je prepoznatljiva i zove se varijacijska slaba formulacija koju se rjesava
numerickim metodama (konacni elementi, bez-mreznim (meshfree) metodama, itd.) s tim da su
tezZinske funkcije analogne virtualnim pomacima, $to ¢e se u narednim poglavljima detaljnije i
obraditi. Sve veli¢ine se sada zapisuju vektorski, odnosno jednadzba (2.30) za 3D glasi:
f (L-sw)T-(D-L-u)-dQ— 5uT-fS-dF—f sul - f,-dQ=0 (2.31)
Q Ts Q

- Diferencijalni operator L za 3D [61]:

-0 -
EP 0 0
d
0 @ 0
0
L 0 O Fp
Ja 0
oy "
Jd o0
d d
5 0
- Vektor naprezanja:
o' ={0y 0y 0, Tyy Ty; T;x} ©o=D-L-u

- Vektor deformacija:

el = {Sx &y &z Vxy Vyz yzx}

- Odnos naprezanja i deformacije iz Hookeovog zakona:
S:L.u:D.o‘ (2.32)

- Matrica elasti¢nih svojstava materijala u svojstvu naprezanja ili u svojstvu deformacija:
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1—v v v 0 0 0
v 1—v v 0 0 0
v % 1—-v 0 0 0
E 0 0 0o == 0
D = 2 (2.33)
1+v)1-2v) 1-2v
0 0 0 0
2
0 0 0 0 1-2v
2
- Youngov modul elasti¢nosti E i Poissonov omjer v
- Vektor pomaka: u” = {u v w}
- Vektor deformacije izazvan virtualnim pomakom du: & =L-6u

Osim navedenih svojstava materijala mogu se definirati joS i modul smicanja G, te prostorni modul

elasticnosti (modul stlacivosti) B [61].

U jednadzbi (2.31) prvi integral s lijeve strane predstavlja ukupni unutarnji virtualni rad:
SW, = f (L-5w)T-(D-L-u)-dQ (2.34)
Q

Drugi i tredi integral jednadzbe (2.31) gledajuci s lijeva predstavljaju rad vanjskog optereéenja:

SW,=| éul-fy-dr + f sul - f,-dQ (2.35)
T Q

Rad vanjskog opterecenja jednak je zbroju vanjskog opterecenja f,, po jedinici volumena Qi

vanjskog opterecenja f po jedinici konture T§.

Jednadzba (2.34) naziva se bilinearnom, jer ima linearnu ovisnost pomaka u i virtualnog pomaka

u.

Ove jednadzbe sluZit ¢e kao temeljne jednadzbe za topolosko optimiranje (poglavlje 3) i level set

metodu (poglavlje 4).

Ekvivalent principu virtualnih radova je princip minimuma ukupne potencijalne energije.
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2.5 Princip minimuma ukupne potencijalne energije

Minimum ukupne potencijalne energije je temeljni koncept pri optimiranju u fizici, kemiji, biologiji
i inZenjerstvu, te je jedan od temeljnih principa prirode. Tijelo ili struktura se pomice i deformira u
poloZaj koji odgovara minimumu njegove ukupne potencijalne energije.

Tipi¢an primjer je grana stabla na koju napada snijeg, te se uslijed teZine snijega ona spusta na
visinu minimuma potencijalne energije gdje je jednadzba ravnoteze zadovoljena. Ukupna
potencijalna energija II je zbroj energije elasticne deformacije u deformabilnom tijelu U i

potencijalne energije vanjske sile V (2.36) [61]:
n=uv+Vv (2.36)
Energija je stacionarna kada neznatna promjena poloZaja tijela ne daje promjenu energije:
SM=6U+V)=0 (2.37)
Princip minimuma potencijalne energije je u stvari specijalni slu¢aj principa virtualnih radova
elasti¢nog tijela izloZenog konzervativnim silama (2.30), te se jednakost vanjskih i unutarnjih
virtualnih radova moze zapisati kao (2.38):

f&uT-fs-dF+f 6uT-f-dQ=f oel -a-dQ (2.38)
r Q Q

s
Desna strana jednadzbe (2.38) predstavlja infinitezimalnu promjenu energije elasti¢ne
deformacije U, §U. Lijeva strana predstavlja promjenu potencijalne energije V konzervativne
vanjske sile.
V=- 5uT-fS-dF—f sul - f-dq, (2.39)
T Q
gdje negativni predznak predstavlja gubitak potencijalne energije kako se sila pomice u smjeru

pomaka. Sada jednadzba (2.38) postaje:
-6V =46U (2.40)
Ovo dovodi do jednadzbe (2.37) koja je i osnovna jednadzba pri razvoju numerickih metoda u

mehanici ¢vrstih tijela.

Jednadzba minimuma potencijalne energije (2.37) zapisuje se kao:

f 6£T-D-s-dﬂ—f su -f-do—| sul-fg-dl'=0 (2.41)
Q Q Is
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2.6  Numericke metode rjesavanja

Iz uvjeta ravnoteze i rubnih uvjeta dobivene su parcijalne diferencijalne jednadzbe (PDJ) (2.20),
(2.23), (2.24), (2.25), (2.26), odnosno u prostoru (2.32) koje opisuju promjene stanja unutar tijela
koje se dogadaju uslijed vanjskih utjecaja. Problem rjeSavanja PDJ podrazumijeva nalazenje
rjeSenja fizikalnih procesa koje opisuju PDJ. U termodinamici PDJ daju temperaturno polje kod
provodenja topline, u mehanici fluida PDJ opisuju protok fluida, u mehanici ¢vrstih tijela PDJ
opisuju ponasanje tijela uslijed djelovanja vanjskih opterecenja.

U ovom radu promatrat ce se rjeSavanje problema mehanike ¢vrstih tijela parcijalnim
diferencijalnim jednadzbama.

Kako su PDJ problema mehanike ¢vrstih tijela analiticki tesko rjeSive ili ih se u vecini slu¢ajeva ne
moze rijesiti (zbog sloZzenosti zadovoljavanja rubnih uvjeta), razvijene su brojne metode koje
priblizno rjeSavaju ove jednadzbe. Teorijom elasti¢nosti rjeSavaju se problemi mehanike ¢vrstih
tijela aproksimativnim (pribliznim) poljima na bazi polinoma i Fourierovih redova. RjeSavanje
mehanike Cvrstih tijela teorijom elastic¢nosti je ograni¢eno na jednostavnije geometrije, zbog
problema zadovoljavanja sloZenih rubnih uvjeta.

Kako bi mogli rijesiti probleme sa sloZenom geometrijom, koristi se priblizno rjeSavanje PDJ
problema mehanike cvrstih tijela nekim od numerickih metoda kao sto su metoda konacnih
diferencija, metoda konacnih elemenata (MKE), konacni volumeni, itd.

U nacelu sve numeri¢ke metode temeljene su na diskretizaciji polja problema pomocu probnih
interpolacijskih (aproksimacijskih) funkcija. Za interpolacijske (aproksimacijske) funkcije mogu
koristiti Bezierove krivulje, B-krivulje, radijalne bazne funkcije (RBF), radial point interpolation
method (RPIM), itd.

Pri numeri¢kom rjeSavanju PDJ modela mehanike ¢vrstih tijela postoje dva problema: prvi je naci
probne funkcije koje ¢e zadovoljiti PDJ, a drugi problem je zadovoljiti rubne uvjete. Ako su
varijable pomaci i deformacije, uvjeti kompatibilnosti deformacija su zadovoljeni te se razmatraju

uvjeti ravnoteze.

2.6.1 Metoda konacnih elemenata
Pojavom racunala prevladala je metoda konacénih elemenata koja se ve¢ oko 50 godina uspjesno
koristi pri rjeSavanju brojnih tehnickih problema. Metoda konacnih elemenata rjeSava PD)J
integralno, na razini cijele domene. Nastala je ranih 50-tih godina dvadesetog stolje¢a. Zasnovana
je na diskretizaciji prostora na elemente spojenih ¢vorovima. Cvorovi su karakteristiéne tocke

diskretiziranog prostora u kojima se prate veli¢ine znacajne za proces [62].
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évorovi

Slika 11 Prikaz diskretizacije prostora i ¢vorova

Za svaki ¢vor diskretiziranog prostora se primjenom interpolacije probnih funkcija unutar
elemenata racuna vrijednost varijabli stanja PDJ. U mehanici ¢vrstih tijela varijable stanja su
pomaci u,v i w, dok u elementu vrijedi interpolacija funkcije na temelju vrijednosti u ¢vorovima.
RjeSavanje funkcije na cijeloj domeni svodi se na rjesavanje funkcije u évorovima, pri ¢emu je
izmedu ¢vorova interpolirana funkcija. Takvo priblizno rjeSenje probnim funkcijama uvrstava se u
izraze za potencijalnu energiju (2.41), iz kojih slijede vrijednosti varijabli stanja u ¢vorovima.
Probne (aproksimacijske) funkcije biraju se tako da sto bolje opisuju problem. Razvijeni su razliiti
konacni elementi (npr. polinomni razlicitog stupnja ovisno o broju ¢vorova elementa) o kojima
ovisi i tocnost.

Kako bi rijesili problem numerickim metodama, kod problema mehanike cvrstih tijela potrebno je
formirati jaku formulaciju u obliku minimuma potencijalne energije. Ova jednadzba moze se svesti
na jednadzbu slabe formulacije primjerice Galerkinovom metodom (ekvivalentna jednadzba nizeg
stupnja derivacije) koja je analogna jednadzbi principa virtualnih radova (2.30), tako da se dobiva
integralni ekvivalent PDJ.

Kad se govori o MKE, postoje razlicite probne funkcije i razli¢iti kona¢ni elementi.

Pomaci u elementu u prikazuju se ovisno o pomacima u ¢vorovima q pomocu interpolacijskih

funkcija koje ¢ine matricu funkcija oblika N.
u=N-q (2.42)
Iz odnosa pomaka i deformacije (2.20), se dobiva raspodjela deformacija u elementu:
e=D-N-q=B-q (2.43)
B — matrica medusobne ovisnosti deformacije u elementu i pomaka u ¢vorovima,
D — matrica elasti¢nih svojstava materijala, (2.33).
Varijacijom po nepoznatim veli¢inama u ¢vorovima elementa dobiva se:
du=N-4q
e =B-4q
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Sada je minimum ukupne potencijalne energije (2.41) diskretiziran na ¢vorove:

5qT f B"-D-B-dQ|q
QO

k (2.44)
=5qTf NT-f,,-dQ+6qTf N":fs-dl +6q"F
Q r

N

F, Fg

Iz jednadzbe (2.44) izvodi se uvjet ravnoteze konacnog elementa:

k®-q°=F,+F; +F,
gdje su:
k€ — matrica krutosti konaénog elementa
g°— pomaci u ¢vorovima elementa
F,, — vektor sila u ¢vorovima od volumenskih sila f,
F; —vektor sila u ¢vorovima od povrsinskog opterecenja
F — vektor koncentriranih ¢vornih sila.
Ako se uvede supstitucija: b¢ = F,, + F; + F, dobiva se osnovna jednadzba konacnog elementa
[61], [62]:

ke - q°¢ = b® (2.45)

Promatra se cijeli diskretizirani prostor. Uvodenjem matrice transformacije koja se sastoji od
kosinusa smjera pomaka u pravcu lokalnih osi u odnosu na pravce globalnih koordinatnih osi, te

superpozicijom svih elemenata (dodjeljivanje ¢vorova i stupnjeva slobode pojedinom kona¢nom
elementu) izvodi se globalna matrica krutosti K. Jednadzba konacnih elemenata sada glasi:
K-q=0b (2.46)
Rjesavanjem PDJ problema mehanike ¢vrstih tijela metodom konacnih elemenata potrebno je
dokazati da stanje konvergira ka rjeSenju. Ne moZze se uvijek postici konvergencija. Konvergencija
ovisi o odabiru konacnih elemenata.
'Patch test' je indikator kvalitete konacnog elementa [63]. Kvaliteta konacnog elementa
provjerava se standardiziranim postupkom (patch testom), tako da se uzme PDJ koji ima poznata
analiticka rjeSenja te se na takvom problemu za podrucje od nekoliko elemenata ispituje kvaliteta
konacnog elementa koja aproksimira ovu PDJ. U mehanici €vrstih tijela test je proSao u koliko su
rjeSenja dobivena metodom konacnih elemenata i analiticki dobivena rjesenja (kao linearne
funkcije u prostoru) jednaka. 'Patch test' osigurava konstantne vrijednosti deformacija (nema
skoka deformacija). Jo$ jedan preduvjet konvergencije je da se ona moZe dokazati povec¢anjem

broja elemenata, odnosno sa veéim brojem konacnih elemenata, proracun bi trebao konvergirati
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ka rjeSenju. U nastavku je prikazan opdéi postupak rjeSavanja konacnim elementima (dijagram

toka) Slika 12:

Ulazni parametri:

- geometrija: topolo$ka domena, definirana kontura oblika
- svojstva materijala

- diskretizacija problema: ¢vorovi, elementi...

- rubni uvjeti

- opterecenje (sile, tlakovi, temperature...)

Zadavanje mreze (reinicijalizacija mreze)
konaénih elemenata promatrane domene

Formiranje matrice krutosti elemenata [ke]

* Petlja za sve
elemente

Dodavanje elemenata matrice krutosti
[ke] u globalnu matricu sustava Kg

f

Petlja po svim
opterecenjima

!

Narinjavanje globalnog opterecenja [Fg]

Dodavanje pomaka ili ograni¢enja u
globalnu matricu krutosti

Y

RjeSavanje sustava jednadzbi za
globalne pomake [K]-[u]=[F]

i

Iz matrice krutosti elemenata [ke], Petlja za sve
dobivaju se naprezanja [o] elemente

!

Ispis rjeSenja:
- globalni pomaci [u]
- haprezanja [o]

Slika 12 Dijagram toka metode konacnih elemenata
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2.6.1.1 Metoda zamjenskog materijala - ,,Ersatz material”
Pri rjeSavanju metodom konacnih elemenata, kod promjene geometrije diskretiziranog prostora
(npr. kod optimiranja oblika) potrebno je izvrsiti ponovno generiranje mreze konacnih elemenata.
Ovaj proces je vremenski skup zbog formiranja konture, generatora mreze, Delaunayeve
triangulacije (triangulacije skupa toc¢aka pomocu kruznice, takva da ni jedna tocka iz skupa toc¢aka
ne leZi u opisanoj kruznici drugog trokuta). Promjena oblika zahtjeva ponovno izvodenje cijelog
dijagrama toka metode konacnih elemenata (Slika 12). Stoga se kao alternativa generiranju nove
mreze konacnih elemenata razvio postupak zamjenskog materijala (Ersatz material — njemacka
rije¢ — zamjenski materijal).
Ako se zamisli ploca, te da bilo koja formulacija stvori rupu u ploci, klasicni inZzenjerski pristup
metodom konacnih elemenata bi zahtijevao ponovno generiranje mreze materijala (remeshing),
zbog promjene geometrije. Metoda zamjenskog materijala ostavlja istu mrezu konacnih
elemenata, a na mjestima gdje nema materijala mijenjaju se svojstva materijala (zadaje se meksi
materijal). Svojstva materijala u promatranoj domeni kontroliraju se pomocu krutosti. Krutost
materijala koja predstavlja dio domene bez materijala ne smije biti velika jer bi znacajno utjecala
na tocnost, ali ne smije biti ni jako mala jer bi se pojavio singularitet u konac¢nim elementima.
Odabir optimalne krutosti materijala na mjestima gdje materijal ne postoji je iskustven, $to
predstavlja nedostatak u metodi zamjenskog materijala. Jos jedan nedostatak metode ,Ersatz
material” je zahtijevanje relativno fine mreze konacnih elemenata, jer za velike elemente granice

tvrdog i mekog materijala mogu biti pregrube.

2.6.2 Aproksimacija potencijala pomocu bezmrezne metode - Radijalne bazne funkcije
Kako su se racunala razvijala i postajala sve brza, tako su i neke metode rjesavanja koje su
postojale samo teorijski uspjesno primijenjene, a njihov razvoj otvara mnoge moguénosti kako u
znanstvenom svijetu tako i u prakti¢noj primjeni.

Bez-mreine metode su klasa numerickih algoritama za simulaciju fizikalnih pojava. One su
priblizne metode rjesavanja problema polja (npr. teorije elasti¢nosti) bez mreze za diskretizaciju,
koje koriste globalne aproksimacijske funkcije (npr. radijalne bazne funkcije - RBF).

Metoda radijalne bazne funkcije (RBF) je metoda aproksimacije ili interpolacije za bilo kakvu
funkciju. Tradicionalni algoritmi zasnivaju se na diskretizaciji prostora mrezom (MKE), za razliku od
bez-mreZne metode koje se oslanjaju na probne interpolacijske ili aproksimacijske funkcije na bazi
vrijednosti u odabranim ¢vorovima. Na taj nacin dobiva se globalna aproksimacija funkcija.

RBF funkcije daju probna rjesenja, koja se mogu uvrstiti u funkciju i dati njenu aproksimaciju.
Funkcija koja se aproksimira moze biti geometrija, ali moze biti i polje pomaka. Ako se probna

rjeSenja uvrste u PDJ, dobiva se aproksimacija PDJ.
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RBF metode temelje se na ¢vornim tockama (Cesticama), te su zbog svoje prirode izvorno nasle
svoju primjenu u mehanici fluida pri opisu strujanja. Medutim neke metode temeljene na
interpolaciji u ¢vornim tockama nasle su uspjesnu primjenu u mehanici ¢vrstih tijela, kao na
primjer Radial point interpolation method — RPIM [64].

RBF metodom se takoder moze i aproksimirati geometrija, te se istom metodom moze opisati
oblik i rijesiti pojave (deformacije ¢vrstog tijela) koje se deSavaju u zadanoj geometriji (tzv.
izogeometrijska analiza).

Bez-mrezne metode bolje opisuju stanja velikih deformacija, nelinearna ponasanja materijala te
diskontinuitet i singularnost od metode konacnih elemenata. Razlog tome je nepostojanje mreze
koja ogranicava rjeSavanje metodom konacnih elemenata zbog potrebe za kreiranjem nove mreze

pri velikim deformacijama, te su kod takvih problema primjerenije bez-mrezne metode.

2.6.2.1 Radial Point Interpolation Method (RPIM)
PIM interpolacijska metoda (Point interpolation method) koristi polinome kao bazne funkcije i
jedna je od najranijih nacina interpoliranja funkcija. PIM metoda za interpolaciju koristi monome,

koji ovisno o dimenziji problema poprima oblik iz Pascalovog trokuta [61]:

/\
AW
/\/K/\
4/\/ N/ \/\
A N

Slika 13 Pascalov trokut monomnih funkcija za dvo-dimenzijski prostor

Linearna bazna funkcija za 1D izgleda:
PP ={1 x}
Kvadratna bazna funkcija za 1D glasi
P =01 x x%3,
dok za 2D kvadratna bazna funkcija izgleda:
Pre={1 x y x> xy y%
RPIM metoda je interpolacijska tehnika bez-mrezne metode RBF. RPIM interpolacija prosirena je

sa polinomom, i moZe se zapisati kao [64]:

u(x) = ZRL-(x) cap + ij(x) ‘b, =RT(x)-a+p"(x)-b, (2.47)
i=1

j=1
gdje je: n — broj radijalnih baznih funkcija (RBF), m — broj polinomnih baznih funkcija (m=0 — Cisti

RBF)
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a; i b;— koeficijenti koje treba odrediti
U RBF-u R; su funkcije koje ovise o udaljenosti izmedu tocaka interesa (R = R(r)), a za 3D

problem udaljenost je jednaka:

r=—x)2+ -y + (z - z)? (2.48)
X;,Vi i z; su kordinate trenutnog ¢vora i.

Postoje brojne vrste RBF funkcija:

Multikvadratna RBF: Ri(x,y,2) = (r} + (o<, dc)z)q (2.49)
141 2
Gauss — ova eksponencijalna RBF:  R;(x,y,z) = exp |X,* (d_) (2.50)
c
RBF tanka zakrivljena ploha (TPS): R;(x,y,2z) = riT’ (2.51)
Logaritamska RBF funkcija: Ri(x,y,2) = ri" -logm; (2.52)

pri éemu su g, n i @, parametri oblika RBF funkcije (g = +0,5). Neka istrazivanja pokazuju da
vrijednost parametra g=0.98 ili g=1.03 daju dobre rezultate u analizi 2D problema u mehanici
fluida i ¢vrstih tijela [64].
d. — je karakteristi¢na duljina koja se odnosi na udaljenost ¢vorova u prostoru u lokalnoj domeni
tocke interesa x i obi¢no je jednaka prosje¢noj udaljenosti ¢vorova u prostoru za sve ¢vorove u
lokalnoj domeni.
U RPIM metodi nije uvijek potreban polinomni dio. Na primjer ako se RBF funkcijom aproksimira
geometrija, dovoljne su samo radijalne funkcije. Ukoliko RBF aproksimira neko polje iz kojeg
slijede pomaci koristi se cjeloviti izraz (2.47), odnosno tada se ne moZe samo RBF aproksimacijom
opisati to¢no linearno polinomno polje (ne prolazi 'patch test') te se dodaje i polinomni dio.
Dodavanje polinomnog dijela viseg stupnja od linearnog reda moze osigurati kontinuitet C* koji je
potreban za 'patch test'.
Dodavanje polinomnog dijela:

- moZze povecati tocnost rezultata.

- reducira osjetljivost parametara oblika i daje se vise slobode i Siri raspon u izboru

parametara oblika. Ovo vrijedi za bez-mreznu slabu formulaciju.

- motZze doprinijeti interpolacijskoj stabilnosti za neke RBF.

Rjesavanjem jednadzbi RPIM (2.47) za poznate vrijednosti aproksimacijske funkcije U dobivaju se
nepoznati koeficijenti a; i b;. Potrebno je rijesiti n linearnih interpolacijskih jednadzbi, po jednu za

svaki ¢vor:
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U;,=Ry-a+P, b (2.53)
Us = {ug,uy, ..., uy )’
U, je vektor poznatih funkcijskih vrijednosti aproksimacijske funkcije za kog se dobivaju
vrijednosti koeficijenata ag;i b;.

Matrica momenata RBF-a u (2.53) glasi:

Ri(r1) Rp(r1) - Rup(my)
R, = Ri(ry) Ry(rz) -+ Ryp(r) (2.54)
RiC) Ro(r) = RuCidl ey
Matrica momenata polinoma (monomi iz Pascalovog trokuta Slika 13):
[ 1 1 1 1
X1 X2 Xn
P =| n Y v Om (2.55)
) PmC2) = PG
a’ ={a,,ay,..,a,} — vektor koeficijenata RBF
b" = {by,b,,...,b,} — vektor koeficijenata polinoma
Nepoznatih koeficijenata ima n+m, a jednadzba (2.53) daje samo n uvjeta.
Moguce je dobiti m dodatnih jednadzbi iz m ogranicenja (rubnih uvjeta):
n
ij(xi) cq; =Pl -a=0, j=12,.m (2.56)
i=1

Zbog dodanih polinoma definiraju se dodatni uvjeti, kako bi osigurali jedinstveno rjeSenje [47],

[36]:

n
ai=0 Zai-xi=0 Zai-yi=0 al"ZL'=O , (257)
i i=1

n n n
i=1 i=1 i=1
te su se dobile n+4 jednadzbe (ukoliko se radi o 3D domeni) koje rjeSavaju n+4 nepoznata
koeficijenta. Za 2D problem cetvrti izraz u (2.57) nam je suvisan. Izrazi (2.57) proizasli su iz uvjeta
ortogonalnosti n dimenzijskih vektora koeficijenata RBF-a (a) i vektora poloZaja ¢vorova

(x;, ¥i, z;). Ovako odabranim dodatnim uvjetima izbjegavaju se kolinearnost za linearne ¢vorove
odnosno koplanarnost za kvadratne ¢vorove, itd. Sada sustav jednadzbi (2.59) postaje rjesiv jer se

jednadzbama (2.57) izbjegava singularnost matrice sustava.

Jednadzbu interpolacije RPIM-om (2.47) moguce je zapisati kao:
a
u() = R"@) - a+p"() b ={R"(x) p ()} {,) (2.58)

Kombinacijom jednadzbi (2.53) i (2.56) dobiva se interpolacijska jednadzba kroz rjesenja Uy:
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v.=[51=[e §ll}=¢"

————

G o
gdje je G kolokacijska matrica.
Sada su nepoznati koeficijenti:
a RO P -1 ~ _ ~
B=l T = wme 239

al ={ay, ...,a,, by, ..., by}

U, = {ug,u,, ..., u,, 0,...,037
Kada su se izracunali nepoznati koeficijenti (pomocu aproksimacijskih tocaka), moze se
aproksimirati jednadzba u(x) za proizvoljnu gustocu tocaka.
Kombiniranjem jednadzbi (2.59) i (2.58), dobiva se [64]:

u(x) ={R"(x) p"(x)}-61-U;=®"(x) U, (2.60)
gdje se RPIM funkcija oblika moze zapisati:
®"(x) ={R"(x) p"(0)} G
={01(x) $2(0) - (X)) Ppia(X) o Ppam(0)}

Jednadzba (2.60) moze se zapisati kao:

n
u(x) =@"(x) U = Z YRETH (2.61)
i=1
a derivacija jednadzbe (2.61) glasi:
u;(x) = @7 (x) - Us, (2.62)

gdje [ predstavlja koordinate x i y, a zarez oznacava parcijalnu derivaciju po odredenoj koordinati.
Valja imati na umu da matrica momenata RBF (Ry) mozZe biti loSe uvjetovana kada je broj ¢vorova
prevelik, Sto je uoceno u globalnoj bez-mreznoj formulaciji.

Postoji nekoliko prednosti u koristenju RBF funkcija kao osnovnih funkcija pri gradnji PIM funkcije
oblika.

- koristenje RBF-a moZe ucinkovito rijesiti problem singularnosti polinoma PIM, koja se
javlja uslijed nemogucnosti izracuna inverzne matrice pri interpolaciji [64].

- RPIM funkcije oblika su stabilne i stoga fleksibilne za proizvoljnu i nepravilnu raspodjelu
¢vorova. Male promjene u lokaciji ili broju ¢vorova u podrzanoj domeni nec¢e dovesti do
velike promjene u nastaloj RPIM funkciji oblika.

Medutim, RPIM takoder ima neke nedostatke, kao Sto su:
- RPIM funkcije oblika obi¢no daju slabiju to¢nost kod mehanike ¢vrstih tijela u odnosu na

PIM polinomnu funkciju oblika.
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- Neki parametri oblika moraju se pazljivo odrediti, jer mogu utjecati na tocnost i
performanse RPIM funkcije oblika u bez-mreznoj metodi.
- RPIM metoda je obi¢no i numericki zahtjevnija od polinomne PIM metode, jer su potrebni

dodatni ¢vorovi u lokalnom podrZzanom podrucju.

Svojstva RPIM funkcija oblika:

- RPIM funkcija oblika ima svojstva Kronecker delta funkcije. Kronecker delta funkcija je
funkcija dvije varijable. Ukoliko su varijable jednake Kronecer delta funkcija poprima
vrijednost 1, a ukoliko su varijable razli¢ite funkcija poprima vrijednost O:

sp=n)=l (21w a=e={y 12
Za trenutni ¢vor i RBF funkcija poprima vrijednost 1, dok za susjedni ¢vor j RBF funkcija
poprima vrijednost 0.

- RPIM funkcija oblika ima svojstvo jedini¢nog udjela (, partition of unit“). Matematicki,
jedini¢ni udio govori da je suma vrijednosti svih funkcija u bilo kojoj tocki topoloskog
prostora jednaka jedinici: Y. ; ¢; = 1. Sve RBF bazne funkcije zajedno u nekom ¢voru
¢ine jedini¢ni udio.

- RPIM funkcije oblika obi¢no imaju veci kontinuitet zbog visokog kontinuiteta radijalnih
baznih funkcija.

- RPIM funkcije s polinomnim izrazima niskog stupnja osiguravaju to¢nu aproksimaciju
linearnih polinoma. RBF funkcije ne mogu aproksimirati linearnu funkciju ako nisu
proSirene sa linearnim polinomnim dijelom.

- RPIM interpolacija i RBF interpolacija mogu se koristiti i kod parametrizacije geometrije

(poglavlje 2.3).

Uvrstavanjem RPIM aproksimacije u rjeSavanje problema mehanike ¢vrstih tijela aproksimiraju se
pomaci u elementu u”* ovisno o pomacima u ¢vorovima u pomocu interpolacijskih RPIM funkcija

®; kao:

n
ul = Z b, - Su; (2.63)
i

Sada iz jednadzbi (2.32) i (2.63) slijedi:
e=L-ult=L-®-u (2.64)

odnosno:
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Louh =L-®-6u (2.65)
Minimum ukupne potencijalne energije (2.41) uz (2.64) (analogno kao jednadzba (2.44)) glasi:
su” - [f, - ®)-(D-L-®)-do|-u=o6u [, (L-®)-f-dO+
K Fy

su' [ (L-®)"-fs-dl +6u’ -F

F

(2.66)

Supstitucijom, globalna sila koja se javlja u promatranoj domenije b = F,, + F; + F, te se dobiva

osnovna jednadzba RPIM aproksimacije pomaka (2.67):
K-u=F (2.67)

RPIM aproksimacija zove se jo$ i bezmrezna metoda.

Rubni uvjeti

Promatrajudi polje problema mogu se uociti ¢vorovi unutar konture i ¢vorovi na granicama. Dio
¢vorova na granicama konture imaju propisan iznos funkcija, a dio ima propisan iznos derivacije
funkcije. Ti propisani iznosi nazivaju se rubni uvjeti. Na dijelu konture gdje su propisani iznosi
funkcije kroz koje mora prolaziti aproksimacijska funkcija nazivaju se Dirichletove granice, dok su

Neumannove granice rubni uvjeti na kojima su zadane derivacije funkcija.
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2.7 Analiza osjetljivosti pri optimiranju

Kako je ranije opisano, optimiranjem se minimizira funkcija cilja (masa ili podatljivost) uz
ogranicenja ravnoteZe i ogranicenja geometrije.
Vecina metoda optimiranja koriste niz aproksimacija prvog reda — ,,First Order Approximation”
(FOA).
Vrijednosti neke opce funkcije f(x) moguce je izracunati razvojem u Taylorov red (2.68), pri ¢emu
se oko tocke x, moze odrediti ponasanje funkcije f(x). Taylorov red koristi derivacije funkcije i
glasi (1D):

FO) =fo+f -Dx+f" Ax?+ - (2.68)
Aproksimacija prvog reda bi znaci da se vrijednost aproksimirane funkcije rauna samo pomocu
prva dva ¢lana Taylorovog reda (linearizacija):

f)=fo+ [ Ax

Potrebna je derivacija funkcije cilja ili funkcije ogranicenja, ovisno o tome koja se funkcija f(x)

aproksimira.

Kako je ranije napomenuto, optimiranje oblika i topologije obuhvaéa simultano rjeSavanje dva
spregnuta polja: oblika domene i pomaka. Zato vrijedi u = u(X), odnosno veza ova dva polja

slijedi iz rjeSenja problema mehanike ¢vrstih tijela.

Analiza osjetljivosti se moZe rjesavati na tri nacina: numericki (konacne diferencije), analiticki i
semi-analiticki. Promatranjem ogranicenja ravnoteze, iz poglavlja o konacnim elementima, uocava
se da je osnovna jednadzba konacnih elemenata (2.46) eksplicitno uvedena kao ogranicenje.
min go(X) = go(X, u)
KX) -u=FX) (2.69)
gX,u)<o0, i=1,..,1
XeR™ : X" <X, <X j=1,.,n

Sada X = [X;] oznacava dizajn varijable — varijable optimiranja (u ovom tekstu dizajn varijable
oznacavaju varijable oblika i varijable topologije, dok x, y, z oznadavaju koordinate tocaka u
prostoru). U opéem slucaju varijable oblika X mogu biti i dimenzije.
Ovakvom formulacijom dobiva se veliki broj ograni¢enja, Sto je nepovoljno, te se takva formulacija
izbjegava ugnijezdenom (,,Nested”) formulacijom [65]. UgnijeZzdenom optimizacijskom metodom

zanemarit ée se eksplicitno izraZzeni uvjeti ravnoteze, ali ¢e se uvjeti implicitno uvesti u
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formulaciju, na nacin da se u svakoj iteraciji optimiranja (za svaki X) rijesi ravnoteza (2.69) te

dobiveno uvrsti u (2.70):
mxingO(X) = go(X, u(X))

gX,uXx)) <o, i=1,..,1

XER': XM <X <X j=1,..,n

(2.70)

K(X) - u(X) = F(X)
Funkcija cilja u ugnijeZzdenoj formulaciji ostaje ista (podatljivost, odnosno masa), kao i sva
ogranicenja osim ogranic¢enja ravnoteze. Ogranicenja ravnoteZe se racunaju iterativno za svaku
vrijednost varijabli optimiranja metodom konacnih elemenata, te se uvrstava u funkciju
minimuma. Iz ovakve formulacije proizlazi da ogranicenja ravnoteze nisu egzaktno zadovoljena,
nego priblizno, jer se u prethodnom koraku odreduju pomaci u(X) koji se fiksiraju i uvrstavaju u
formulaciju funkcije cilja i ogranicenja.
Sada ugnijezdeni algoritam izgleda kao:
1. Postaviti pocetna rjesenja X*=°
2. Za svaku vrijednost varijabli oblika X* izra¢unati su odgovarajuci pomaci u(X*) metodom
konacnih elemenata (2.46).
3. Zatrenutniiznos vektora varijabli oblika X* izra¢unati funkciju cilja g, i funkcije
ogranicenja §;, te njihove derivacije Vg,, VJ;.
4. Formulirati eksplicitnu konveksnu aproksimaciju ugnijezdenom formulacijom za trenutnu
varijablu oblika X*.
5. Izracunati nelinearnom metodom optimiranja varijablu oblika X**1za sljedeci korak

6. Vratiti se na korak 2.

Numeric¢ko odredivanje osjetljivosti:
Osjetljivost se moZe odrediti metodom konacnih diferencija za bilo koju funkciju cilja. Za neke

vrijednosti varijabli oblika (npr. distribuciju gustoc¢a) moze se izvesti konacna diferencija (2.71):

09:(X*) _ gi(X*+h-e;) — gi(X)

(2.71)
0X; h
e = [00 le ... 0] - jedini¢ni vektor varijable j koji daje prirast u zadanom smjeru.
j
Odredit ¢e se osjetljivost podatljivosti izrazom (2.72):
Go(X) = go(X, u(X)) = F"(X) - u(X) (2.72)
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Ako se promotri povrsina presjeka varijable j: X; = A;. lzracunat Ce se trenutna podatljivost
9o(X¥). Zatim je presjek A; povecan za korak h, te su metodom konaénih elemenata dobiveni
pomaci u(X* + h - e;) i podatljivost go(X* + h - e;). Tada jednadzba (2.71) daje osjetljivost.
Prevelika vrijednost koraka h daje veliku gresku aproksimacije, dok premala vrijednost akumulira
gresku (greska zaokruZzivanja), analogno kao i kod numerickog deriviranja, jer je postupak isti.

Mana konacnih diferencija je potreba izracuna funkcije g u nizu dodatnih tocaka.

Bolji pristup je direktni analiti¢ki postupak.

Lancano pravilo funkcija f; i f, za 1D problem glasi:
(i 'O =£"(£0) £'©, (2.73)
generalizirano za vise varijabli:

az(fl'fz) _ 0fi 62f2k n azfl afzkale
0x;0x; - 0f2(x)k 0x;0x; o 0f2(x)x0f2(x); Ox;0x;

Ako se primijeni lancana derivacija na jednadzbe (2.70) dobiva se:

09:(X) _ 09:(X, u(X)) , 9g:(X,u(X)) ou(X)

Nepoznati ¢lanovi u jednadzbi (2.74) % odreduju se pomodu jednadzZbe konacnih elemenata,
J
koja povezuje pomake i krutost:
KX) -u(X) = F(X) (2.75)
Deriviranjem jednadzbe (2.75) dobiva se:
JK(X) ou(X) OJF(X)
ox, WX TR =
odnosno:
ou(X) OJF(X) O0K(X)
K(X)- = — “u(X
@ =% = ox, ax, & (2.76)

J ] ]

pseudo opteretenje

Ju(X)

an

Iz izraza (2.76) se mozZe odrediti za sve varijable oblika (X;) opet metodom konacnih

elemenata, s tim da se javlja pseudo opterecenje (derivacija optereéenja), dok je matrica krutosti

uvijek ista.

Semi-analiti¢ki postupak nastaje kombinacijom jednadzbi (2.74) i (2.76):
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09:X) _ 09X, u(X))  09g:(X, u(X))

) -1
(2.77)
. 6F(X)_0K(X)‘ ¥
< ox, ax, ™ )>
Prethodna jednadzba (2.77) razdvaja se u dva sustava jednadzbi:
Agi(Xu) o (0gi(XuX)\ 578
K(X) — KX) 1= (T (2.78)
dgi(X) _dgiX,u(X)) 0dg:(X,uX)) 1
ox, ~ ox, ' au K&®
(2.79)
_ 6F(X)_6K(X)_ -
( ox, ax, ™ )>

Jednadzba (2.78) rijesi se za sva ograniCenja g; te se rezultat uvrsti u jednadzbu (2.79) n puta (za
svaku varijable oblika X;). Ovakav postupak je efikasniji kada je manji broj ogranicenja nego

varijabli, u ostalim slucajevima efikasniji je direktni pristup.

Jednadzba (2.76) predstavlja osjetljivost pomaka na varijable oblika.

Osjetljivost koristi za linearizaciju bilo koje funkcije, za Sto je potrebna derivacija funkcije.
Derivacija funkcije moZze se odrediti ili numericki (konacnim diferencijama) ili analiticki.
Ugnijezdena formulacija uvodi se samo kako bi izbjegli veliki broj ogranicenja.

Analiza osjetljivosti kod procesa topoloSkog optimiranja odreduje kolika je promjena funkcije cilja
u ovisnosti o promjeni pojedinih varijabli. Kad se funkcija cilja derivira po nekoj varijabli, tada se
vidi koliko je osjetljiva ta funkcija cilja za tu varijablu, te se osjetljivost definira kao gradijent

funkcije cilja.

Isti smjer koji pokazuje osjetljivost funkcije na varijablu oblika, pokazuje i kako najbrze i¢i prema
maksimumu funkcije, sto koristi kod gradijentnih postupaka optimiranja (Fletcher-Reeves ili

najbrzi spust).
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3. Topolosko optimiranje u mehanici cvrstih tijela

U prethodnim poglavljima o numeri¢kim metodama pri klasi¢(nom rjeSavanju problema mehanike
¢vrstih tijela oblik je zadan, te se odreduju naprezanja. Medutim pri optimiranju topologije u
mehanici ¢vrstih tijela postoji problem odredivanja dva nepoznata spregnuta polja: polje pomaka i
oblik, odnosno raspodjela materijala. Oblik se uzima kao varijabla pri optimiranju, te on kao takav
nije zadan. Pri optimiranju oblika i naprezanja, postoji potreba za znacajnijim promjenama
geometrije od same promjene velicine pojedinih parametara (topoloske promjene). Topologija je
povezanost elemenata nekog sustava. Topoloskim optimiranjem mijenja se struktura domene

(Slika 14).

A

p T AT — ™ P ‘,1:7v,ymmmmwmymw,“"r.

B N T

QWWMWWWWWWM&W’ k’x“m‘ ‘v. _ %,:.W;’ RN
‘ ‘“MMMMMMU : A

(a) (b) (c)

Slika 14 Prikaz topoloske promjene oblika

Topoloskim optimiranjem mijenja se raspodjela materijala po domeni (geometrija tijela), odnosno
mijenja se struktura domene obzirom na razli¢ite moguce kriterije (kao na primjer minimum
mase, minimum naprezanja, minimum podatljivosti, itd.).

Topolosko optimiranje u mehanici ¢vrstih tijela temelji se na principu minimuma potencijalne
energije, virtualnih radova elasti¢nih tijela u ravnotezi (2.31), za proizvoljni virtualni pomak (6u)
(unutarnje opterecenje) [5]. Ove jednadZbe dane su u poglavlju o virtualnim radovima 2.4,
odnosno principu minimuma energije 0.

U literaturi vezanoj uz topolosko optimiranje, uobicajena oznaka za virtualni pomak je v, za
virtualni rad unutarnjih sila a(u, v), a za virtualni rad vanjskog opterecenja oznaka [(v), dok se
matrica krutosti oznacava kao E. Ove velicine u ranijim poglavljima oznacavale su se drugacije
(tradicionalnim oznakama), te ¢e se u kontekstu topoloskog optimiranja i level set metode
prihvatiti nove oznake.

Jednadzba (2.34) moZe se zapisati i kao:
a(u,v) = J EX)-g(u) e(v)-dQ (3.1)
Q

X —varijable oblika (oznacava distribuciju materijala) i topologije,
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u — ravnotezno polje pomaka,

v — virtualno polje pomaka (kinematicki dopustivo).

Linearni oblik opterec¢enja (vanjska optereéenja) L(v), koji je jednak zbroju vanjskog opterecenja
f,, po jedinici volumena Q i vanjskog opterecenja f; po jedinici konture T (rad vanjskog

opterecenja (2.35)), moze se zapisati kao (3.2):

l(v)=f v-fs-dl"+f v-f, dQ (3.2)
r Q

S
Sada problem minimuma podatljivosti (odnosno maksimum krutosti) uz ograni¢enja dopustivih
virtualnih pomaka i dopustive raspodjele materijala krutosti E glasi (3.3):

mip 1)
E€E q

(3.3)

ag(w,v) =1(v), zasve veU, E € Ey,
Sto predstavlja slabu varijacijsku jednadzbu sa U pripadnih virtualnih (kinematskih dopustivih)
pomaka.
f» —vanjsko opterecenje koje djeluje na tijelo,
fs —sile koje djeluju narubu Iy, c T = 9Q
E .4 —skup mogucih (dopustivih) svojstava materijala,

indeks B predstavlja bilinearnu formu (3.1) koja je opisana u poglavlju 2.4.

Iz principa virtualnih radova slijedi da se ravnoteZno stanje pomaka dobiva minimiziranjem
bilinearne forme (sa dva polja pomaka — ravnotezno stanje pomaka i virtualno stanje pomaka
superponirano na ravnotezno stanje pomaka). Za ravnotezno stanje bilinearne forme trazi se

optimalna raspodjela materijala kako bi dobili maksimalnu krutost:

Jnax ( 1lrgli],rb{alg (wv) - l(V)}) (3.4)

Funkcija minimuma je podatljivost, gdje se trazi optimalna distribucija materijala koja ¢e

zadovoljiti ravnotezu. Ovakva formulacija naziva se ugnijezdena (,Nested”) formulacija (3.4).

Ako se domena podijeli na konacne elemente, formulacija minimuma podatljivosti poprima oblik:
s
K(Ee)u =f, E, € Eqq
u — pomak, f—vektor optereéenja, K — matrica krutosti, ovisna o svojstvu materijala E, u

elementu e. Za N broj elemenata:
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N
K= Ke(E)
e=1

K, — element globalne matrice krutosti.

Temeljne metode koje optimiraju oblik i topologiju su Bubble metoda, ESO (Evolutionary
structural optimization), SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization) i level set metoda
topoloskog optimiranja. U ovom radu detaljnije ¢e se opisati SIMP postupak i level set postupak

topoloskog optimiranja.

3.1 Klasicni postupak i SIMP postupak topoloskog optimiranja — uvjeti

optimuma

Topolosko optimiranje svodi se na optimiranje raspodjele materijala. Varijabla koja govori o
raspodjeli materijala je krutost materijala.
Elasti¢na svojstva materijala E;4; mogu poprimiti vrijednosti svojstava izotropnog materijala u

domeni Q™3 (ima materijala) i nulu (nema materijala).

1-da=v@QmY) <y, (3.5)

qmat
Tamo gdje je vrijednost 1 znaci da u tom dijelu ima materijala, a gdje je 0 — nema.

Svojstvo materijala pri topoloskom optimiranju zadaje se preko varijable gustoca (p). Medutim
varijabla optimiranja za gradijentne postupke mora biti kontinuirana (da bi bila derivabilna), te se
uvodi kaznena funkcija koja gustodu stavlja na potenciju p, gdje je p>1, ¢ime funkcija 0-1 prelazi u

kontinuiranu funkciju.
Eijia(X) = p(X)PEfy (3.6)
Mehanizam pP nepoZzeljne (kontinuirane) meduvrijednosti p izmedu 0i 1 ,gura“ prema
diskretnim 0i 1. pe[0,1] — ppe”{(l).
Na taj nacin materijal tijekom optimiranja lokalno slabi (odnosno jaca):
Eijiu(p=0)=0, Eiji(p=1)=Ejy
Ovakav nacin optimiranja gusto¢e materijala naziva se SIMP-model (Solid Isotropic Material with

Penalization).
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f p(X)-dQ <V, 0<pX)<1, X€eQ (3.7)
Q

SIMP interpolacijska shema je iterativha metoda. Dizajniranjem oblika (strukturno optimiranje)
ovisno o pomacima (dobiveni nekim od numeri¢kih metoda) poboljsavaju se varijable optimiranja
koje opisuju domenu u ovisnosti o funkciji cilja i ograni¢enjima. Funkcija cilja je minimum

virtualnog rada vanjskih sila (3.2):
nin L), (3.8)
uz ogranicenje uvjeta ravnoteze (3.9) i distribuciju svojstava materijala (3.10):

ag(w,v) =1(v), zasve VEU (3.9)

Eijiu(X) = p(X)pEl%-kl ) (3.10)

te uz uvjet ogranic¢enja volumena materijala:

f p(X)-dQ <V, 0<pmin<p<1 (3.11)
Q

Ako se primijeni Lagrangeova funkcija (poglavlje 2.2) na SIMP metodu optimiranja, iz prethodnih

izraza (3.8), (3.9), (3.10) i (3.11) dobiva se:

L= 1) - nlagwv) — W)} + 4y f p(X)dQ — V,

. (3.12)

T 2,(%) f (p(X) — 1)dQ + A5 (X) f (Dmin — p(X))dO2
Q Q

W- Lagrangeov multiplikator za jednakosna ogranicenja ravnoteze,

u - polje pomaka

v — polje virtualnih pomaka

A - Lagrangeov multiplikator za ne-jednakosna ograni¢enja uz ogranic¢enje volumena (4,) i
Lagrangeovi multiplikatori uz ogranicenja granicnih vrijednosti gustoce (1, i 13).

Prvi ¢lan jednadzbe (3.12) predstavlja funkciju cilja odnosno minimum virtualnog rada vanjskih sila
(3.8). Drugi ¢lan u jednadzbi (3.12) odnosi se na ogranicenje ravnoteze (3.9), treci ¢lan (3.12) je
ogranicenje volumena (3.11), dok se zadnja dva ¢lana jednadzbe (3.12) odnose na granicne
vrijednosti gustoce p.

Varijable pri topoloskom optimiranju SIMP metodom su karakteristike materijala svakog konac¢nog

elementa (gusto¢a materijala elemenata - p(X), odnosno krutost materijala).
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3.1.1 Osjetljivost procesa
Analiza osjetljivosti opisana je u poglavlju 2.7, gdje se definira osjetljivost kao promjena funkcije
cilja (podatljivost) po promjeni neke pojedinacne varijable. U slu¢aju SIMP topoloske metode
optimiranja, varijable za koje se ra¢una osjetljivost su gustoca pojedinih elemenata. Kako varijabli
optimiranja (gustoce pojedinih elemenata) ima jako mnogo (Large scale problem), a potrebno je

odrediti derivacije po svim varijablama optimiranja, osjetljivost se i teSko racuna.

3.1.2 Uskladivanje mreze i postojanje rjesenja
Tocnost optimiranja SIMP metodom ovisi o diskretizaciji kona¢nim elementima (zbog p(X)), a
metoda konacnih elemenata ima veéu tocnost povec¢anjem broja konacnih elemenata (vidi
poglavlje 2.6.1). Posljedica povecéanja broja konac¢nih elemenata je povecanje broja varijabli
optimiranja oblika. Povecanje broja konacnih elemenata pri SIMP topoloSkom optimiranju moze
dovesti do strukture sa mnoStvom tankih pojaseva materijala. To uzrokuje vrlo tanku mrezastu
strukturu, Sto nije cilj optimiranja. Stoga je potrebno uvesti ogranic¢enja koja ¢e sprijeciti pojavu
beskonacéno tankih pojasa strukture. Nepovoljna posljedica povecanja broja konacénih elemenata

je povecanje broja varijabli optimiranja oblika.

3.1.2.1 Kontrola opsega
Jedno od ogranicenja koje se moZze uvesti kako bi se izbjegla tanka mreZasta struktura je kontrola
opsega.
Kontrola opsega moZe se definirati kao suma duljina odnosno povrsina vanjskih i unutarnjih
rubova i kontura. Kontrola opsega moze se koristiti pri ograni¢enju broja rupa u promatranoj
domeni. Ovu karakteristiku mogudée je primijeniti i u 0-1 i u SIMP metodi topoloSkog optimiranja
za 2D i 3D probleme. Ogranicenje kontrole opsega u formi gornje granice totalne varijacije

gustoce definiramo kao (3.13):

() = [ Ivpllax <, (3.13)
RTL

Vp - je vrijednost koja govori da li je funkcija za trenutnu varijablu X na rubu. Tamo gdje je Vp
velik pojavljuju se nagle promjene iz ,,ima materijala“ u ,,nema materijala“.

Modul ||Vp|| uzima se jer je svejedno da li se radi o padu ili porastu funkcije (potrebno je samo
ustanoviti da li je rub ili nije).

JednadZba (3.13) integrira se da bi se zbrojile vrijednosti svih Vp, te na taj nacin dobio podatak o

duljini granica izmedu praznina i materijala.
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A A
V<

500004,
03000030
0000

o / o /
(@) (b)

Slika 15 Prikaz strukture sa jednom rupom (a) i sa velikim brojem rupa (b) u domeni

Slika 15 a prikazuje podrugje koje ima mali broj prijelaza (rubova), te u tom dijelu [||Vp|| ima
manju vrijednost, dok Slika 15 b ima puno prijelaza iz ima materijala u nema materijala te je

vrijednost varijable [||Vp]| veca.

Za dobru diskretizaciju gustoée konaénim elementima ogranic¢enje u 2D se moZe zapisati:
K
P=Zlk< ’p,%+ez—e) (3.14)

Pr — promjena gustoce preko ruba l. py je razlika gustoca dva susjedna elementa.

I, —duljina ruba elementa

K — broj elemenata
€ — parametar koji je mali i pozitivan, za € = 0, izraz postaje to¢no TV (p) od elementa pozitivnih

ogranicenja.

JednadZba (3.14) poprima veéu vrijednost Sto se broj skokova p;, povedéava. Ako izmedu pojedinih
elemenata nema promjene gustoce py, vrijednost P jednaka je nuli, a ako izmedu pojedinih

elemenata postoje promjene gustoce, odnosno p;, poprima neku vrijednost, P je pozitivan broj.

3.1.2.2 Metoda ograni¢avanja gradijenta
Tanku mreZastu strukturu kao ishod optimiranja topologije moguce je izbjeci i ogranicenjem
gradijenta gustoce. Ako domena ima jako gustu podjelu odnosno puno ¢vorova u kojima je zadana
gustoca p, gradijent gustoée imat ¢e velike vrijednosti na prijelazimaizmedup = 0ip = 1.
Moguce je uvesti ogranicenje da velike promjene gradijenta u poljima domene ne smiju biti blizu

jedna drugoj, ¢cime se izbjegava pojava tanke mrezaste strukture.

dp

— < | = 3.15
3|6 =12 (3) (3.15)
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Jednadzba (3.15) predstavlja ogranicenje brzine promjene gustoce, ¢ime se moZe odrediti prostor
izmedu domena sa materijalom i bez materijala. Problem kod ove formulacije je uvodenje puno

ogranicenja.

Moze se uvesti i da razmak promjena gustoce bude dovoljno velik, ¢ime se izbjegava beskonac¢no

tanka nit.
Postoje strategije pretrazivanja gdje se nalaze tocke sa velikim promjenama u gustoéi.

Druga metoda limitiranja vrlo tankih struktura je ,globalno gradijentno ogranicenje”, gdje se
uvodi ogranicenje:

2
llplly: = (f (p% + |IVpl1®)d Q> <M,
Q

Druge metode limitiranja pojave tanke mrezaste strukture temelje se na filtriranju promjene
gustoc¢e u domeni primjenom razli¢itih numerickih filtara. Metode limitiranja moguce je
promatrati kao sita koja propustaju velike promjene gustoce, a zadrzavaju blaZze promjene.

Numericki filtri nisu u fokusu ovog rada, te ih se nece detaljnije opisivati.
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4. Level set metoda

Problem optimiranja topologije oblika je sloZen jer istovremeno rjesava dva spregnuta polja
problema:
- polje pomaka

- geometriju (oblik) domene odnosno distribuciju materijala

Kako je ranije istaknuto, pri optimiranju je moguce definirati tri kategorije: definiranje dimenzija,
definiranje oblika i definiranje topologije.

Klasicno rjesavanje podrazumijevalo je posebno definiranje oblika i topologije, medutim pojavom
level set metode ove tri kategorije integrirale su se u jednu metodu rjesavanja.

Ako se govori o topoloskom optimiranju, zadatak je distribuirati odredenu koli¢inu materijala tako
da se optimira odziv (staticka nosivost ili dinamicki odziv po nekom spektru).

Level set je implicitna funkcija koja opisuje geometriju. Level set funkcija nalazi se u n+1 dimenziji
u odnosu na geometriju koju opisuje, te njene izo-linije definiraju geometriju. Ovim svojstvom
omoguceno je da level set funkcija opisuje i topoloske promjene geometrije pri optimiranju (moze
opisati promjenu kao Sto je stvaranje novih rupa u domeni), a pri tome nije potrebna nova
parametrizacija geometrije. Ovo svojstvo je veoma bitno jer se u suprotnom mijenja broj varijabli

optimiranja i njihova struktura sa promjenom topologije.

Slika 16 Op¢a implicitna funkcija @

Slika 16 prikazuje funkciju @ (level set funkciju) za 2D problem koja sjece pravokutnu domenu D.
Ako je pravokutna domena D na x-y ravnini, tada presjek funkcije ® i pravokutne domene D Cini
novu domenu Q € D sa otvorima na zadanoj pravokutnoj domeni D (Slika 17). Nulta izo-linija level

set funkcije ®(x,y) = 0 daje oblik konture 9 u x-y ravnini.
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Iy 89 by
o

'y

Slika 17 Prodor level set funkcijom @ u pravokutnu domenu D

Parametrizacija prostornog oblika funkcije ®(x) daje parametarski oblik funkcije po varijablama
oblika X. Ovdje x predstavlja varijable prostora, a X varijable oblika koje mogu biti oblik,
topologija, varijable stanja...

Ovim postupkom uocava se da je funkcija @ promijenila topologiju pravokutnika (dodala rupu).
Promjenom oblika ove funkcije moze se promijeniti oblik, veli¢ina i broj rupa, kao i oblik i
topologija cijelog modela. Promjena oblika numericki se razmatra kao dinamicki proces, te ovisi i o
pseudo-vremenu t.

U pravokutnoj domeni D postoje sljedeca stanja:

- stanje ,ima materijala“ (unutar) koji se definira kao ®(x,t) < 0 Vx € Q\dQ

- stanje ,nema materijala“ (izvan) koji se definira kao ®(x,t) > 0 Vx € D\Q  (4.1)

- granica®(x,t) =0 Vxe€aQND,

gdje su:

Q - podrucje sa materijalom

0() - granica podrucja Q

D — nepromjenjiva domena unutar koje se definira oblik i topologija promatranog podrucja €.

Dakle definira se funkcija ® u 3D, a oblik koji se Zeli dobiti je u 2D, odnosno u n-1 dimenziji. U

trenutku t funkcija toc¢aka izo linije @ je:
O(x,t) =0 (4.2)
Izraz (4.2) vrijedi za tocke izo linije, ali se kasnije prosiruje metodama , extension velocity”

(poglavlje 4.4) na sve tocke domene. Sve jednadzbe izvedene iz izraza (4.2) (kao na primjer

Hamilton-Jacobieva jednadzba (4.5)) vrijede samo za rub.
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Ako se svim tockama level set funkcije zada brzinav = %, dobit ¢e se promjena level set funkcije
u vremenu (4.3). Ova formulacija zapisuje se Hamilton-Jacobievom parcijalnom diferencijalnom
jednadibom [44] te diferenciranjem (4.2) ona glasi:

dD(x, t)

dx
sl 4.3
Py + Vo (x,t) P 0 (4.3)

Za potpunu definiciju jednadzbe (4.3) mora se definirati gradijent funkcije ®, koji za prostor

iznosi:
B <6<I> 0o a<I>>
~\ox’'ay’ az/)
Smjer poveéanja funkcije ¢ u zadanoj to¢ki x,, odnosno normala je:
- Vo
N=—- (4.4)
Vol
Hamilton-Jacobieva funkcija upravlja promjenom plohe u n+1 dimenziji:
0P(x, t dx
% = —Vd(x,t) pri —Vd(x,t) - v, (x, P), (4.5)

gdje je v, zadana normalna komponenta brzine v promjene level set funkcije u promatranoj tocki
konture [37]:

V@ dx Vo
=-Pr—=—" ———
[V@| dt Vove

v - Ce se odabrati razmatranjem minimuma potencijalne energije ¢ (nametanje ,vanjskog” polja

VU (4.6)

brzina).
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4.1 RjeSavanje Hamilton-Jacobieve jednadzbe metodom konacnih razlika

(klasi¢ni Upwinding postupak)

Ako se promatra 1D problem tada je derivacija funkcije ¢ metodom desne konacne razlike:

a_q) ¢1+1 d)l (47)
ax  Ax

Odnosno lijeve konacne razlike:
a_q) (I)l (I)l 1 (48)
ax  Ax

ovisno o tome da li se uzima lijevi ili desni segment funkcije. Kada se vrsi numericko deriviranje,

prethodno je potrebno uociti u kojem se smjeru kreée funkcija &, da bi izracun derivacije bio

tocniji. Brzina v, koja se zadaje svim tockama presjeka funkcije ¢ sa x-y ravninom, pomice

funkciju ¢ u vremenskom intervalu At u novi poloZaj. Ako je pomak funkcije ¢ u desno, koristi se

lijeva konacna razlika (4.8), a kad je pomak u lijevo, koristi se desna konacna razlika (4.7) [37].

Razli¢iti izracuni za lijevi i desni pomak funkcije uzimaju se zbog numericke stabilnosti Slika 18.
oA

$i1 o
¢i+1

. Ax . Ax | >
i-1 i i+1 X

Slika 18 Prikaz numerickog diferenciranja konacnim razlikama

Ako se funkcija ¢ u vremenu pomice u lijevu stranu, prethodni podatak je sa desne strane (¢;41),
te se taj podatak i koristi za proracun derivacije, jer ¢e dati tocniji rezultat (jednadzba (4.7)).
Analogno se za pomak funkcije ¢ u desno uzima vrijednost ¢;_; (jednadzba (4.8)) [37].

Centralna konacna razlika (4.9):

a_q) ~ ¢i+1 - q)i—l (4.9)
ox 2 Ax

se ne koristi zbog takoder lose stabilnosti.

Uvodenjem veli¢ine Ax izbjegava se dijeljenje sa nulom u jednadzbi normale (4.4).
Analogno ovim jednadZzbama definiraju se jednadzbe za prostor, pa je zakrivljenost u prostoru:
Vo
i
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Ako je k < 0, radi se o konkavnom podrucju. Za k > 0 podrucje je konveksno, a ako je k = 0 radi

se o ravnini. Zakrivljenost se moZze izracunati kao:

= (d))z(d)yy - Zq)xd)yq)xy + q)}zlq)xx + q))z‘;d)zz - Zd)xq)zq)xz + q)%q)xx + d)}z/q)zz - 2¢y¢z¢yz + ¢§¢yy)(

4.11)
|Ad[?
Stoga je potrebno definirati i drugu derivaciju funkcije ¢:
azq) ~ ¢i+1 - 2¢)1 + (I)i—l (412)
0x2 Ax?

- . - , 1 1 L . . .
Zakrivljenost k bi trebala biti u granicama e <k< o Ako je k izvan ovih granica uzima se

. 1..1 . e . - L
vrijednost — v ili 7, Ovisno koja je bliza izra¢unatoj. Zakrivljenost se treba uzimati sa oprezom

kada je funkcija ¢ nepravilna.

$<0
unutra

Slika 19 Prikaz konveksnog (k>0) i konkavnog (K <0) podrudja te unutarnjeq i vanjskog podrucja

Konacénim razlikama (4.8) moze se izracunati level set funkcija V®. Uvrstenjem tako izracunate

funkcije V& u Hamilton-Jacobievu jednadzbu (4.3) dobiva se izraz (4.13):

& + VPP (g>n =0 (4.13)
At dt

pri é&emu je promjena funkcije ¢: ¢+t = d(tP*1), atP*! =t + At.

Ovakav nacin rjeSavanja Hamilton-Jacobieve jednadzbe zove se Upwinding postupak. Numericka

stabilnost Upwinding postupka ovisi o koraku konacnih razlika (Courant-Friedreich-Lewy (CFL)

uvjet stabilnosti). Potrebno je uzeti takav vremenski korak At koji ¢e jamciti konvergenciju

diferencijalnih jednadzbi. CFL uvjet stabilnosti kaZze da numeri¢ka promjena brzine i—)t( mora biti

barem jednako brza kao fizicka promjena brzine to¢aka |v| — brzina promjene level set plohe

(4.14):

A Ax A max{|v|} B 414
t < m 4 t (T) =a ( . )

CFL parametar a je u granicama: 0 < a < 1.
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4.1.1 TeiZinske funkcije i definiranje podrucja
Iz ne-jednadzbi (4.1) definira se karakteristika unutarnje funkcije x- u unutarnjem podrucju Qi x+
u vanjskom podrucju D\2:

_,.v_ (1 akojep(x) <0,
X (x) = {0 ako je p(x) >0

(0 akoje¢(x) <0,
)(+(x)—{1 ako je p(x) >0

Odnosno definira se tezinska funkcija H koja govori o tome da li je promatrana tocka unutar ili
izvan podrucdja:

(1 akoje ¢p(x) <0,
H($() = {0 ako je ¢p(x) > 0,

gdieje x*(x) = 1 — H(¢(x)) a x~(x) = H(¢(x)). lzvan podrugja definiranosti tefinska funkcija
je jednaka nuli, a unutar podrucja jednaka je jedinici.

Volumni integral neke funkcije f preko cijelog unutarnjeg podrucja 2 definiran je kao:

f f )y (x)dx (4.15)
D

Integral je nad cijelim podruéjem D, ali funkcija Y~ ne uzima u obzir podrucje D\{2. U ovu

definiciju moZe se dodati 1D teZinska funkcija, te izraz (4.15) zapisati kao:

f fFOH(¢(x))dx (4.16)
D

Sto predstavlja integral po unutarnjem podrudju, a integral po vanjskom podrudju je:

f fo0) (1-H(p@)) dx (4.17)
D

Po definiciji usmjerena derivacija tezinske funkcije H je Diracova delta funkcija [37] iz lanCanog

pravila (2.73) i normale (4.4):

R — v
5(x) = VH(¢p(x)) - N = H'(¢(x))Vp(x) '%ﬁgl =8(¢p()) - Vo],  (4.18)
H'($)

gdje je Diracova funkcija u 1D: §(¢p) = H'(¢), a x vise-dimenzijska varijabla. Funkcija §(x) je
skalarna veli¢ina koja ima iznos samo na granici d(). Vektor normale N uzima se jer skalarni
produkt vektora gradijenta tezZinske funkcije H i normale N iznosi nula u cijelom podrucju osim na
granici, i umnoZzak je skalarna veli¢ina. Pomicanjem granice Diracova funkcija ima iznos samo u
smjeru normale, dok u tangencijalnom smjeru njen iznos treba biti jednak nuli.

Povrsinski integral funkcije f je u cijelom podrucju D. Funkcija § ima iznos samo na granici dQ, au

ostalim dijelovima domene iznosi 0 [37]:
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. F00 8- dx= | f@5(p0)- Woldx (4.19)

Obic¢no se volumni integral rjeSava podjelom unutarnjeg podrucja [2,a integral po granicama
podjelom granice d) na manje dijelove.

Ako se promatra povrsinski integral (4.19), potrebno je izraunati §(¢). Buducida je §(¢p) = 0
gotovo svugdje, osim na granici d(1 (za ¢ = 0), bilo koja standardna numericka aproksimacija
temeljena na uzorkovanju neée dati dobru aproksimaciju integrala. Zato se koristi aproksimacija

&(¢) sa razlivenosti funkcije prvog reda. Prvo se definira tezinska funkcija razlivene funkcije [37]:

(1 ¢ < —€g
_JjJr ¢ 1w
H(¢)—{Z+E+%sm(?) —€; < P < e, (4.20)
0 €g < ¢

gdje je €, parametar koji odreduje Sirinu podruéja numericke razlivenosti. Obicno jee, = 1.5
Ax, gdje Ax predstavlje promjenu varijable x.

Slika 20 prikazuje razlivenu funkciju:

f f

o - o
o -

X X

Slika 20 Prikaz razlivenosti funkcije

Sada se definira i delta funkcija kao derivacija teZinske funkcije:

0 ¢ < —€g,
1 1 g

8(¢p) = E + ECOS (—a) —€; <P < €y, (4.21)
0 €c < ¢,

Konacne razlike koje su navedene (4.7), (4.8), (4.9) i vremenska shema koracanja (npr. Eulerova),
koriste se za rjeSavanje Hamilton-Jacobieve diferencijalne jednadzbe (4.3). Ovakav postupak
rjeSavanja naziva se klasi¢ni upwinding postupak (4.13). Postupak zahtjeva odgovarajuci izbor
upwinding sheme, brzine promjene i reinicijalizaciju algoritma, Sto moZe ograniciti koristenje level

set metode pri minimiziranju potencijala (poglavlje 0).

Optimiranjem se minimizira podatljivost uz ograni¢enja volumena te se primjenjuje osjetljivost
funkcije kako bi rijesili optimizacijski problem. Model je Hamilton — Jacobieva jednadzba sa
analizom osjetljivosti oblika. H-J jednadzba klasi¢no se rjeSava metodom konacnih diferencija

(Upwinding metodom).
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RjeSavanjem jednadzbe (4.5) u Eulerovoj podjeli prostora (Slika 22) koristeéi konacne diferencije
(konvencionalna level set metoda) dolazi do poteskoca:
- ogranicenje vremenskog koraka pri vremenskoj integraciji eksplicitne jednadzbe (CFL
uvjet),
- reinicijalizacija mreze konacnih elemenata za novu geometriju i distribuciju materijala,
- potreba za prosirenjem brzine (,,velocity extension”) na cijelu domenu D ili u uskom
rasponu,
- potreba guste mreze konacnih elemenata za postizanje bolje to¢nosti, Sto ima za
posljedicu veliki broj to¢aka opisa u diskretnom problemu,

- nemogucénost otvaranja novih rupa pri optimiranju.

Implicitno rjeSavanje temelji se na algoritmu koji derivira funkcije osjetljivosti u parametarskom

prostoru.

Kod upwinding sheme kod Eulerovog pristupa transportna jednadzba (4.5) rjeSava se metodom
konacnih elemenata(poglavlje 2.6.1) na fiksnoj mrezi. Mreza konacnih elemenata mora biti jako
gusta kako bi se parcijalne derivacije dobile dovoljno to€no, sto ima za posljedicu poveéavanja

numericke greske.

Alternativni pristup Upwinding postupka je parametrizacija funkcije ¢, gdje se umjesto vremenske
sheme koracanja na diskretnoj mrezi tocaka (upwinding sheme) uvodi normalna komponenta

brzine promjene level set funkcije v, koja je navedena u poglavlju 4.4 jednadzbama (4.41) i (4.42)
[47]. Metodom prosirenog polja brzina (extension velocity) odreduje se priblizno raspodijela brzina

u cijeloj domeni iz poznate (dobivene) raspodijele brzina uz granice domene.
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4.2 RjeSavanje Hamilton-Jacobieve jednadzbe primjenom parametrizacije

level set funkcije ®

Ukoliko se provede parametrizacija implicitnog modela, Hamilton-Jacobieva parcijalna
diferencijalna jednadzba ¢e postati sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi, koje olaksSavaju
matematicki izracun.

Parametrizaciju funkcije @ mogude je izvesti svim interpolacijskim ili aproksimacijskim metodama,
kao sto su Nurbs, Bezier, B-spline i druge plohe koje opisuju geometriju.

RBF aproksimacija daje invertibilnu matricu uslijed ¢ega je osigurana konvergencija. Jos jedna
prednost koristenja RBF metode je mogucnost stvaranja novih rupa pri procesu optimiranja (eng.
nucleation), sto nije bilo moguce koristenjem upwinding postupka [40].

Pri topoloSkom optimiranju level set metodom, pomicanje granice konture u smjeru najbrzeg
spusta je ekvivalentno promjeni implicitne funkcije ®(x, t) rjeSavanjem Hamilton-Jacobieve
diferencijalne jednadzbe (4.5).

Inicijalnu parametrizaciju funkcije ® moguce je provesti RBF metodom sa polinomnim dodatkom.
Bit RBF interpolacije sa polinomnim dodatkom leZi u odredivanju koeficijenata RBF-a i
koeficijenata polinoma. Ovi koeficijenti se sada nazivaju ekspanzijski koeficijenti, jer ¢e upravo oni
govoriti o promjeni oblika level set funkcije.

Dva su pristupa rjesavanja level set funkcije:

- Konacne diferencije — u Eulerovoj mrezi rade se konacne razlike prema (4.7), te se dobiju
algebarske jednadzbe na bazi vrijednosti ® ¢vorova (mreza ¢vorova — diskretni pristup).
Problem ovakvog pristupa je da se moraju koristiti interpolacijske funkcije oblika niskog
reda, kako bi se izbjegle oscilacije. Zahtjeva se jako gusta mreZa, odnosno mali vremenski
korak, te je i raCunalno zahtjevniji pristup. Zbog toga se ide na pristup bez konacnih
diferencija.

- Parametarsko optimiranje funkcije, koja ¢e se opisati detaljnije u poglavlju 4.3

Polje problema
Ako se promatra oblik koji je dobiven putem izo-linije level set plohe (Slika 17), pojavit ¢e se
pitanje podjele promatranog polja problema. Tijek optimiranja moZe dati bitno razlicite oblike

(Slika 21).

Doktorska disertacija — Igor Pehnec

61



Level set metoda

\ S

A
7
7z
7
o
2

7
N

~
cscsssscceeee

AN :

Z
ZZ
Z/

7
Z
Z

Yy
Slika 21 Proces optimiranja. Isprekidana linija - poCetno stanje, puna linija - stanje u procesu

optimiranja

Kako se kontinuum sastoji od velikog broja Cestica, za opis gibanja kontinuuma potreban je veliki
broj jednadzbi oblika X; = X;(t). Stoga je potrebno oznaciti svaku Cesticu. Uvodenjem
materijalnih koordinata pri ¢emu je svaka Cestica oznacena trima koordinatama koje zauzima u
prostoru (xq,x,,Xx3) u nekom trenutku (t) dobivaju se prostorne koordinate: X; = X; (x4, x5, X3, t).
Koordinate Cestica nazivaju se materijalne koordinate (x; = x;(t))-

Problem se moZe razmatrati Eulerovim ili Lagrangeovim opisom gibanja. Kod prostornog
(Eulerovog) pristupa, formira se fiksna Eulerova mreza u promatranoj domeni. Prostorni pristup
opisuje promjene fizikalnih veli¢ina kako ih vidi nepomicéni promatrac vezan za neki globalni
koordinatni sustav. Sada je izraz za brzinu v = v(Xy, X,, X3, t).

Za svaku tocku Eulerove mreze moze se dobiti vrijednost level set funkcije. Medutim, vrijednosti

funkcije mogu se dobiti samo za tocke iznad ¢vorova Eulerove mreze (Slika 22):

0]

Slika 22 Prikaz level set funkcije nad Eulerovom mreZom

Ovakva raspodjela tocaka pogodna je za rjeSavanje problema u mehanici fluida.

Ako se funkciju promatra preko materijalnog (Lagrangeovog) pristupa na polje problema, gleda se

pomak ¢vora level set funkcije u po¢etnom i sljede¢em koraku v; = v;(x4, x5, x3), (Slika 23):
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Slika 23 Promjena level set funkcije u vremenu Lagrangeovim pogledom na polje problema

Lagrangeov pristup opisuje promjene kako ih vidi promatrac vezan za Cesticu. Ovakvim pristupom
moZze se znatno smanijiti broj ¢vorova. Materijalni opis gibanja uglavnom se koristi u mehanici
¢vrstih deformabilnih tijela. Koje polje ¢e se odabrati ovisi o odabiru metoda optimiranja
podrudja.
Deriviranjem pomaka Cestice dobiva se brzina Cestice. 1z definicije pomaka (2.4) kao funkcije
materijalnih koordinata dobiva se:

du;
T dr
Kod Eulerovog pristupa sve su Cestice, pa tako i brzina, funkcije prostornih koordinata:

X; = x; + u;(xq, x5, x3,£), =

v = vi(X1, X2, X3, 1)
Ako je fizikalna veli¢ina zadana preko prostornih koordinata (Eulerov pristup), tada se koristi

lancano pravilo koje daje brzinu kao derivaciju pomaka preko dva ¢lana:

du Ju OJu dX;
vV==—=——4— —
dt odt 0X; dt

du/dt — lokalni dio derivacije

du/dX; - dX;/dt —konvektivni dio derivacije

Sada se uocava da je level set funkcija povezana sa Eulerovim zapisom, jer u svojoj jednadzbi ima
konvektivni ¢lan.

Pri promjeni level set funkcije ne dobivaju se ¢vorovi to¢no na presjeku level set funkcije sa

ravninom x-y, Sto dovodi do zahtjeva jako guste podjele te je numericki prezahtjevno.

4.3 Jednadzba gibanja level set funkcije i proces optimiranja

Parametarskim optimiranjem level set funkcije vrsi se separacija prostora i vremena. Prostorni
aspekt @ se interpolira (RBF ili B-plohama), a nakon toga se promjene funkcije rjeSavaju
vremenskim korac¢nim shemama u kvazi vremenskoj domeni. Ova metoda optimira parametre

(vrijednosti u ¢vorovima) kojim se opisuje level set ploha.
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Hamilton-Jacobijeva parcijalna diferencijalna jednadzba (4.5) pocinje od nekog poznatog oblika

level set plohe @ (x, t) uz neku danu brzinu v, (4.6):

0d(x, t)
dat
Kako je Hamilton — Jacobieva jednadzba (4.3) vremenski ovisna u implicitnoj jednadzbi RBF ili B-

+vp|VO[ =0, @(x,0) = Py(x),

plohe level set funkcije ®(x, t) pretpostavit ¢e se da je poloZaj ¢vorova u prostoru nepromjenjiv a
prostor i vrijeme odvojeni parametri, odnosno izvrsit ée se separacija prostora i vremena.
Implicitna funkcija @ je vremenski ovisna uslijed ekspanzijskog vektora koeficijenata RBF
interpolacije (ag to su vrijednosti u ¢vorovima RBF) ili évorova B-ploha (P,), koji ovise samo o
vremenu. Inicijalno pocetno rjeSenje dobiva se RBF metodom, a kasnija rjeSenja se odredu;j
rjeSavanjem parametriziranog oblika RBF Hamilton-Jacobieve jednadzbe.

Sa ovom pretpostavkom RBF (2.61), odnosno B-spline (2.19) za n RBF funkcije ili kontrolnih

¢vorova B-plohe interpolacija implicitne funkcije postaje:

> n
b= z ¢;-ay = (I)T(X) ~ay(t),odnosno ® = Z ¢, Py,
i i (4.22)
= ¢ (x) - Po(0),
U svakom koraku ciklusa optimiranja postuje se H-J diferencijalna jednadZba, a mijenja se vanjski

zadani vektor brzine v = % kojeg se odreduje iz uvjeta minimuma funkcije cilja, kako bi H-J

jednadzba vrsila optimiranje oblika domene. Vektor brzine prikazuje promjenu granice u kvazi-
vremenu na nacin da se mijenja oblik prema optimumu, $to se mozZe svesti na metodu najbrzeg
spusta, pri ¢emu je brzina v vektor smjera promjene.

Ovako definiranim optimiranjem mijenja se osim dimenzije i topologija polja problema. Promjena
oblika funkcije Ciji presjek opisuje polje problema moZe dati i drugu topologiju polja problema.
Sada se topologija javlja kao posljedica optimiranja funkcije cilja, a ne kao zadana funkcija.
Varijable optimiranja X su vrijednosti u ¢vorovima RBF-a (,,iznad”“ promatrane domene), odnosno
ako se optimira 2D polje problema (x,y) tada su varijable optimiranja ,,iznad“ ove domene (z-
vrijednosti u RBF ili B-spline ¢vorovima).

Za modeliranje level set ploha ¢esto se koriste i RBF funkcije, NURBS-funkcije, B-spline i druge
aproksimacijske funkcije. Aproksimacija RBF-om izvodi se jednadZzbom (2.61), gdje je umjesto
aproksimiranog pomaka u(x) sada nasa level set ploha ®(x, t), dok su fiksni &vorovi RBF-a U
sada koeficijenti a,(t) ovisni o vremenu.

Funkcija @ ovisi samo o prostoru. Razdvajanjem vremenskih i prostorno ovisnih varijabli, iz
Hamilton — Jacobieve parcijalne diferencijalne jednadzbe (4.3) i jednadzbe RBF interpolacije (4.22)

, dobiva se sustav raspregnutih obi¢nih diferencijalnih jednadzbi, jer su sada koeficijenti a,(t)
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iznosi u pojedinim ¢vorovima i neovisni su jedni od drugih [47] i [40]. Dobivene jednadzbe vrijede

samo za tocke konture, uslijed jednadzbe (4.2):

" (x) % + v, |(Vep(x)Tay(t)| =0 (4.23)
gdje je:
0 0 0
V=22 1450 Pk,
1
0 T 2 0 T 2 F T 272
(V) ao| = [(%ao) + (%ao> + <%ao> ] (4.24)

Za gradijentni postupak potrebno je pocetno rjesenje problema, a ukoliko se optimiranje vrsi
genetskim algoritmima, generirali bi plohu slucajno.

Funkcija V¢ RBF interpolacijom uz polinomne ¢lanove pomoc¢u RBF (jednadzbe (2.48), (2.49),
(2.50), (2.51), (2.52)) i polinomnih funkcija (dobivenih iz Pascalovog trokuta — Slika 13) zapisat ¢e

se kao [47]:
¢=[R(x)  Ry(x) 1 x y z|T eRM+HxX1 (4.25)

odnosno derivirano:

dp  [0R, oR, 1"

_ ... = c R(n+4)><1

ox lox ox 0 10 0_

_ T

a_¢ — & aﬁ 0 0 1 O € R(n+4)><1

dy Lay dy ]

¢ [0R; oR,, 1"

—_ | — e - (= R(TL+4)X1

0z | oz 0z 000 1_

Parcijalna derivacija po x-u multikvadratnog RBF (2.49) iznosi:

oR; _
L =291 (7 + (o d)?)’ Li=1,..,n (4.26)

Analogno se moZe izvestiza y iz - os.
Koeficijenti @, daju shemu koracanja (kako se ploha mijenja u vremenu), i vezani su uz ¢vorove
RBF-a.

Deriviraju li se dodatni uvjeti ortogonalnosti (2.57) dobivaju se izrazi (4.27):

n n n n
D a® =0, Y au®xi=0, ) du®yi=0, ) ap®z=0 (427)
i=1 i=1 i=1

i=1
Ako se formulira problem preko RBF funkcija, mogudée je zabraniti nastajanje rupa, tako da se ne
dopustaju promjene koeficijenata RBF-a na onim ¢vorovima koji nisu na rubu. Drugim rije¢ima

samo rubni ¢vorovi su pusteni da se mijenjaju u vremenu, a ostali su zamrznuti. U tom se slucaju
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samo vanjska kontura moZe mijenjati. Ako se oslobode svi koeficijenti ay da se mijenjaju tada
algoritam sam mijenjajudi funkciju ® moze dodavati, spajati ili popunjavati prazna mjesta u
promatranoj domeni ovisno o procesu optimiranja. Takoder je moguée odabrati koeficijente a,
nepromjenjivim na proizvoljnim zonama, te se na taj nacin mozZe interpolirati oblik koji ima neku
rupu kroz koju ¢e proci na primjer vratilo ili slicno.

Sada je parcijalna diferencijalna jednadzba Hamilton — Jacobi (4.23) u prostornoj i vremenskoj
domeni, uz rubne uvjete (4.27) i kolokacijsku metodu (aproksimacijska metoda uz zadovoljenje
rubnih uvjeta i diferencijalne jednadzbe u svim kolokacijskim ¢vorovima) svedena na sustav
obic¢nih diferencijalnih jednadzbi i glasi [37]:

da
—24 B(ay) =0, (4.28)

G
dt

gdje je:
Vg (x)| (VT (x1))aq|]

22 ()| (V97 ()t
0

B(a,) = g€ RIN+Hx1 (4.29)

0

0
i 0 |

Kolokacijska matrica G je invertibilna i izvedena je zbog ogranic¢enja (4.27), a prikazana je u
poglavlju 2.6.2.1. Diferencijalna jednadzba (4.28) je rjesiva i ne-singularna te ona daje koeficijente
RBF-a ovisne o vremenu ay(t) (parametrizacija u prostoru).

vE - oznacava normalnu komponentu brzine prosirenu na ¢itavo podrucje D (extension velocity)
RjeSavanjem ovog sustava raspregnutih obicnih diferencijalnih jednadzbi dobivaju se brzine i
promjene vrijednosti svih ¢vorova pri optimiranju, Sto predstavlja micanje level set funkcije.
Koristedi Eulerovu metodu, aproksimativno rjeSenje Hamilton — Jacobieve jednadzbe (4.28) moze

se racunati kao:

a,(t" ) = a,(t") — TG‘lB(ao (t")), (4.30)
gdje je T velic¢ina vremenskog koraka.
Ovim se definira promjena level set plohe, odnosno geometrija za neki dani v,,. Medutim, cilj je

optimirati nekakvu konstrukciju obzirom na zadane kriterije (minimalna masa, uz zadrZavanje

nosivosti i cvrstoce), koje ¢e se ugraditi u brzinu micanja level set plohe v,,.
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4.4  lzvrsnost i funkcija cilja level set plohe

Pri procesu optimiranja potrebno je definirati funkciju cilja, ograni¢enja i kriterije pri odlucivanju.
Obicno se za funkciju cilja uzima minimum potencijalne energije (minimum unutrasnje energije)
(2.34). Fizikalni dogadaji koji se deSavaju u podrucju nastalom od level set plohe rjeSavaju se
numeri¢kim metodama opisanim u poglavlju 2.6.

Promatrano podrucje (polje problema) potrebno je podijeliti na manja podrucja kako bi dobili sto
tocniju aproksimaciju.

Kod rjeSavanja problema polja konacnim elementima pri promjeni oblika domene javlja se
problem promjene mreze konacnih elemenata u sljedecoj iteraciji (Slika 21), uslijed ¢ega se javlja
potreba za ponovnim kreiranjem mreze konacnih elemenata (ponovna parametrizacija
geometrije). Ponovno kreiranje mreze konacnih elemenata se moze izbjeéi koristenjem bez-

mreznih metoda (RBF) ili postupkom zamjenskog materijala kako je opisano u poglavlju 2.6.1.1.

Prilikom definiranja problema optimiranja, problem je moguée formulirati kao:

- Minimum mase uz zadovoljenje ogranicenja dopustenog naprezanja (o4,p)

- Minimum podatljivosti (neotpornosti konstrukcije) uz zadovoljenje nekog zadanog

volumena.

Jedna od metoda rjesSavanja polja problema je prethodno opisana SIMP metoda (poglavlje 3) koja
mijenja gusto¢u materijala u ovisnosti o podacima koji se dobiju numerickim metodama (pomaci i
deformacije), te na taj nacin stvara optimalni oblik. Odnosno, na mjestima gdje su deformacije
vece, gustoca materijala se povecava. Na mjestima gdje nema deformacije, materijal postupno

nestaje (Slika 24).

NNRRNNNAN]
l

Slika 24 Prikaz podjele podrucja na elemente (Cvorovi unutar rupa su od mekseg materijala)

Funkcija koja se minimizira je podatljivost, odnosno energija, i u jednadzbi (4.31) je oznacena sa

F(u):
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J(u, ®) = fD F(wH(®)dQ (4.31)

Ogranicenja koja se zadaju (ograni¢enje volumena ili ograni¢enje naprezanja) potrebna su jer bi
pri optimiranju domena sa materijalom rasla, iz razloga $to je u tom sluc¢aju podatljivost najmanja,
odnosno krutost najveca. Odabrat ¢e se ograni¢enje volumena g(u) koje je integralna veli¢ina, pa
je zbog toga i pogodnija za proracun od ograni¢enja naprezanja Ciji su izrazi slozeniji.

Ogranicenja pri optimiranju polja problema, opisanog level set funkcijom, zapisuju se kao:
G(u, ) =f gWH(@)dQ =0 (4.32)
D

Principom minimuma potencijalne energije zadovoljava se uvjet ravnoteZe (poglavlje 0). Funkcija
@ je trenutna level set funkcija, za Cije se nul izo plohe dobiva kontura promatrane geometrije.
Funkcija H(®) govori u kojem podrudju se nalazi materijal za trenutnu promatranu geometriju, a
koji dijelovi domene su prazni (bez materijala), Sto je i opisano u poglavlju 4.1.1.
Dakle funkcija cilja kod optimiranja level set plohe je minimum unutarnje potencijalne energije
(2.34) uz zadovoljavanje uvjeta ravnoteZe i volumena materijala koji je dodijeljen algoritmu na
raspolaganje [47], [39]:
Minimizirati a(u,v,®) = f %(s(u))TDe(v) H(®P)dQ (4.33)
D F=aum=1v)
uz ogranicenje volumena: G(®) =V(®d)—{V,, odnosno
(4.34)
G(D) = fD H(®)dQ — {V,,
¢ — je parametar koji osigurava dio volumena koji se Zeli ostaviti (koliko od pocetne domene
ostaje materijala).
a(u, v, ®) - ukupni unutarnji virtualni rad (2.34).
H (®) - step funkcija koja govori o postojanju materijala u promatranom podrudju (poglavlje
4.1.1).
JednadZba stanja napisana je kao jednakost slabe dualne formulacije a(u, v, ®) i linearnog
opterecenja l(v, @) (4.33) i predstavlja ogranicenje u level set metodi:
a(u,v,®) = (v, P)
Linearno opterecenje predstavlja rad vanjskog optereéenja (2.35) iz poglavlja 3 i sada se moze

zapisati kao:

l(v,CI))zf fv-v-H(CID)dQ+f fs v 85(P)|VD|dQ (4.35)
Q Q
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f —sile koje djeluju na tijelo (vidi poglavlje 3)

f s —sile na granicama

u — ravnotezno polje pomaka

v —virtualno kinematsko dopustivo polje

6 (®) — parcijalna derivacija tezinske funkcije H(®), odnosno Diracova funkcije.

Ako se formira Lagrangeova funkcija, dobit ¢e se jednadzba (4.36):

L(u, ®,1) =J(u,®) + 1G(P), (4.36)
gdje je A Lagrangeov mnozitelj, pomocu kojeg se osigurava dopustivi minimum.
Uvrstenjem jednadzbi (4.33) i (4.34) u (4.36), dobiva se sloZena Lagrangeova funkcija kao i u

poglavlju 3.1 — jednadzba (3.12), ovisnu jos i o level set funkciji ®:

min:  L(u,® 1) = 1 f (e(w)) De()H(P)dQ + A[H(P)dQ — (V] (4.37)
D) 2Jp

Ako se promotri jednadzba (4.37), uoceno je da se radi o jednadzbi potencijalne energije. Kako
rubne sile djeluju samo na rubovima, deriviranjem step funkcije H dobiva se Diracova funkcija.
Ovakva formulacija (4.37) ekvivalentna je jednadzbi virtualnog rada (bilinearnoj jednadzbi gdje

postoje dva polja: ravnotezno polje u i virtualno polje koje je superponirano na ravnotezno).

Za razliku od klasi¢nih problema minimiziranja, gdje je zadana geometrija te se minimizira
energija, ovdje postoji dodatni problem jer oblik nije definiran. Da se volumen ne bi sveo na nulu
u procesu optimiranja, sukcesivno se smanjuje kolicina materijala koji se daje algoritmu da ga
redistribuira, te se preko Lagrangeovog multiplikatora zadaje volumno ogranicenje (4.37).
Minimizira se potencijalna energija (/) za trenutni oblik, tako da se o€uva zadovoljenost uvjeta

ravnoteZe i volumena koji je dodijeljen algoritmu na raspolaganje.

U ovom radu promotrit ¢e se dva pristupa optimiranja level set plohe:
- Optimiranje genetskim algoritmom varirat ¢e se parametri RBF-a (a,) ili kontrolne tocke
B-plohe (P,) kako bi se nasao minimum sloZene Lagrangeove funkcije (4.37).
- Optimiranje gradijentnim metodama koje zahtjeva izracun vektora najbrZeg spusta,

deriviranjem jednadzbe (4.37).

Promjena funkcije po parametru kojeg se mijenja naziva se derivacija. lzvod klasi¢ne derivacije

dobiva se permutacijom, odnosno variranjem varijable (x):
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x+Ax) — f(x
lim <f( =2kl )) 0.39)
Ax—0 X
Derivacija pokazuje promjenu (osjetljivost) funkcije u ovisnosti o odredenom parametru.
Derivacija oblika se sli¢no izvodi, samo se promatra promjena funkcije za promjenu konture
domene (permutacija granica):
'+dr)—-f(T
@ (f( dr)‘ f )> (4.39)
dr-o0

Derivacija oblika je osjetljivost funkcije (f) na oblik odnosno promjenu granice. Ona moze
pokazivati koliko je podatljivost osjetljiva na promjenu oblika.
Nas zanima smjer maksimalne promjene gradijenta (derivacija oblika), jer u smjeru suprotnom od

gradijenta funkcija cilja najbrze ide prema minimumu brzinom v,, jednadzba (4.42).

Allaire i suradnici [48] su izveli brzinu pomicanja level set funkcije ovisno o funkciji cilja i
ograniéenja, perturbacijama granice dopustive domene (). Dobija se derivacija oblika funkcije cilja

L(u, ®, 1) (4.37):
dL
== fﬂ (A — e"De)S(D)|VD|v,dQ, (4.40)

gdje je t — kvazi vrijeme, a v, normalna komponenta kvazi brzine. Jednadzba (4.40) moze se

pojednostavniti [39], [66] i prikazati kao krivuljni integral po granici 9Q.:

dL
—=| (A-¢€"De)v,dr (4.41)
dt 20

Iz jednadzbe(4.41), slijedi brzina (4.6) koja govori gdje je smjer najbrze promjene slozene

Lagrangeove funkcije (4.37):

v, =& De—2A (4.42)
Jednadzba normalne komponente brzine (4.42) vrijedi za tocke konture dQ) gdje je ®(x,t) = 0.
Normalna komponenta brzine rjeSava se konacnim elementima u ugnijeZzdenoj formulaciji za
prethodno stanje pomaka uz Lagrangeov mnotZitelj A. Lagrangeov multiplikator ¢esto se ne moze
odrediti u jednoj iteraciji, te je potrebno dodatno iteriranje postupka, sto dodatno komplicira
izracun.
Uvrstenjem jednadzbe (4.42) u Hamilton-Jacobievu jednadzbu (4.5) dobiva se promjena level set
plohe u pseudo vremenu, za v, koji sada predstavlja smjer najbrzeg spusta za minimizaciju

potencijalne energije:
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% = —Vd(x,t) - (eTDe - 1), (4.43)

gdje je t kvazi-vrijeme, a v,, normalna komponenta kvazi-brzine.

Derivacija u trenutnoj tocki konture d{) odreduje smjer najbrzeg spusta pri trazenju minimuma
funkcije. Vektor koji najbrze smanjuje Lagrangeovu funkciju je upravo —VL, Sto proizlazi iz
Taylorovog reda i iz Kuhn-Tuckerovih (KT) uvjeta ekstrema [55].

U jednadZbi (4.42) uo¢avamo da brzina pomicanja level set funkcije odnosno smjer v,, ovisi o polju
deformacija €. Stoga je u svakoj iteraciji optimiranja potrebno i izracunati polje deformacija za
trenutnu konfiguraciju. Deformacije € racunaju se metodom konacnih elemenata. Nakon svake
iteracije potrebna je nova mreza konacnih elemenata, jer se geometrija polja problema
promijenila uslijed procesa optimiranja.

Osim konacnim elementima polje deformacija € moze se izracunati i bez-mreznom metodom.
Level set funkcija opisuje topoloski oblik jednadZbama (4.1), dok se oblik mijenja promjenom
granica pomocu vektora normalne komponente brzine v,, (4.6) promjene level set funkcije (4.5).
Problem minimuma podatljivosti zadan je izrazom (4.33) uz ogranicenje (4.34), Sto formulirano
pomocdu Lagrangeovih mnozitelja poprima oblik kao jednadzba (4.37). Koracanje u smjeru pada
funkcije cilja (4.37) omoguceno je normalnom brzinom v, (4.42) u to¢kama konture.

Metodom prosirenog polja brzina (extension velocity) odreduje se priblizno raspodjela brzina u

cijeloj domeni iz poznate (dobivene) raspodjele brzina uz granice domene (vidjeti izraz (4.29)).

Slika 25 Prikaz polja prosirenih brzina

Slika 25 prikazuje polje brzina na rubovima slobodnih granica, i prosirenje ovih brzina (extension
velocity) na sve ¢vorove mreze promatranog podrucja. Izbor metode proSsirivanja polja brzina
(extension velocity) moZe utjecati na ukupnu ucinkovitost procesa. Metode prosirivanja polja
brzina (extension velocity) nisu u fokusu ovog rada te ih se neée detaljnije obradivati.

Na osnovu navedenog formirat ¢e se jedan globalni dijagram toka optimiranja (Slika 26 i Slika 27).

Doktorska disertacija — Igor Pehnec



Level set metoda

4.5

i level set metode

PRIKAZ
e  Zadati opcu level set funkciju @;. Izolinija level set funkcije (njene nul-tocke)
opisuju promatranu geometriju.
e  Funkciju je moguce zadati kao parametarsku jednadzbu pomoci Nurbs-a,
Bezier-a, RBF aproksimacijom i td.

'

e Za poznate koeficijente RBF-a daje level set plohu O,.

>

\ /
HAMILTON JACOBI-EVA JEDNADZBA

e Daje nam promijenu level set funkciju za zadano vanjsko polje brzina
V=dx/dt. Odnosno ovisnost funkcije @; o vremenu.

\
FUNKCIUJA CILJIA
e Formira se sloZena funkcija (Lagrange-ova ili kaznena
funkcija) s tim da se kao funkcija cilja uzima minimum
podatljivosti uz ogranicenje volumena.

!

Nacelni dijagram toka gradijentnog postupka optimiranja pomocu RBF

-1

a Ry P, _ [P
RBF APROKSIMACIJA {b} = [pg 0 ] D a, =61 d,

®() = RT()-a+p" ()b ={R"G) p' @}

D =d(x,t) = T (X)ay(t)

ad(x, 1)
ar

dx
+ Vd(x,t) = 0

L(u, ®,2) = J(u, ®) +AG(P)

FORMULACIJA PROBLEMA

Numerickom metodom izracunati veli¢ine preko kojih se definira minimum funkcije cilja. U
mehanici ¢vrstih tijela te veli¢ine su deformacije tijela.
U svakoj iteraciju numericke analize potrebno je kreirati novu mrezu konacnih elemenata, Minimize |(u, ®) :f (e(u))TDs(u)H(zb)dn
ili «Ersatz material» metodom odnosno slabljenjem (jacanjem) materijala na P
odgovarajuéim mjestima zadati promijenjeni model.

Funkcija cilja je minimum energije, uz zadani volumen

uz ogranitenje: G(®) = V(d) —{Vy

FORMIRANJE SHAPE DERIVATIVE IZRAZA
Iz uvjeta ekstrema: derivacija funkcije mora biti jednaka nuli (derivaciju sloZzene
funkcije izjednaciti sa nulom)
uvjet pada funkcije — smjer pada je u smjeru negativnog gradijenta funkcije.
Ova formulacije daje nam polje brzina. 1z uvjeta ekstrema dobijemo smjer
najbrzeg spusta -VO® od trenutne level set plohe, odnosno dobijemo brzinu v,.
Polje brzina sada se narinjava na Hamilton — Jacobijevu jednadzbu.

'

SEPARACIJA PROSTORA | VREMENA
Separacijom prostora i vremena Hamilton Jacobi-eve funkcije dobijemo izraz koji
ovisi o prostoru i vremenu.
Rjesavaju se obi¢ne diferencijalne jednadzbe jer ovise samo o vremenu. Iz ovog
izraza pomocu prethodno izracunate brzine v, dobivamo promjenu koeficijenata
ap u vremenu. Sustav jednadzbi se moze rijesiti Eulerom, Runge-Kutta...

\
KOEFICIJENTI U SLJEDECEM VREMENSKOM KORAKU
n+1

e Dobijemo ay(t"") — odnosno koeficijente RBF-a u sljede¢em vremenskom
koraku t.

Y

e Parametarski opisati novu level set funkciju ®;,;. Te izo linijom

dL
—=f (A — eTDe)S()|VP|v,dQ
dt — J,

v, =&e'De— 1A

da,
7+ vnl (V) gl = 0

da,
Gd—tﬂ+B(a0) =0

[ve )| (V9T (x1))aol |
03 ()| (V97 (6)) |
0

I
0
0

B(ap) =
[ ]

a, (") = ag(t") — 16 ~1B(a, (t™))

OPIS NOVE GEOMETRIJE RBF-om a,(t") =671 &,

(nul-to¢kama) Level set plohe opisati novu geometriju. Dn41) ={RT(x) p"()}ao(e™*)

Slika 26 Pseudo kod level set optimiranja pomocu RBF funkcija gradijentnim postupkom
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4.6  Nacelni dijagram toka ne-gradijentnog postupka optimiranja

genetskim algoritmom pomocu RBF i level set metode

PRIKAZ
e  Zadati opcu level set funkciju @;. Izolinija level set funkcije (njene nul-tocke)
opisuju promatranu geometriju.
e Funkciju je moguce zadati kao parametarsku jednadzbu pomoci Nurbs-a,
Bezier-a, RBF aproksimacijom itd.

\
R Pt o l.&
RBF APROKSIMACIJA {g} = [P,ﬂ 0] B, ayg=G6"1-d
e  Koeficijenti RBF-a ay daju level set plohu ®;. U prvom

koraku su pocetna rjeSenja. Genetski algoritam - kodiraju
se koeficijenti aq. @ =d(x,t) = ¢T X)ag(t)

\
FUNKCUA CILIA
e  Formira se slozena funkcija (Lagrange-ova ili kaznena funkcija) s tim da
se kao funkcija cilja uzme minimum podatljivosti uz ogranicenje L(u, ®,2) = J(u, ®) + AG(P)
volumena, ili kao funkcija cilja moZe biti minimalni volumen uz
ogranicenja naprezanja i deformacije.

Y

\
FORMULACIJA PROBLEMA

e Numerickom metodom izradunati veli¢ine preko kojih se definira minimum funkcije cilja. U mehanici
CEvrstih tijela te veli¢ine su pomaci. J, @) = f FWH ()dQ

e U svakoj iteraciju numericke analize potrebno je kreirati novu mrezu konaénih elemenata, ili «Ersatz ?
material» metodom odnosno slabljenjem (jacanjem) materijala na odgovarajué¢im mjestima zadati uz ogranitenje: G(®) =V(P) -V,
promijenjeni model.

e Funkcija cilja mozZe biti minimum podatljivosti uz ogranic¢enje volumena i naprezanja, ili minimum
volumena uz ograni¢enja naprezanja i deformacija.

A

PROVJERA UVJETA ZAUSTAVLIANJA N
e Provjeravamo da li je pronadeno rjesenje, - RIESENJE
odnosno da li je sustav konvergirao.

Y
STVARANJE NOVE POPULACIJE
e  Operatorima selekcije, mutacije i krizanja
stvaramo novu populaciju kodiranih koeficijenata
ao(t+1).

\
OPIS NOVE GEOMETRIJE RBF-om a,(t") =671 B,

e Parametarski opisati novu level set funkciju ®;,;. Te izo linijom .
(nul-to¢kama) Level set plohe opisati novu geometriju. P(x41) ={R"(x) P ()ao(t™")

Slika 27 Pseudo kod level set optimiranja pomocu RBF funkcija genetskim algoritmom
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5. Razrada numerickog postupka topoloskog optimiranja oblika

5.1 Definiranje problema

Kao test primjer topoloskog optimiranja level set metodom u brojnoj literaturi [47], [44], [40],

[39], [48] koristi se konzolna greda opterecena silom na kraju (Slika 28).

A

F

|

2

Slika 28 Definiranje geometrije, opterecenja i rubnih uvjeta konzolne ploce za topolosko

optimiranje

Stoga ce se i u ovom radu promatrati isti problem kako bi se mogla vrsiti usporedba rezultata
istrazivanja.

Cilj rada je razviti i implementirati metodu topoloskog optimiranja primjenom level set metode i
parametrizacije funkcije koja opisuje oblik. Funkcionalnost metode testirat ¢e se na primjeru
konzolne grede. Analiza fizikalnih pojava (pomaci, naprezanja i deformacije), koje se desavaju pri
djelovanju sile na zadanu 2D konzolu, izracunavati ¢e se metodom konacnih elemenata u gotovom
programskom paketu ADINA. KoriSten je 2D konacni element ravninskog stanja naprezanja, za koji
je usvojeni omjer visine u odnosu na Sirinu ploce relativno velik (10:1). Medutim omjeri dimenzija
nisu presudni jer je svrha ovog istraZivanja analiza topoloskih pojava u promatranoj ploci, a manje
puna dosljednost u analizi naprezanja.

Neka moguca diskretna rjesenja na temelju jednodimenzionalnih konstrukcijskih elemenata
(Stapni i gredni), su orijentacije kod evaluacije rjeSenja dobivenog topoloskim optimiranjem (Slika

29).
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0.5m

2m

2m

© @ x

<3

Slika 29 Neka od diskretnih rjesenja konzole opterecene silom

Stapni ekvivalenti (Slika 29) odabrani su kao neki od poc&etnih rjedenja za proces optimiranja
konzolne grede. Primjer gredne konstrukcije (Slika 28) pogodan je za testiranje ovisnosti postupka
o pocetnom rjeSenju jer ima ,lokalne ekstreme oblika“.

Na rjesenja topoloskog optimiranja 2D konzole veliki utjecaj ima debljina grede (a). Kada poprecni
presjek ima omjer debljine i visine ve¢i od 1 (a/h > 1) konstrukcija se ponasa vise kao Stapna
(Slika 29-e), dok za omjer a/h < 1 (Slika 29-f) konstrukcija se ponasa vise kao konzolni nosac¢, koji
ima znatno vecu krutost na savijanje u promatranoj ravnini (Slika 29-a,b,c i d) za isti utrosak

materijala.

5.2  Parametrizacija level set funkcije

Optimiranje topologije level set metodom podrazumijeva niz razli¢itih numerickih postupaka, te je
kao takav vrlo sloZen proces koji zahtijeva mnogo procesorskog vremena. Prva u nizu numerickih
metoda pri level set optimiranju je nacin opisa geometrije oblika koji se optimira. Geometrija
modela se moZe optimirati na fiksnoj mrezi (Upwinding shema — poglavlje 4.1) ili parametarskom
funkcijom (poglavlje 2.3).

Parametarski se level set funkcija moZe opisati interpolacijskim i aproksimacijskim jednadzbama:
Bezierovim krivuljama i plohama (poglavlje 0), B-krivuljama i plohama (poglavlje 2.3.2), RBF

aproksimacijskim funkcijama (poglavlje 2.6.2) i kubi¢nim krivuljama (poglavlje 2.3.2).
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Interpolacijske i aproksimacijske funkcije na osnovu konstantnog broja parametara u prostoru

opisuju oblik u cijeloj domeni.

Ovo poglavlje sluzi za odabir prikladne parametrizacije, parametara oblika i broja ¢vorova obzirom
na preciznost reprezentacije geometrije koja utjece na to¢nost optimiranja. Broj parametara
optimiranja u nekim radovima [39] jednak je broju konacnih elemenata, Sto ne mora biti. Vedi broj
parametara daje tocnija rjeSenja ali i zahtijeva viSe procesorskog vremena. Ako je mali broj
parametara, ne mogu se dobiti tanke zone materijala, niti lokalni detalji.

Na tocnost opisa geometrije i osjetljivost procesa optimiranja mogu utjecati i parametri koji su
vezani uz pojedinu funkciju koja opisuje geometriju. Kod RBF aproksimacije parametri koji utjecu
na oblik i funkcionalnost reprezentacije geometrije RBF funkcijama su parametri oblika RBF
funkcije. Parametri oblika RBF funkcije govore o obliku i Sirini aproksimacijske funkcije (jednadzbe

(2.49), (2.50), (2.51), (2.52)).

Aproksimirana je kosinusna funkcija (Slika 30) RBF aproksimacijskom metodom i B-plohom, te se
ispitivao utjecaj promjene parametara oblika RBF funkcije i broj RBF ¢vorova pri aproksimaciji RBF-
om (Slika 32, Slika 33, Slika 34, Slika 35), odnosno stupanj i broj kontrolnih tocaka B-plohe pri
aproksimaciji B-plohom (Slika 36).

F = cos(x) - cos(y) (5.1)

05

7
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“ e
i

PR ot
CTSSSIERERR
Sosgesed
e
2=

Slika 30 Aproksimacijska funkcija

Aproksimacijska funkcija optimirana je gradijentnom metodom (konjugiranim gradijentima).
Funkcija cilja je minimalna greska aproksimacije (Err). Greska aproksimacije definirana je kao
suma razlika izmedu kontrolnih vrijednosti kosinusne funkcije koja se aproksimira (F) i
aproksimirane vrijednosti funkcije RBF funkcijama (Frgp) ili B-plohom (Fg,) u nizu odabranih

tocaka (i) jednadZzbom (5.2):
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F; — Frgri)® F. — Fno)2
i i

Greska aproksimacije izracunava se u 1681 kontrolnoj tocki (na mrezi 41x41).

Varijable optimiranja u primjeru su z koordinate ¢vorova funkcije koja se aproksimira.

Parametri oblika RBF funkcije a., d. i q u jednadzbi (2.49) imaju znacajan utjecaj na
aproksimacijsku funkciju. Slika 31 prikazuje razlicite oblike RBF aproksimacijskih funkcija.
Promjenom parametara oblika mijenja se oblik aproksimacijske RBF funkcije i time smanjuje

odnosno povecdava utjecaj pojedinih aproksimacijskih to¢aka na aproksimacijsku funkciju.

Gauss-ova RBF funkcija Multikvadratna RBF funkcija

Slika 31 Razliciti oblici RBF aproksimacijskih funkcija

Slika 32 prikazuje utjecaj koeficijenta oblika multikvadratne RBF aproksimacijske funkcije (., d. i
q u jednadzbi (2.49)) na aproksimaciju poznate funkcije (5.1). Broj RBF €vorova u prvom primjeru

je 36 (6x6 - Slika 32 i Slika 33).
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Aproksimacijska funkcija sa 6x6 RBF ¢vorovai o¢=0.1 Aproksimacijska funkcija sa 6x6 RBF évorovai 0¢=3
de=0.2 q=0.2 grefka=0.41193 de=0.5 q=0.2 grefka=0.007955
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Slika 32 Utjecaj parametra oblika RBF funkcije (a., d. i q) na aproksimaciju funkcije

Odabir parametara a,, d. i g (2.49) ovisi o obliku funkcije koja se aproksimira i veli¢ini omjera
broja varijabli i promatrane domene. Slika 32 i Slika 33 prikazuju utjecaj parametara (a., d. iq
(2.49)) na multikvadratnu RBF funkciju, iz koje se daje zakljuditi da male vrijednosti parametara
RBF (a. - d. = 0.02 i g = 0.2) imaju za posljedicu lokalizaciju aproksimacijske funkcije.
Poveéanjem samo koeficijenta g (g = 1.8) postize se jos bolja aproksimacija funkcije. Daljnjim
povecanjem parametra q greska aproksimacije je rasla.

Poveéanjem koeficijenata a. i d. (a. - d. = 2.5), dok je parametar g = 0.2 smanjuje se greska
aproksimacije. Daljnjim poveéanjem vrijednosti parametara a., d. ili q greska aproksimacije raste,
a razlog tome je preveliki utjecaj RBF ¢vorova jedan na drugi (zbog prirode koeficijenata a i d,. —

poglavlje 2.6.2.1).
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Gredka aproksimacije funkcija sa 626 RBF ¢vorovai o =0.1 Gregka aproksimacije funkcija sa 6x6 RBF ¢vorovai 0¢=0.1
de=0.2 g=0.2 greska=0.41193 dc=0.2 q=1.8 greska=0.016234
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Slika 33 Greska pri aproksimaciji RBF metodom za razli¢ite parametre RBF funkcije

Na tocnost aproksimacije znacajno utjece broj RBF ¢vorova koji aproksimiraju funkciju (broj
varijabli optimiranja). Povecanjem broja ¢vorova (npr. 144 (12x12) RBF ¢vorova - Slika 34),
povecava se toCnost aproksimacije. Parametri multikvadratne RBF funkcije ., d. i q (2.49) za vedi
broj RBF ¢vorova (12x12) sada imaju druge vrijednosti u odnosu na 36 RBF varijabli kako bi dali
bolju aproksimaciju (a. - d. = 0.1iq = 0.5) - Slika 34. Povec¢anjem ili smanjenjem ovih vrijednosti

parametara RBF funkcije to¢nost aproksimacije je losija.
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Aproksimacijska funkcija sa 12x12 RBF ¢vorovai oc=5 Gregka aproksimacije funkcija sa 12x12 RBF &vorovai Oc=5
de=0.2 ¢=0.5 grefka=3.0258e-005 de=0.2 ¢=0.5 grefka=3.0258e-005
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Slika 34 Aproksimacije i greska pri aproksimaciji RBF metodom sa 144 varijable optimiranja, za

odabrane parametre RBF funkcije (a., d.iq)

Ako se joS poveca broj varijabli, dobit ¢e se bolja to¢nost aproksimacije, a to¢nost je jos i veéa ako
se smanje parametri a., d. i q (2.49) u odnosu na vrijednosti sa manjim brojem varijabli (Slika 35):

Aproksimacijska funkcija sa 24x24 RBF tvorovai o =1 Gregka aproksimacije funkcija sa 24x24 RBF &vorovai og=1
de=0.2 g=0.2 greska=4.3354¢-007 de=0.2 q=0.2 greika=4.3354¢-007
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Slika 35 Aproksimacije i greska pri aproksimaciji RBF metodom sa 576 varijabli optimiranja, za

odabrane parametre RBF funkcije (o, d. i q)

Pokazalo se da parametre oblika RBF funkcije (a,, d. i q) treba postaviti na manje vrijednosti
ukoliko je udaljenost izmedu aproksimacijskih ¢vorova (r) manja, odnosno ukoliko je gus¢a mreza
aproksimacijskih ¢vorova u domeni. Utjecaj parametara RBF funkcije (a., d. i q) na aproksimaciju
funkcije sa naglim prijelazima detaljnije e se ispitati u kasnijem djelu rada (Slika 37).

Parametar B-krivulja i ploha koji utjec¢u na kvalitetu opisa geometrije je uz gusto¢u kontrolnih
tocaka jos i stupanj B-krivulja. Tocnost aproksimacije funkcije (5.1) B-plohom racuna se prema
(5.2), na mrezi 41x41, odnosno odstupanjem izmedu 1681 kontrolne tocke (Slika 36). Funkcija se
optimira gradijentnom metodom (konjugiranim gradijentima). | u ovom primjeru varijable

optimiranja su z koordinate aproksimacijskih toc¢aka B-plohe.
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Aproksimacijska funkcija sa 6x6 B-spline &vorova 2-stupanj Greska aproksimacije funkcija sa 6x6 B-spline ¢vorova 2-stupanj
greska=0.12484 greska=0.12484
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Aproksimacijska funkcija sa 6x6 B-spline évorova 3-stupanj Greska aproksimacije funkcija sa 6x6 B-spline ¢vorova 3-stupanj
greska=0.21344 gxeéka=0.2l344
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Aproksimaciska funkcia sa 1212 B-spline tvorova 2-stupanj
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Aproksimacijska funkcija sa 12x12 B-spline ¢vorova 3-stupanj Greska aproksimacije funkcija sa 12x12 B-spline ¢vorova 3-stupanj
greska=0.00012127 greska=0.00012127

fl/f/’ (XX
il /I/f,'f"'o:eﬁ:'-
s

i /‘ /)IM,(

DN

Aproksimacijska funkcija sa 24x24 B-spline ¢vorova 2-stupanj Greska aproksimacije funkcija sa 24x24 B-spline ¢vorova 2-stupanj

greska=1.4615¢-006 d greska=1.4615¢-006

Aproksimacijska funkcija sa 24x24 B-spline ¢vorova 3-stupanj Greska aproksimacije funkcija sa 24x24 B-spline Evorova 3-stupanj
ereska=4.3838¢-008 s greska=4.3838¢-008
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Slika 36 Aproksimacijske funkcije aproksimirane B-plohom drugog i treceg stupnja sa 36, 144 i 576

kontrolnih tocaka
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Iz dobivenih rezultata aproksimacije kosinusne funkcije RBF i B-plohama moZe se zakljuciti da B-
plohe bolje opisuju zadanu geometriju sa jednakim brojem parametara opisa. Razlog tome je

osjetljivost RBF metode na parametre oblika RBF funkcija.

U ovom radu ispitat ¢e se utjecaj parametra RBF-a (kod RBF aproksimacije geometrije) i stupnja B-
plohe (kod aproksimacije B-plohom) na toc¢nost i osjetljivost procesa optimiranja.
Kako bi ispitali sposobnost opisa geometrije parametriziranom level set funkcijom, kao testnu

funkciju koju treba opisati RBF aproksimacijom i B-plohom uzima se step funkciju (Slika 37):

Aproksimacijska funkcija

0.05.-

Slika 37 Aproksimacijska funkcija (step funkcija u 2D domeni)

Kao i u prethodnom primjeru, aproksimacijska funkcija optimirana je gradijentnom metodom
(konjugiranim gradijentima). Funkcija cilja je minimalna greska aproksimacije (Err). Greska
aproksimacije definirana je kao razlika izmedu kontrolnih vrijednosti step funkcije koja se
aproksimira (F) i aproksimiranih vrijednosti parametrizirane funkcije (RBF funkcijama (FrpF) ili B-
plohom (Fg;)) (5.2).

Greska aproksimacije izracunava se pomocu 676 kontrolnih to¢aka (na mrezi 26x26).

Ovisno o parametrima oblika, RBF aproksimacijom dobivaju se sljedeci rezultati (Slika 38, Slika 39 i

Slika 40):
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Aproksimacijska funkcija sa 656 RBF ¢vorovai 0 =0.0001 Aproksimacijska funkcija sa 6x6 RBF €vorovai o =0.1 Aproksimacijska funkcija sa 6x6 RBF ¢vorovai 0 =1
de=0.5 g=0.1 greska=1.8586 de=0.5 q=0.3 greska=1.4323 de=0.5 q=0.5 greska=2.1412
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Gregka aproksimacije 6x6 RBF &vorovai O¢=0.1 Gredka aproksimacije 6x6 RBF ¢vorovai Oc=1
dc=0.5 q=0.5 grefka=2.1412

Greska aproksimacije 6x6 RBF ¢vorovai O¢=0.0001
de=0.5 q=0.1 greska=1.8586 de=0.5 q=0.3 greska=1.4323

Slika 38 Aproksimacija i greska aproksimacije step funkcije RBF metodom sa 36 ¢vorova i utjecaj

razli¢itih parametara oblika a, d. i q

Aproksimacijska funkcija sa 1212 RBF &vorovai 0 =0.0001 Aproksimacijska funkcija sa 12x12 RBF &vorovai O¢=0.1 Aproksimacijska funkcija sa 12x12 RBF ¢vorovai Oc=1
de=0.5 q=0.05 greska=0.42644 de=0.5 q=0.5 gredka=2.7363

dc=0.5 ¢=0.1 greska=0.51433
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Gredka aproksimacije 12x12 RBF ¢vorovai o =0.0001 Gregka aproksimacije 12x12 RBF &vorovai O =0.1 Greska aproksimacije 12x12 RBF &vorovai o =1
de=0.5 q=0.05 greska=0.42644 dc=0.5 ¢=0.5 gretka=2.7363

dc=0.5 g=0.1 grefka=0.51433

Slika 39 Aproksimacija i greska aproksimacije step funkcije RBF metodom sa 144 ¢vora i utjecaj

razli¢itih parametara oblika a, d. i q
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Aproksimacijska funkcija sa 24x24 RBF ¢vorovai 0¢ =0.0001 Aproksimacijska funkcija sa 24x24 RBF ¢vorovai 0¢=0.01 Aproksimacijska funkcija sa 24x24 RBF &vorovai 0¢=0.1
de=0.5 ¢=0.01 greska=0.10631 de=0.5 ¢=0.01 gredka=0.064838 de=0.5 ¢=0.5 grefka=2.1162

Greska aproksimacije 24x24 RBF ¢vorovai 0 =0.0001 Greska aproksimacije 24x24 RBF ¢vorovai O =0.01 Greska aproksimacije 24x24 RBF &vorovai Oc=0.1
de=0.5 ¢=0.01 greska=0.10631 de=0.5 ¢=0.01 greska=0.064838 de=0.5 ¢=0.5 gretka=2.1162

Slika 40 Aproksimacija i greska aproksimacije step funkcije RBF metodom sa 576 ¢vorova i utjecaj

razli¢itih parametara oblika a, d. i q

Aproksimacijska funkcija sa 48x48 RBF &vorovai 0¢=0.01 Gredka aproksimacije 48x18 RBF &vorovai 0¢=0.01
dc=0.5 q=0.005 grefka=1.329e-005 de=0.5 q=0.005 grefka=4.329¢-005
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Slika 41 Aproksimacija i greska aproksimacije step funkcije RBF metodom sa 2304 ¢vora

Dobiveni rezultati mogu se prikazati i tabelarno (Tablica 1):
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Tablica 1 Tablica utjecaja parametra oblika i broja ¢vorova pri RBF aproksimaciji geometrije

Broj ¢vorova RBF-a 6x6 (36)

a, - d, 0.00005 0.05 0.5

q 0.1 0.2 0.3 0.5 0.6 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 | 0.001 | 0.005 | 0.05 | 0.2 0.3

greska 1.86 | 1.65 | 1.54 | 1.49 | 154 | 1.46 | 1.44 | 143 | 145 | 1.49 | 1.996 | 1.995 2 2.01 | 2.04

Broj ¢vorova RBF-a 12x12 (144)

a, - d, 0.00005 0.05 0.5

q 0.1 0.2 0.3 0.5 0.01|0.05| 0.1 0.2 0.3 | 0.005 | 0.05 0.2 0.5 0.6

greska 0.514 0.489 0.492 0.89 | 043 | 042 | 043 | 045 | 055 | 2.79 278 | 275 | 274 | 291

Broj ¢vorova RBF-a 24x24 (576)

ac-d, 0.00005 0.005 0.05

q 0.01 0.05 0.1 0.5 0.001 0.005 0.05 0.5 le’ Se’ Se’ 0.1 0.5

greska 0.106 | 0.104 | 0.11 | 0.977 | 0.064 | 0.064 | 0.071 1.028 0.213 | 0.21 | 0.22 | 043 | 2.12

Broj ¢vorova RBF-a 48x48 (2304)

Q.- dC 0.005
q 0.005
greska 4.33e-5

Usporedba apsolutne greSke odgovara usporedbi relativne greske jer se greska ra¢una uvijek na
istom broju kontrolnih tocaka (676).

U zadnjem slucaju aproksimacije sa 2304 varijable optimiranja, broj kontrolnih tocaka (676) je
znatno manji od broja aproksimacijskih tocaka (2304). Medutim graska se racunala na mreZi sa
676 kontrolnih tocaka kako bi dobili relativnu gresku aproksimacije funkcije usporedivu sa ostalim

rezultatima za manji broj aproksimacijskih tocaka.

Distribucija évorova u domeni je ravnomjerna, $to nije nuzno. Cvorovi mogu biti i neravnomjerno
rasporedeni po domeni, Sto implicira promjenu x, y i z koordinata ¢vorova. Ovakav slucaj
optimiranja znatno povecava broj varijabli optimiranja, ali i omoguéuje aproksimaciju sloZenijih
oblika. Ispitivanje opisa geometrije sa cvorovima neravnomjerno distribuiranim u domeni nije

predmet ovog rada, ali otvara prostor za daljnja istraZivanja.

Uoceno je da koeficijent oblika znatno utjece na rezultat aproksimacije. Kako funkcija koja se

aproksimira ima naglu promjenu, potrebno je vise lokalizirati parametrizaciju. Dobiveni rezultati
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posluZit ¢e pri odabiru vrijednosti parametara oblika RBF multikvadratne funkcije («., d. i q) pri
optimiranju 2D konzolne grede opterecene silom na kraju.

Vrijeme potrebno za aproksimaciju RBF metodom povedava se kako broj varijabli optimiranja
raste. Za 144 varijable optimiranja, vrijeme aproksimacije po varijabli poraslo je na 437% u odnosu
na 36 varijabli optimiranja (100%), dok za 576 varijabli optimiranja vrijeme aproksimacije po
varijabli raste na 8157%.

Step funkcija (Slika 37) parametrizira se i B-plohom. Parametrizacija step funkcije B-plohom

razlicitog stupnja i broja parametara opisa daje sljedece rezultate (Tablica 2, Slika 42).

Tablica 2 Tablica utjecaja broja kontrolnih to¢aka i stupnja B-plohe.

Broj ¢vorova B- Drugi stupanj Tredi stupan;j Cetvrti stupanj
plohe greska

6x6 (36) 1.457 1.504 1.517
12x12 (144) 0.415 0.417 0.429
24x24 (576) 0.0436 0.0405 0.079
48x48 (2304) 7.39¢™° 2.1e™ 6.03e™°

Iz dobivenih rezultata nadalje se moZe zakljuciti da nagle promjene aproksimirane funkcije bolje
opisuje B-ploha niZeg stupnja (Tablica 2), dok je kod aproksimacije glatkih funkcija veci stupanj B-

krivulja znacio i vec¢u to¢nost aproksimacije.

B-plohe mogu bolje opisati nagle promjene sa istim brojem parametara nego RBF funkcije.
Razlog tome je postojanje parametara oblika RBF funkcije (a., d. i q), koje utjecu na oblik
aproksimacijske funkcije. Mali parametri oblika dovode do pojave naglih promjena aproksimirane
funkcije, sto negativno utjece na gresku aproksimacije. Velike vrijednosti parametara oblika
negativno utjecu na sposobnost reprezentacije geometrije koja ima nagle promjene (promjena

jednog ¢vora ima veliki utjecaj na okolne ¢vorove).

Parametri oblika RBF funkcija (a., d. i q) kao varijable optimiranja nije se pokazalo kao dobar
nacin optimiranja. Osim Sto znatno produZuje vrijeme optimiranja zbog potrebe racunanja RBF
funkcije u svakom optimizacijskom ciklusu, rezultati takvog nacina optimiranja nisu dali dobra
rieSenja. Mogudi razlog loSeg rjesenja optimiranja moZze biti zaustavljanje procesa u lokalnom

ekstremu.

86 Doktorska disertacija — Igor Pehnec



Razrada numerickog postupka topoloskog optimiranja oblika

Aproksimacijska funkcija za 6x6 kontrolnih &vorova i 2. stupanj B-krivulja Gredka = 1.4565 za 6x6 kontrolnih évorova i 2. stupanj B-krivulja
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Slika 42 Aproksimacija step funkcije B plohom za razli¢iti broj kontrolnih tocaka i razliCit stupanj B-

krivulja
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5.3  Formulacija problema

Formulacija problema pri topoloskom optimiranju level set metodom je takoder bitna, jer o njoj
mozZe ovisiti osjetljivost procesa. Formulacija problema je odabir funkcije cilja i funkcija
ogranicenja (poglavlje 2.1). U opéem slucaju pri projektiranju bilo koje konstrukcije cilj je usteda

materijala uz zadrzanu funkcionalnost.

5.3.1 Formulacija — minimum volumena uz ogranicenja naprezanja i deformacije
Funkcija cilja moze biti minimum volumena materijala nosaca. U tom slucaju potrebno je zadati
ogranicenja koja ¢e osigurati funkcionalnost (nosivost). Dakle potrebno je nekim od numerickih
metoda rjeSavanja (poglavlje 2.6) provijeriti ravnotezu konstrukcije, te ispitati da li su naprezanja i

deformacije u konstrukciji manji od dopustenih.

Kako je ranije receno (poglavlje 2.2) postoji vise nacina formuliranja problema prilikom optimiranja
funkcije cilja uz ogranic¢enja. U ovom radu odabire se vanjska kaznena formulacija prilikom

rjeSavanja problema optimiranja uz ogranicenja (poglavlje 2.2.2, jednadzbe (2.12) i (2.14)).

Kao kriterij izvrsnosti optimiranja odabire se minimum volumena. Volumen konstrukcije potrebno
je racunati kao povrsinu opisanu trenutnom izo-linijom level set funkcije, numerickom
integracijom (Slika 43). Ovakav nacin izracuna volumena je numericki zahtjevan.

Dio elemenata domene

koji ne pripada modelu Level set
izo linija

|

/ Element
/ / domene
/]

/|

Slika 43 Prikaz presjeka volumena domene izo linijom level set funkcije

Kako bi pojednostavnili problem, promatrat e se vrijednosti level set funkcije u teZistima
elemenata, te ako je level set funkcija negativna na mjestu tezista elementa domene, taj element
poprima mehanicka svojstva materijala koja imaju nosivost. Ukoliko level set funkcija ima

pozitivnu vrijednost iznad teZiSta promatranog elementa domene, tom elementu se dodjeljuju
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znatno losija mehanicka svojstva materijala, uslijed cega promatrani element ne moZze nositi
opterecenje.

Ovakav nacin formulacije funkcije cilja (volumena) znatno je jednostavniji, ali funkcija cilja je
diskretna, jer je volumen jednak broju elemenata koji imaju mehanicka svojstva materijala nosive

konstrukcije.

Diskretna funkcija cilja problemati¢na je pri optimiranju gradijentnim postupcima optimiranja
zbog nemoguénosti preciznog izracuna derivacije funkcije cilja, koja je nuzna pri optimiranju
gradijentnim postupkom.

Kako bi funkciju cilja napravili kontinuiranom, te omogucili optimizatoru bolju osjetljivost pri
promjeni varijabli, na funkciju cilja dodaje se zbroj vrijednosti level set funkcije iznad ¢vorova
rubnih konacnih elemenata. Odnosno vrijednosti level set funkcije na tezistima rubnih konacnih
elemenata (z,,;) potrebno je zbrojiti, te ovaj zbroj dodati na diskretni dio funkcije cilja (broj

nosivih konac¢nih elemenata) prema jednadzbi (5.3):

F, = Brejem + (ler_ubl - Zz:ub) (5.3)

F. — funkcija cilja,
B7,em — broj konaénih elemenata koji nose opterecenje,
Zyup — Vrijednost level set funkcije u rubnom €voru konaénog elementa — negativni dio ruba

zh,p — vrijednost level set funkcije u rubnom évoru konaénog elementa — pozitivni dio ruba

Dodatak na funkciju cilja treba ispuniti dva zahtjeva:

- diskretni problem pretvoriti u kontinuirani

- pokazati smanjenje funkcije kada se smanjuje volumen
Izracun broja konacnih elemenata nosivog dijela konstrukcije i dodatka funkciji cilja nije numericki
zahtjevan, kao izracun volumena opisanog izo linijom level set funkcije. PredloZzena formulacija

znatno je jednostavnija te je njena sposobnost pronalaska optimuma ispitana u poglavlju 6.2.1.3.

Uz funkciju cilja minimalnog volumena, ogranicenja koja su potrebna prilikom optimiranja
konzolnog nosaca su ogranicenja naprezanja i deformacija koja moraju biti unutar zadanih
granica.

Za dobru osjetljivost procesa optimiranja, funkcija cilja i ogranicenja treba biti istog reda velicine.
Kako se radi o razli¢itim fizikalnim veli¢inama moguce je upotrijebiti neke od numerickih
postupaka kako bi funkciju cilja i ogranicenja sveli u odgovarajuci raspon. Na raspolaganju su

brojne metode (normiranje, logaritmiranje, itd.) koje umjeravaju razlicite fizikalne velicine.
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Ogranitenja naprezanja i deformacija imaju znatno vece iznose (red veli¢ine 10’MPa za zadani
problem konzolne grede) nego funkcija cilja (broj kona¢nih elemenata). Stoga ¢e se ogranicenja
naprezanja logaritmirati (5.4). Sada svaki ¢vor konacnog elementa (i) koji ima naprezanja vecéa od

dopustenih ima vrijednost izmedu 8 i 22.

Ogry; = Z log (0;) (5.4)

Cvorovi koji imaju prekomjerni iznos deformacije (&) imaju vrijednosti ve¢e od nekih zadanih ali
deformacije mogu poprimiti velike iznose. Ova vrijednost moZze se podvrgnuti funkciji arkus
tangens (5.5). Sada svaki ¢vor konacnog elementa (i) koji ima prekomjerne vrijednosti

deformacija moze imati najvecu vrijednost 90 za beskonacno velike deformacije.

n
ogr, = Z arctan (g;) (5.5)
L
5.3.2 Formulacija — minimum podatljivosti uz ograni¢enje volumena
Funkcija cilja moze biti i minimum rada vanjskih sila (podatljivosti) (poglavlje 2.4 izrazi (2.35)
virtualni rad vanjskih sila). Kako ¢e se pomaci u konstrukciji rjesavati u gotovom programskom
paketu (ADINA), tada se funkcija cilja definira kao umnozak vanjskih sila i pripadnih pomaka u

hvatistima vanjskih sila.

Programski paket ADINA vrsi numericku analizu metodom konacnih elemenata geometrije
stvorene pri optimiranju, te kao izlazne podatke zapisuje pomake, deformacije i sile u tekstualnu
datoteku. Postupkom rudarenja podataka (eng. Data mining) izdvajaju se i obraduju podaci iz

izlazne datoteke, te se dobivaju sve potrebne vrijednosti za izracun funkcije cilja i ogranicenja.

U formulaciji minimuma podatljivosti potrebno je zadati pocetno rjeSenje koje je ravnotezno. Iz
tako definiranog pocetnog rjeSenja moze se minimizirati podatljivost. U svakom koraku ciklusa
optimiranja uvjet ravnoteZe zadovoljen je implicitno (rjeSavaju se jednadzbe prethodnog i
trenutnog stanja), jer je polje pomaka dobiveno analizom konacnih elemenata kao ravnotezno —
bilinearna formulacija funkcije cilja (3.3). Formulacija u kojoj se level set funkcija mijenja tako da
ravnoteZa bude zadovoljena naziva se ugnijezdena (Nested) formulacija, koja je opisana u
poglavlju 2.7 izrazima (2.70). Ogranicenje koje je potrebno kod formulacije minimuma
podatljivosti je ograni¢enje volumena, odnosno ogranic¢ava se koliki postotak od pocetnog
volumena ¢e ostati (parametar {— jednadzba (4.34)). Parametar { potrebno je odabrati vrlo

oprezno, jer postoji mogucnost da se volumen previse smanji te da se pojave prevelike vrijednosti
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naprezanja i deformacija, Sto se ne bi primijetilo u formulaciji jer je ravnoteZa zadovoljena. Da bi
izbjegli prevelika naprezanja, mogude ih je provjeravati na kraju procesa optimiranja (ili u svakom
koraku optimiranja), pa nakon toga ponovno smanijiti volumen materijala.

Minimiziranjem podatljivosti optimizator redistribuira raspolozivi materijal kako bi dobili
maksimalnu krutost konstrukcije.

Na primjeru optimiranja poprecnog presjeka uklijestene grede opterecéene silom na kraju (Slika 29
- d), kao rjeSenja moguce je dobiti Stap (Slika 29-e) ili konzolu (Slika 29-f), uz jednak utrosak

materijala. Medutim konzola ima znacajno vecu krutost u odnosu na Stapnu konstrukciju.

Ugnijezdenu formulaciju dali su u svom radu Wang i suradnici [39]. Ovakva formulacija opisana u
poglavlju 2.7 pogodna je za gradijentne metode optimiranja (SQP, BFGS, itd.) jer koristi gradijent
funkcije cilja i ograni¢enja. Topolosko optimiranje grede (Slika 28) sloZen je proces i ima lokalne
ekstreme, stoga je i mana topoloskog optimiranja uz funkciju cilja minimum podatljivosti i

ugnijezdenu formulaciju ovisnost procese o inicijalnom rjesenju.

Ekvivalentno minimumu podatljivosti funkcija cilja moze biti minimum potencijalne energije
unutarnjih sila (unutarnja energija svih elemenata — Strain Energy) izraz (2.34) - ukupni virtualni

rad unutarnjih sila.

Takoder je moguce i kombinirati formulacije minimum volumena i minimum podatljivosti, na

nacin da se zada odredeni postotak pojedinoj formulaciji.

Odabir formulacije ovisi o nizu elemenata kao $to su odabir algoritma optimiranja, odabir alata za

analizu kona¢nim elementima (FEA), itd.

5.4  Algoritmi optimiranja

Strukturno optimiranje postavljenog modela mozZe se izvesti bilo kojom od brojnih algoritama koji
razli¢ito minimiziraju funkciju cilja: gradijentnim metodama (NajbrZi spust, konjugirani gradijenti,
Newtonov postupak, kvazi Newtonovi postupci, dopustivi smjerovi, itd.), ne-gradijentnim
metodama (Nelder-Mead, Hooke-Jeeves) ili evolucijskim postupcima (genetski algoritmi,
simulirano Zarenje, itd.) [55].

Evolucijski postupci temelje se na oponasanju modela nekih fizikalnih i bioloskih procesa,

pojednostavljenih i prilagodenih potrebama optimiranja i aproksimacije funkcija.
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Ovi postupci su vrlo robusni i fleksibilni, ali zahtjevni u smislu procesorske snage racunala. Tijek
trazenja je globalne stohasticke prirode te nije sklon zaustavljanju u lokalnim ekstremima.

U ove postupke spadaju postupci slu¢ajnog pretrazivanja, postupci simuliranog zarenja, postupci
genetskih algoritama i drugi postupci.

Postupci genetskih algoritama oponasaju bioloski model prema hipotezi prirodne evolucije
bioloskih vrsta. Metoda je stohasticna (sluc¢ajna), ali nije naivna, vec¢ koristi informacije iz
prethodnih koraka. Probna rjesenja se zapisuju u kodirane binarne nizove, koji su analogni
kromosomima u prirodnim procesima. Binarni nizovi se mijenjaju tijekom ciklusa optimiranja
(reprodukcije) operacijama krizanjem i mutacijom, a selekcijom se izdvajaju bolje jedinke. Na ovaj
nacin se u sljedecoj generaciji dobiva bolja populacija nego u prethodnoj. Pocetna populacija (niz

probnih rjeSenja) stvara se slucajnim generiranjem tocaka unutar dopustivog podrudja.

Gradijentni postupci trazenja minimuma funkcije cilja koriste prve parcijalne derivacije funkcije
cilja. Derivacija funkcije po varijablama optimiranja govori o smjeru najveceg rasta funkcije u
ovisnosti o promjeni varijabli. Ako se kretanja varijabli optimiranja usmjeri u suprothom smjeru od
gradijenta, smanjivat ¢e se vrijednost funkcije cilja. Gradijentni postupci (ukoliko konvergiraju)
trebaju znatno manji broj iteracija od ostalih metoda kako bi doveli do optimuma. Gradijentni
postupci drugog reda osim prve, koriste i drugu parcijalnu derivaciju. Neki postupci (Broyden—
Fletcher—Goldfarb—Shanno (BFGS) i Davidon-Fletcher-Powell (DFP)) druge derivacije funkcije cilja
ne raCunaju analiti¢ki, nego ih aproksimiraju na temelju prvih derivacija koriStenjem informacija iz
prethodnih iteracija [55].

U ovom radu optimiranje ¢e se izvoditi metodom genetskog algoritma i BFGS (gradijentnom)
metodom optimiranja u gotovom programskom paketu MATLAB, gdje se mogu podesavati neke
od znacajki metoda optimiranja.

Gradijentne metode optimiranja su osjetljive na lokalne ekstreme, pogotovo pri optimiranju
nelinearnih funkcija i problema sa velikim brojem varijabli optimiranja. Ocekivano je da ¢e se
optimiranjem gradijentnom metodom dobiti bolja rjeSenja ukoliko se zadaju dobra pocetna
rjeSenja. Optimiranje genetskim algoritmom je globalna stohasticka metoda, i otpornija je na
lokalne ekstreme. Stoga ¢e se u ovom radu usporediti BFGS gradijentnu metodu optimiranja i
metodu genetskog algoritma na problemu topoloSkog optimiranja oblika konzolnog nosaca

optereéenog silom na kraju.

Sustav koji se optimira je vrlo osjetljiv, te se za razli¢ite vrijednosti parametara optimiranja

dobivaju sli¢cna rjesenja (Slika 44), sto dovodi do lokalnih optimuma.
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Slika 44 Prikaz multi-modalne funkcije cilja u ovisnosti o varijabli x

5.4.1 Optimiranje oblika i topologije opisanog parametarskom LS plohom Hamilton-
Jacobievom jednadzbom
Hamilton-Jacobieva parcijalna diferencijalna jednadzba (H-J) opisana u poglavlju 4, rjesava se
nekim od gradijentnih metoda optimiranja.
Hamilton-Jacobieva diferencijalna jednadzba slijedi iz presjeka level set funkcije sa ravninom x-y,
odnosno iz jednadzbe ®(x,t) = 0 ili bilo kojoj konstantnoj vrijednosti. Tada je totalni diferencijal

level set funkcije d® jednak nuli:

P
—c TVl v, =0, (5.6)

iz Cega slijedi da H-J jednadzba vrijedi samo za rub — izo liniju. Ako se tockama ruba nanese bilo
koja brzina v onda se level set funkcija ®(x) mora mijenjati prema H-J jednadzbi da bi jednadzba
ostala jednaka nuli ili konstantnoj vrijednosti. Zbog toga se H-J jednadzba naziva i transportnom
jednadzbom koja pomice rub (izo liniju). Tangencijalna komponenta brzine ne mijenja rub (izo
liniju), te se pomicanje ruba vrsi preko normalne komponente brzine.

Polje brzina za sve ¢vorove vremenske diskretizacije (RBF ¢vorovi ili cvorovi B-ploha), koje mijenja
level set plohu (4.42) dobiva se iz funkcije cilja i ograni¢enja (minimiziranjem) (4.36). Iz uvjeta
funkcije cilja - minimum podatljivosti, slijedi normalna komponenta brzine v,, koja vodi prema
optimalnom rjesenju (gradijentne metode optimiranja).

Kako H-J jednadZba vrijedi samo za rub —izo liniju, potrebno je prosiriti polje brzina nekim od
numerickih metoda (,,extension velocity” - poglavlje 4.4), kako bi dobili brzine i ostalih tocaka
domene — jednadzbe (4.28) i (4.29). Parametri optimiranja (aproksimacijske tocke kod B ploha P
ili RBF ¢vorovi kod RBF aproksimacije oblika) opisuju cijelu domenu promatranog modela, dok je
normalna komponenta brzine ( jednadzba (4.42)) poznata samo na rubu. Zbog toga se polje brzina
na granici mora na odredeni nacin prosiriti na cijelu domenu. Postoje vrlo razliciti pristupi
rjeSavanja problema prosirenog polja normalne komponente brzine (extension velocity). Brzine ne

postoje izvan presjecene linije level set funkcije, ali ih je potrebno odrediti jer su potrebne za
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proracun (heuristicka metoda). U nekim radovima [39] za proSireno polje brzina (extension

velocity) uzimaju se one brzine za koje su deformacije izvan ove granice jednake nuli:

eCe—1 VxeRYD(x) < —A,
ve =vE(x) ={ vE(x) Vx € E, ) (5.7)
-2 vx € R4|d(x) > A.
gdje se uzimaju razliite vrijednosti v, za rub, unutar zone i izvan zone E (oko slobodne granice),
sa nekim pojasom Sirine A da se izbjegne diskontinuitet funkcije. Drugi radovi za proSirivanje
normalne komponente brzine uzimaju strujnice, tok fluida, ili normale te je po zonama brzina

jednaka. Takoder se moze uzeti i kombinacija susjednih brzina.

Ukoliko se parametrizira level set funkcija RBF ili B plohom, izvrsit ée se separacija prostorne i
vremenske domene (poglavlje 4.3) odnosno dobit ¢ée se H-J diferencijalna jednadzba (5.6) opisana

preko parametara B-splinea (2.18) ili RBF-a (2.59):

n

d(x,t) = Z P;(t) - N;n(x), odnosno ®(x,t) = Z a;(t) - ¢;(x) (5.8)
i=0 ]

i=1
gdje su parametri koji mijenjaju oblik level set plohe (P) aproksimacijske tocke B plohe (2.18), ili
koeficijenti RBF-a (&) (2.59).

Sada se H-J jednadzZba (4.3) moZe zapisati kao veza parametara level set plohe i brzine v, za

pojedinu tocku granice (5.9):

ZPi(t)-Ni(x) + v, VD] = 0 (5.9)
i=1

Dobiva se sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi koji vrijedi samo za izo liniju (parametrizirana H-
J jednadzba), pri cemu je izvrSena separacija prostorne i vremenske domene. Obicne
diferencijalne jednadzbe rjesavaju se nekim od numerickih metoda, na primjer kolokacijskom
metodom.

Normalna brzina v,, (4.42) dobivena je iz derivacije oblika Lagrangeove funkcije cilja (4.37).
Normalna brzina govori koji je smjer najbrze promjene Lagrangeove funkcije. Promjenom

normalne komponente brzine mijenjaju se i kontrolne tocke level set funkcije P.

Alternativno kolokacijskom pristupu je gradijentni pristup preko analize osjetljivosti.

Jednadzba (5.9) zapisat ée se kao:
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1 .
Up = W; Pi(t) ' Ni(.X') (510)

Uvrstenjem jednadzbe (5.10) u jednadzbu najbrzeg spusta (4.41) (derivacije oblika), dobiva se

parametrizirani izraz najbrZzeg spusta za dopustivi minimum Lagrangeove funkcije (5.11):

dL—ip (- £7De) - —— - Ny(x)dT (511)
i . ian £ De Vo] i(x) .

i=1
Iz izraza (5.11) dolazi se do izraza za osjetljivosti Lagrangeove funkcije L.
SloZena Lagrangeova funkcija L ovisi o polju pomaka i parametrima level set funkcije (P; i
N;,odnosno ;i ¢;). Bazne funkcije N; tj. funkcije oblika ¢; ovise samo o prostornim
komponentama, dok parametri P; i a; ovise o kvazivremenu.
n n
LN, N T +/126VP (5.12)
dt ZuorP ' Lior't 7. : '
=1 =1 i=1
Ako se usporede jednadzbe (5.11) i (5.12), dobivaju se izrazi za izracun osjetljivosti potrebni za
postupak optimiranja najbrzim spustom u parametarskom obliku:

dj - 1
—= De-——"N; r 5.13
dPi LQE £ |V(D| L(x)d ( )

5—; = fmﬁ-m(x)dr (5.14)
Smijer traZenja (smjer brzine level set funkcije) odreduje se iz formulacije najbrZzeg spusta, koji za
opcu funkciju f(y) iznosi -Vf (y):

minf(y) = Ay =-Vf(y), (5.15)
gdje je:

Af = fly+Ay) —f(y) = Vf - Ay (5.16)
Sada su novi parametri level set plohe:

P = PP+ b, (5.17)

P; — predstavlja vektor smjera trazenja (steepest descent direction).
Vektor smjera traZenja uvrstava se u gradijentnu metodu najbrzeg spusta kao gradijent funkcije
pomocu kojeg ce se vrsiti trazenje minimuma Lagrangeove funkcije (4.37). Slika 45 prikazuje

nacelni dijagram toka postupka najbrzeg spusta level set parametriziranom plohom.

Rezultati dobiveni topoloskim optimiranjem opisanim postupkom predstavljeni su u brojnim

radovima [41], [45], [46], [47], i posluZit ¢e nam za usporedbu rezultata istrazivanja (Slika 46).

Doktorska disertacija — Igor Pehnec



Razrada numerickog postupka topoloskog optimiranja oblika

Pocetni
parametri level
set plohe

v

Izraéun gradijenta lagrangeove
funkcije cilja:

' dL & (8\] GV] :
-+ A— PI
oP oP

o

Da li je gradijent maniji od
tolerancije:

dL

rieSenje

< tol

) . i dL
Za smjer 1D kretanja odabrati d = ——

dt
Nekom od metoda 1D trazenja minimuma

funkcije L(t +77d) (metodom sekante) po
1D varijabli n naci nep

v

Novo polje parametara level set plohe:
Pin+l — F)in +T'Api

Slika 45 Dijagram toka optimiranja level set plohe metodom najbrZeg spusta

Slika 46 Jedan od rezultata topoloskog optimiranja H-J transportnom jednadzbom
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5.5 FEM model

Optimiranje level set metodom promatrat ée se kroz primjer 2D nosaca opterec¢enog na savijanje.
Naprezanja, deformacije i pomaci u konstrukciji racunat ¢e se metodom konacnih elemenata u
gotovom programskom paketu ADINA, a detaljnija razrada analize konacnim elementima dana je
u poglavlju 2.6.1, gdje je prikazan i dijagram toka metode konacnih elemenata (Slika 12).
Postoje dva nacina rjeSavanja metodom konacnih elemenata pri promjeni oblika :
- Zamjenski materijala , Ersatz material” (poglavlje2.6.1.1) Slika 47-aici
- PremreZavanje (Remeshing) odnosno ponovno formiranje mreZe konacnih elemenata. Pri
promjeni geometrije potrebno je ponovno kreirati mrezu konaénih elemenata. Ovaj
postupak je numericki zahtjevan jer je potrebno parametrizirati granice domene unutar
koje ¢e se formirati nova mreza konacnih elemenata koja je i sama numericki zahtjevna.
Parametrizacija ruba svodi se na ispitivanje kroz koje elemente prolazi rub, te se kroz
teziste tih elemenata provlaci parametarska jednadzba (B-ploha, RBF funkcija, itd.) - Slika

47-aib.

(b) i (©)
Slika 47 Prikaz stvaranja nove mreZe konacnih elemenata parametrizacijom granica level set

funkcije (a) i (b) i metodom zamjenskog materijala (c)

Kako je ponovno kreiranje mreze konacnih elemenata numericki zahtjevniji postupak u smislu
proracunskog vremena, u ovom radu vrsit ¢e se analiza kona¢nim elementima metodom

zamjenskog materijala.
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5.6 Numericka implementacija optimiranja oblika i topologije razvojem ad-

hoc heterogenog workflowa u racunalnom clusteru sa paralelizacijom

Topolosko optimiranje oblika level set metodom moZe se izvoditi promjenom vrijednosti
parametara (varijabli optimiranja) koje parametriziraju level set plohu. Na ovaj nacin promjenom
varijabli optimiranja (kontrolne tocke B-plohe ili RBF funkcije) mijenja se geometrija i topologija
modela. U ovom slucaju Hamilton-Jacobieva jednadzba nije potrebna.

Primjer ovakvog postupka optimiranja dao je Habert u svojem radu [67] uz primjenu SQP
(Sequential Quadratic Programming) postupka optimiranja.

Iz sveg navedenog uocava se da topolosko optimiranje oblika podrazumijeva niz razliitih slozenih
numerickih postupaka (parametrizacija geometrije, metode optimiranja funkcije cilja, izracun
fizikalnih pojava u modelu te pohrana i obrada podataka). Numericki postupak odredivanja
fizikalnih pojava u modelu rjesavaju se u raznim programskim alatima metodom konacnih
elemenata (ADINA, CATIA, NASTRAN, FLUENT, itd.). Jedan od ciljeva ovog rada je spojiti gotove
programske pakete koji rjeSavaju naprezanja i deformacije u modelu sa topoloskim optimiranjem
geometrije modela. Komunikacija izmedu razlicitih aplikacija odradena je .net WCF (Windows

Communication Foundation) klijent aplikacijom (Slika 48).

Periodicna provjera zauzetosti
—®| pojedinog servisa, za slobodni
servis 3alje se novi zahtjev

Definiranje krajnjih adresa servisa i
—®| parametara zahtijeva servera i
servisa za pokretanje

.net CLIENT Nakon pokretanja definiranje
pokrece servise na kojima servera i servisa kao «zauzeti»

se izvodi analiza kona¢nim
elementima Postavljenje klijenta za asinkrono

izvodenje pojedinog servisa
Asinkrono izvodenje pojedinog
——P> . EEEE—
servisa SERVISI
Pozivanje servisa za

Kada servis zavrsi, prekid asinkronog analizu konaénim
——> izvodenja pojedinih servisa, te ] elementima,...

postavljanje servisa na «ne zauzeto»

Slika 48 Dijagram toka klijenta koji traZi zahtjev od servisa za izvrSenje niza naredbi preko WCF

servisa

98 Doktorska disertacija — Igor Pehnec



Razrada numerickog postupka topoloskog optimiranja oblika

Uz klijent aplikaciju postavlja se servis aplikacija (Slika 49), koja pomocu klase ,, massage passing”
naredbom ,SendKey“ moze upravljati sa raunalom (pozvati odgovarajuéi program, upravljati sa
radom programa i izvrSavati program), te rezultate koji se dobiju proracunom moguce je
postupkom rudarenja podataka (Data mining) spremiti na disk racunala i obradivati u svrhu

dobivanja funkcije cilja i ograni¢enja danog problema.

SERVISI

——> A . - . .
Implementirati naredba koje treba izvr$avati servis

Zadati niz naredbi kako bi se pokrenuo proracun
konacénim elementima u ADINA programskom
paketu za svaki set varijabli u optimizacijskom

ciklusu

SERVISI >

- definirati broj servisa,
klasu, servis host te
adrese servera i servisa

4>| Otvoriti ADINA program, ukoliko ve¢ nije otvoren

- definirati servisne upute Zadati niz naredbi .l Utitati model koji se Zeli optimirati |
i naredbe koje servisi ili poruka kroz
izvr$avaju vanjsku aplikaciju Promijeniti geometriju modela, promjenom
—>» > " - N
u svrhu materijala pojedinog konacnog elementa
pokretanja
servisa 4>| Pokrenuti proracun konaénim elementima|

4>| Sacuvati izlazne podatke MKE proracuna ADINA-e |

Slika 49 Dijagram toka servisa koji izvrSavaju zadani set naredbi pomocu WCF servisa

Rudarenje podataka je postupak koji uzima podatke iz izlaznih tekstualnih datoteka kreiranih
nakon numerickog postupka (konac¢nim elementima) u nekom od programskih alata za numericku
analizu (ADINA). Izlazna tekstualna datoteka sadrzi rezultate (naprezanja i deformacije) modela
konzolne grede opterecéene silom (Slika 28). Postupkom rudarenja podataka izdvajaju se podaci

koji su potrebni za daljnji proracun i analizu u procesu optimiranja.

Klijent aplikacija poziva odgovarajudi servis koji izvrsava set zadanih naredbi (proracun konacnim
elementima). Servis moZe biti na istom racunalu gdje se nalazi i klijent (Local Host), ili se preko IP
adresa mogu pozivati udaljeni servisi (cluster racunala) ¢ime se omogucuje paralelizacija procesa
optimiranja. U tom slucaju, sve podatke prorac¢una pojedinih servisa potrebno je spremiti na
klijent racunalo koje obraduje podatke i na osnovu rezultata prora¢una moze obavljati proces
optimiranja. Za svaki servis potrebno je posebno prevesti program sa vlastitom IP adresom i
zadanim setom naredbi kojeg servis treba izvrsiti. Aplikaciju je potrebno aktivirati na servisu kako
bi servis ¢ekao upute klijenta koji daje naredbu za pokretanje servisa. Na klijent racunalu
potrebno je registrirati svaki od usluznih servisa (servis reference), sa pripadajuéim IP adresama i
portom kojeg je potrebno propustiti kroz vatrozid (ukoliko je ukljucen). Klijent provjerava
asinkrono zauzetost pojedinog servisa, te ukoliko je servis slobodan, moguce mu je zadati novo

izvrSenje za drugi set varijabli optimiranja.

Doktorska disertacija — Igor Pehnec 99



Razrada numerickog postupka topoloskog optimiranja oblika

U ovom radu izraden je tok podataka (workflow) sustav u programskom jeziku C#, sa klijent
aplikacijom (Slika 48) i servis (WCF) aplikacijom (Slika 49), kao izvrSnom datotekom (exe) [53].
Paralelno racunanje je testirano, te smanjuje vrijeme izvrSenja procesa optimiranja genetskim
algoritmom proporcionalno sa poveéanjem broja racunala. Broj paralelnih ra¢unala pri
predlozenom nacinu paralelizacije jednak je broju populacije, ili njenom visekratniku.

Primjeri topoloskog optimiranja u ovom radu koriste servis koji se poziva na istom ra¢unalu gdje i

klijenti, odnosno koristeno je jedno racunalo pri topoloskom optimiranju konstrukcije.

Prilikom procesa optimiranja, optimizator generira set varijabli koje mijenjaju geometriju zadanog
modela. Optimizator nakon toga poziva klijent aplikaciju koja pokrece servis (ili viSe njih) da izvrsi
zadani set naredbi (analizu konacnim elementima). Izlazni podaci dobiveni numerickom analizom
obraduju se prethodno opisanim postupkom (rudarenjem podataka). Postupkom rudarenja
podataka dobivaju se podaci pomodu kojih se odreduju vrijednosti funkcije cilja (npr. volumen) i
ogranicenja (npr. naprezanja i deformacije) za postupak optimiranja.

Slika 50 prikazuje dijagram toka optimiranja nosaca (Slika 28):
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— | Optimizator — generira
varijable optimiranja

Parametrizacija geometrija (Level set funkcije)

YYVYYYYVVVYY

Ulazni podaci (promjena geometrije)
za analizu konac¢nim elementima

¢¢$$¢$$¢¢$$

| net klijent — poziva serwse

YYVYVVVVVVY

Servisi - izvrSavaju zadani set naredbi
(analizu konacnim elementima za
promijenjenu geometriju)

YYVYVVVVYYY

Izlazni podaci (rezultati analize konacnim
elementima na lokalnim servisima)

TYVYYYVYYYY

«Data mining» (obrada
rezultata analize)

YYVVVVVYY

Provjera funkcije cilja (minimum volumena
uz ogranicenje naprezanja ili minimum
podatljivosti uz ograni¢enje volumena)

Slika 50 Dijagram toka procesa optimiranja

WCF i rudarenje podataka su opéenite metode komuniciranja izmedu razlicitih aplikacija, te je
stoga ova metoda primjenjiva na razliCite tipove problema. WCF komunikacija ima prednost pred
ostalim metodama paralelizacije jer se mogu izvoditi razliCiti procesi na paralelnim ra¢unalima, Sto

kod klasi¢nih clustera nije slucaj.
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5.7 Metoda odgrizanja materijala (elemenata sa najmanjim vrijednostima

naprezanja)

Metoda odgrizanja materijala smanjuje volumen konstrukcije na nacin da se u svakom prolazu
proracuna metodom konacnih elemenata pronadu elementi sa najmanjim vrijednostima
naprezanja, te se tim elementima u sljede¢em koraku mijenjaju svojstva materijala u izrazito meki
materijal. Metoda ovisi o broju konacnih elemenata i najprimitivniji je nacin topoloskog
optimiranja.

Optimiranje metodom odgrizanja materijala je nepovratan proces optimiranja, odnosno elementi
koji u toku procesa optimiranja dobiju svojstva ne-nosivog dijela konstrukcije, ne mogu se vise
pojaviti kao nosivi elementi. Iz tog razloga metoda odgrizanja materijala je primjenjiva samo za

jednostavnije primjere optimiranja konstrukcija.

Za problem kao u poglavlju 5.1 metodom odgrizanja materijala optimiran je konzolni nosac
definiran u programskom paketu ADINA kao 2D nosac uklijesten na lijevom kraju i optereéen
silom na desnom kraju. Omjer raspona ploce iznosi 2:1 (Slika 28).

Usvojena je Sirina ploce 10 puta manja od visine. Broj konacnih elemenata na koji se podijelio
konzolni nosac je 3200 elemenata.

Koristen je 2D konacni element ravninskog stanja naprezanja, za koji je usvojeni omjer visine u
odnosu na Sirinu ploce relativno velik, medutim omjeri dimenzija nisu presudni jer je svrha ovog
istrazivanja analiza topoloskih pojava u promatranoj ploci.

Za materijal konstrukcije odabran je aluminij sa svojstvima:

E; = 70 GPa - Youngov modul elasti¢nosti

v = 0.25 — Poissonov omjer

Konstrukcija kojoj se dodijelio ne-nosivi materijal ima sljedeca svojstva materijala:

E, = 700 Pa — Youngov modul elasti¢nosti

v = 0.25 — Poissonov omjer

Kriterij za dodjelu mekseg materijala nosivom dijelu konstrukcije je naprezanje u pojedinom
nosivom elementu. Metodom konacnih elemenata u programskom paketu ADINA proracunala su
se naprezanja u svakom elementu i ispisala u jednu izlaznu datoteku. Postupkom rudarenja
podataka izradenim u vlastitom C-programu izdvojili su se elementi sa najmanjim naprezanjima,
naprezanja koja su veca od dopustenih naprezanja (ukoliko postoje) (644, = 60 MPa) i

deformacije veée od neke zadane vrijednosti.
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Elementi koji imaju najmanja naprezanja proglasavaju se kao ne-nosivi dijelovi konstrukcije u
ulaznoj datoteci za proracun konacnim elementima u ADINA programskom paketu.

Analogno postupku rudarenja podataka, postoji i postupak pohrane podataka (,,Data burying”)
koji mijenja tekstualnu datoteku ulaznih podataka. Ulazni podaci (,,input file“) se u svakoj iteraciji
mijenjaju na nacin da se ucita tekstualna ulazna datoteka modela konzolnog nosaca te se u njemu
izmjeni modul elasti¢nosti svih elemenata koji su u tijeku optimiranja poprimili ne-nosiva svojstva.
Nakon toga pokrece se proracun konacnim elementima za sljedecu iteraciju.

Proracun konac¢nim elementima pokrece se u ,,batch modu” programa ADINA iz nekog od
programskih alata (C, MATLAB, itd.) start-run naredbom.

Postupak se ponavlja sve dok se ne pojave naprezanja ili deformacije vec¢a od dopustenih.
Smanjenje volumena 2D grede koje se dobiva opisanom metodom odgrizanja materijala sa
pocetne pune ploce (3200 elemenata) je 85.16% i iznosi 14.84% od pocetnog volumena (475
elementa) (Slika 51). Koncentracija naprezanja na mjestima gdje je uski pojas prijelaza iz punog
materijala u meki javlja se samo uslijed prikaza vrijednost naprezanja u integracijskim tockama
(Slika 51 -a). Ako se odabere ,,Smooth plot“ (zagladeni prikaz) naprezanja u ADINA-i dobiva se bolji
uvid u raspodjelu naprezanja kroz promatranu gredu. ,,Smooth plot“ funkcija u programskom
paketu ADINA prikazuje vrijednosti naprezanja u svim ¢vorovima konacénih elemenata (Gaussovim
tockama) (Slika 51 - b).

Metoda je vrlo primitivna. Ako se u tijeku proracuna pojave naprezanja i deformacije vece od
dopustenih, proces optimiranja se zaustavlja. Vrijeme proracuna je direktno proporcionalno broju

konacnih elemenata.
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Slika 51 Optimum pri rijeSavanju odgrizanja konacnih elemenata sa najmanjim vrijednostima

naprezanja (a) naprezanja u elementima (b) naprezanja u Gaussovim tockama

Ovaj jednostavni primjer sa 3200 elemenata izvodio se oko 100 minuta.

U rjesenju dobivenom metodom odgrizanja materijala (Slika 51) moZe se uociti asimetrija
konzolne konstrukcije. Bolji rezultat optimiranja dobili bi ukoliko se poveca broj konacnih
elemenata.

Rezultat dobiven topoloskim optimiranjem odgrizanjem materijala sluzit ée za usporedbu sa

rezultatima dobivenih topoloskim optimiranjem parametriziranom level set plohom (poglavlje 6).
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6. Rezultati istrazivanja

U dosadasnjim istrazivanjima, predstavljana je level set metoda topoloskog optimiranja
transportnom Hamilton-Jacobievom jednadzbom. Ovakav proces optimiranja temelji se na
gradijentnom postupku i izracunu smjera pomicanja izo-linije level set funkcije (poglavlje 4).
Gradijentni algoritmi iz proizvoljnog rjesenja (npr. iz pune ploc¢e) daju losa rjeSenja pri topoloskom
optimiranju. Razlog loSeg rjesenja je sklonost zaustavljanja gradijentnih algoritama u lokalnim
ekstremima funkcije cilja (poglavlje 5.4).

Pri topoloSkom optimiranju modela iz proizvoljnog pocetnog rjesSenja, moguce je globalnim
metodama trazenja minimuma funkcije cilja (genetskim algoritmom) pronaci dobra inicijalna
rjeSenja za topolosko optimiranje gradijentnim postupcima.

Genetski algoritam je globalna metoda traZzenja minimuma funkcije cilja, medutim metoda je

spora, pogotovo kod modela sa velikim brojem varijabli optimiranja.

U ovom poglavlju ispitat ¢e se koliko je metoda topoloSkog optimiranja level set parametriziranom
plohom (RBF funkcijom ili B-plohom) opisanom u poglavlju 4 (Slika 27), sposobna generirati dobra
inicijalna rjesenja za gradijentne postupke topoloskog optimiranja.

Takoder se Zeli ispitati koliki broj parametara level set funkcije koja opisuje model utjece na

mogucnost reprezentacije modela 2D konzole opterecene silom na kraju (Slika 28).

6.1 Rezultati topoloskog optimiranja level set funkcijom parametriziranom

radijalnim baznim funkcijama

U ovom radu kao prvi primjer optimiranja level set metodom, parametrizirana je level set funkcija
RBF aproksimacijskom metodom (2.48), (2.49), (2.59) sa 36 parametara opisa. RBF parametri a,,
d. i q odabrani su kako je predloZeno u poglavlju 5.2 za 6x6 varijabli optimiranja. a, = 0.1,
d.=05iqg=0.3

U vedini radova broj konacnih elemenata i broj varijabli optimiranja je isti (7200-120x60 [40]),
(1200-60x20 [7], [46]), (5000-100x50 [45]), a kako u ovom radu broj varijabli optimiranja opisuje
parametarsku level set funkciju koja opisuje geometriju modela moguce je odabrati proizvoljan

broj konacnih elemenata, bez povecanja varijabli optimiranja.
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Broj konacnih elemenata koji je usvojen za naredne primjere je 3200 (80x40) (kao u radu Xing i
suradnika[41]). Sa veéim brojem konacnih elemenata povecava se tocnost, a i prikaz rezultata je
bolji.

Aproksimirana level set ploha mijenja se u procesu optimiranja pomocu varijabli optimiranja.
Varijable optimiranja su z koordinate ¢vorova RBF funkcije.

Funkecija cilja je minimalni volumen uz ograni¢enja naprezanja. Volumen je definiran kao zbroj
konacnih elemenata nosivog dijela konstrukcije (diskretna funkcija).

Podaci o ekvivalentnim naprezanjima koji se javljaju u modelu dobivaju se postupkom rudarenja
podataka, opisanim u poglavlju 5.6, za sve Gaussove tocke u svim konac¢nim elementima.
Naprezanja koja su vecéa od dopustenih zbrajaju se i ulaze kao ogranic¢enja u formulaciju sa
vanjskom kaznenom funkcijom (2.14). Dozvoljena naprezanja za odabrani materijal modela
(aluminij) iznose g4,, = 60 MPa. Naprezanja u elementima koja su veca od dopustenih
normirana su prema jednadzbi (5.4).

Primjenom C# vlastitog programa WCF, opisanog u poglavlju 5.6, pokreée se proces numerickog

rjeSavanja konacnim elementima.

Model koji se podvrgava topoloskoj optimizaciji je 2D greda uklijestena na svom lijevom kraju, i
opterecéena silom na desnom kraju kako je opisano u poglavlju 5.1 (Slika 28).

Na tijek optimiranja veliki znacaj imali su parametri oblika a., d. i q koji govore o Sirini zvona RBF
funkcije i utjecaju okolnih ¢vorova (poglavlje 5.2). Ukoliko je umnoZak parametara a, - d, velik
(50% sirine nosaca — odnosno 0.5), RBF aproksimacija nije bila u stanju formirati rupe u
promatranoj domeni. Razlog tome je medusobni utjecaj svih to¢aka RBF-a (vidi poglavlje 5.2).
Medutim, ukoliko su parametri oblika premali, dolazi do lokalizacije u pojedinim ¢vorovima, Sto
takoder moze imati lo$ utjecaj pri topoloskom optimiranju (slaba povezanost varijabli). Stoga ce se
ovaj umnoZzak parametara (a, * d.) znacajno smanijiti (5% Sirine nosaca 0.05). Odabir ,dobre”

vrijednosti parametara oblika a,, d. i g razmotrio se u poglavlju 5.2.
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Slika 52 Nosac optimiran metodom genetskog algoritma. Level set funkcija opisana sa 6x6 RBF

¢vorova, a. - d. = 0.05,q = 0.3 /3200 konacnih elemenata iz pune ploce

Slika 52 prikazuje optimum dobiven sa malim brojem parametara koji opisuju level set funkciju,
svega 36 varijabli. Pocetno rjesenje je puna ploc¢a sa 3200 konaénih elemenata, a volumen je
smanjen za 76% odnosno na 24% od pocetnog broja elemenata (768 elemenata). Postupak
optimiranja izvrSavao se genetskim algoritmom uz populaciju od 108 jedinki i 200 generacija. Broj
elitnih jedinki koji se prenosio u sljede¢u generaciju iznosio je 2. Parametar krizanja jedinki
postavljen je tako da se 80% jedinki iz prethodne generacije (ne ukljucujuci elitne jedinke)
medusobno kriZa slu¢ajnim algoritmom, a kriZane jedinke prenose se u sljede¢u generaciju.
Mutacija djeluje nad ostalim jedinkama koje nisu sudjelovale u kriZzanju, gdje se svakoj jedinci
mijenja dogovarajuéi postotak (usvojeno 5%) kromosoma sluc¢ajnim algoritmom ravnomjerno po
jedinci (uniformna mutacija).

Raspon unutar kojeg se krecu kontrolne tocke (varijable optimiranja) moze utjecati na brzinu
konvergencije genetskog algoritma. U ovom primjeru odabran je raspon varijabli optimiranja
izmedu -1 i 1. KoriSteno je realno kodiranje varijabli i funkcije cilja pri optimiranju genetskim

algoritmom.

Poveéanjem generacija pri optimiranju genetskim algoritmom nije se uspjelo dobiti bolje rjeSenje.
Uoceno je da mali broj parametara RBF aproksimacije ne opisuje dobro level set funkciju za zadani
problem optimiranja.

Povecéanjem broja varijabli optimiranja na 144, dobiva se(Slika 53):
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Slika 53 Nosac optimiran metodom genetskog algoritma. Level set funkcija opisana sa 12x12 RBF

¢vorova, a, - d. = 0.05,q = 0.05i 3200 konacnih elemenata iz pune ploce

Parametri RBF interpolacijskih funkcija promijenjeni su prema predloZenim vrijednostima iz
poglavlja 5.2 (Tablica 1). Postupak optimiranja izvodio se genetskim algoritmom uz populaciju od
864 jedinke kroz 100 generacija. Takoder, povec¢anjem broja generacija genetski algoritam nije
uspio nadi bolje rjesenje.

Iz priloZenih rezultata u poglavlju 5.2 moZze se zakljuciti da broj od 144 varijable optimiranja moze
opisati nosa¢ manjeg volumena nego dobiveni rezultati u ovom poglavlju (6.1).

Pokazalo se da predloZena formulacija nije dala dobra rjeSenja topoloski optimiranog modela.
Razlozi za loSe rezultate topoloskog optimiranja level set metodom parametriziranim RBF
funkcijama moguci su uslijed loSe kontrole RBF aproksimacije level set funkcije. Daljnji postupak
topoloskog optimiranja obavljat ée se B-plohom kao funkcijom opisa level set plohe, dok se
parametrizacija level set funkcije RBF aproksimacijskim funkcijama ostavlja za buduéa istraZivanja.

Aproksimacija B-plohom daje bolju kontrolu parametrizirane funkcije.
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6.2 Rezultati topoloskog optimiranja level set funkcijom parametriziranom

B-plohom

U poglavlju 5.2 zakljucilo se da je RBF aproksimacija level set funkcije vrlo ovisna o parametrima
oblika RBF-a (a., d. i q), kao i o broju ¢vorova interpolacije (varijable optimiranja), $to je Cini
manje pogodnom od aproksimacije B-plohom.

U nastavku Ce se koristiti uniformna B-ploha drugog stupnja, za opis level set funkcije, pri
topoloskom optimiranju konzolnog nosaca optereéenog silom na kraju, kako je opisano u
poglavlju 5.1. Varijable koje utjecu na preciznost reprezentacije level set funkcije B-plohom su broj
kontrolnih tocaka (varijable optimiranja) i stupanj B-plohe.

Broj konacnih elemenata koji je usvojen za naredne primjere je 3200 (80x40). Sa veéim brojem
konacnih elemenata povecava se to€nost, a i prikaz rezultata je bolji.

Aproksimirana level set ploha mijenja se u procesu optimiranja pomocu varijabli optimiranja.
Varijable optimiranja su z koordinate ¢vorova B-plohe. Bududi rad bi mogao za varijable
optimiranja mijenjati kontrolne toc¢ke u svim smjerovima (x,y i z).

Tezista konacnih elemenata zadanog modela ispituju se u odnosu na vrijednost aproksimirane
level set funkcije. Ukoliko koordinati tezista promatranog konacnog elementa pripada negativna
vrijednost aproksimirane level set funkcije, kona¢ni element poprima svojstva materijala nosivog
dijela konstrukcije (Youngov modul elasti¢nosti aluminija E,; = 70 [GPa]). Ako koordinati teZista
promatranog konacnog elementa pripada pozitivna vrijednost level set funkcije, konacnom
elementu smanjuje se Youngov modul elasti¢nosti (E,, = 700 [Pa]) uslijed ¢ega takav konacni
element nije u moguénosti prenositi opterecenje. Unos promijenjenih podataka u tijeku
optimiranja vrsi se postupkom pohrane podataka opisanim u poglavlju 5.7.

Analizu konstrukcije konacnim elementima moguce je izvesti WCF komunikacijom na nacin koji je
opisan u poglavlju 5.6, sto omoguduje izvrSenje razli¢itih procesa paralelno. Vrijeme jednog
prora¢una ovakvom metodom traje oko 13 sekundi. Alternativho WCF postupku izvrSenja
proracuna moZe se koristiti ,,Batch mode” programa ADINA. Numericka analiza poziva se direktno
iz programskog jezika preko run aplikacije, ali se viSe ne mogu izvoditi razli¢iti procesi paralelno u
toku optimiranja, $to u ovom trenutku nije potrebno.

Ako koristimo ,,Batch“ mod programa ADINA vrijeme jednog proracuna skratilo se za 77% i iznosi
3 sekunde. Pokretanjem proracuna u ,Batch“ modu direktno se u ulaznu datoteku, koju pokrece
ADINA, postupkom pohrane podataka unose promjene nastale u svakom koraku optimiranja.
Postupkom rudarenja podataka, opisanim u poglavlju 5.6, izdvajaju se svi potrebni podaci za

proces optimiranja iz izlazne datoteke dobivene numerickom analizom (konaénim elementima).
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6.2.1 Formulacija minimalnog volumena pri topoloskom optimiranju level set funkcijom
Za formulaciju problema kao funkcija cilja uzima se minimum volumena, dok su ogranicena
prekomjerna odstupanja naprezanja i deformacija.
Podaci o ekvivalentnim naprezanjima u modelu dobivaju se postupkom rudarenja podataka,
opisanim u poglavlju 5.6, za sve Gaussove tocke u svim konacnim elementima. Naprezanja koja su
veca od dopustenih zbrajaju se i ulaze kao ogranicenja u formulaciju sa vanjskom kaznenom
funkcijom (2.14). Dozvoljena naprezanja za odabrani materijal modela (aluminij) iznose
Oqop = 60 [MPa]. Ograniéenja naprezanja i pomaka normirana su prema jednadzbama (5.4) i

(5.5) iz poglavlja 5.3.1.

6.2.1.1 Optimiranje metodom genetskog algoritma
Za broj aproksimacijskih ¢vorova B-plohe odabralo se 36 (6x6) ¢vorova (Slika 54 -a), 144 (12x12)
¢vora (Slika 54 - b) i 576 (24x24) ¢vorova (Slika 54 - c). Broj ¢vorova aproksimacijske level set
funkcije je i broj varijabli optimiranja. Optimiranje se izvodilo metodom genetskog algoritma uz
pocetno rjeSenje pune ploce (3200 konacnih elemenata), te uz prethodno opisane uvjete (6.2).
Broj elitnih jedinki koji se prenosio u sljedeéu generaciju iznosio je 2. Parametar krizanja jedinki
postavljen je tako da se 80% jedinki iz prethodne generacije (ne ukljucujudi elitne jedinke)
medusobno kriZa slu¢ajnim algoritmom. KriZzane jedinke prenosi u sljede¢u generaciju. Mutacija je
parametar genetskog algoritma koji mijenja odredene jedinke iz trenutne generacije i tako
izmijenjene jedinke prenosi u sljedeéu generaciju. Parametar krizanja kombiniranjem kromosoma
jedinki iz prethodne generacije, stvara novu jedinku. Kada je populacija priblizno konvergentna,
krizanje ne pridodaje promjeni populacije, jer se krizaju iste jedinke. Tada se koristi mutacija.
Mutacija djeluje nad jedinkama koje nisu sudjelovale u kriZzanju, gdje se svakoj jedinci mijenja
dogovarajudi postotak (npr. 5%) kromosoma sluc¢ajnim algoritmom ravnomjerno po jedinci
(uniformna mutacija). Parametar mutacije povecéava raznolikost populacije, medutim prevelike
vrijednosti mutacije nad veéim dijelom populacije moZe uzrokovati degeneraciju populacije.
Raspon unutar kojeg se krecu kontrolne tocke (varijable optimiranja) moze utjecati na brzinu
konvergencije genetskog algoritma. U ovom primjeru odabran je raspon varijabli optimiranja
izmedu -1 i 1. KoriSteno je realno kodiranje varijabli i funkcije cilja pri optimiranju genetskim

algoritmom.
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Slika 54 Rjesenje level set optimiranja genetskim algoritmom iz pune ploce sa (a) 36 varijabli, (b)

144 varijabli i (c) 576 varijabli

Za slucaj 36 varijabli koji opisuju level set funkciju (Slika 54 - a), veli¢ina populacije genetskog
algoritma bila je 108, a broj generacija 500 dok je vrijeme trajanja proracuna (sa WCF-om) bilo
oko 475 sati. Optimum koji je dobiven u ovako definiranom modelu optimiranja smanjio je
volumen na 16.6% (531 element) od pocetnog volumena (3200 elemenata). Zbog dugog trajanja
proracuna sa relativno malim brojem varijabli numericka analiza kona¢nim elementima izvodit ¢e
se u ADINA ,,Batch modu”, ¢ime se izbjegava WCF i ubrzava proces optimiranja.

Slika 54 - b prikazuje rjeSenje topoloskog optimiranja grede sa 144 varijable optimiranja uz
populaciju 864 jedinke i kroz 100 generacija. Vrijeme koje je bilo potrebno za optimiranje je 268
sati pri proracunu u Batch modu ADINA-e, dok je optimalna konstrukcija smanjila svoj volumen na
13.4% (428 elemenata) od pocetnog volumena pune ploce (3200 elemenata).

Za broj varijabli optimiranja 576 proracun je trajao 470 sati uz populaciju 1728 jedinki i kroz 88
generacija pri proracunu u Batch modu ADINA-e. Optimalna konstrukcija smanjena je na 12.3%
(394 elemenata) od pocetnog volumena (3200 elemenata).

Parametri genetskog algoritma uzimaju se vrlo oprezno. Velicina populacije jedinki ima utjecaj kod
raznolikosti jedinki, koja je nuzna za dobivanje globalnog optimuma funkcije cilja. Iz iskustva je
poznato da veli¢ina populacije treba biti barem tri puta veca od broja varijabli optimiranja, kako bi
se osigurala dobra raznolikost jedinki u jednoj generaciji. Veliki broj generacija doprinosi
konvergenciji populacije prema rjesenju. Postupak optimiranja zaustavlja se kada je postignut
maksimalni broj generacija ili ako postupak konvergira ranije prema rjeSenju. Vrijeme optimiranja

direktno je proporcionalno veli¢ini populacije i broju generacija, te se stoga iskustveno uzima broj
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generacija izmedu 100 i 200. Kao kriterij zaustavljanja procesa topoloskog optimiranja moguce je
uzeti promjenu funkcije cilja. Odnosno, ukoliko nema smanjenja funkcije cilja kroz odredeni broj
generacija, genetski algoritam se moZe zaustaviti.

Usporedujudi dobivene rezultate (Slika 54), mozZe se zakljuciti da maniji broj varijabli ima za
posljedicu deblje pojaseve konture (Slika 54-a). Vedi broj varijabli koje opisuju level set plohu
omogucuje dobivanje tanjih pojaseva konture modela (Slika 54-c), ali se broj varijabli optimiranja
znacajno povecava, Sto ima za posljedicu produljenje vremena proracuna. Medutim, postoji
mogucnost da se promjenom parametara genetskog algoritma dobije bolje rjesenje i sa
smanjenim brojem varijabli (npr. 144 varijable, Slika 54-b). Ispitivanje utjecaja operatora

genetskog algoritma na rjeSenje topoloskog optimiranja grede dano je u poglavlju 6.2.1.2.

Ukoliko se algoritmu optimiranja (genetski algoritam) zada pocetno rjesenje (Slika 55 - a) uz iste

uvjete optimiranja kao u prethodnom primjeru, dobivaju se sljededi rezultati (Slika 55 b,c i d):
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Slika 55 Rjesenje level set optimiranja genetskim algoritmom iz (a) poCetnog rjesenja, (b) sa 36

varijabli, (c) 144 varijable i (d) 576 varijabli optimiranja

Za 36 varijabli optimiranja, velic¢ina populacije genetskog algoritma bila je 108, a broj generacija
500, te je vrijeme trajanja proracuna (sa WCF-om) bilo oko 319 sati. Volumen dobiven uz ovakve
uvjete smanjen je na 30.3% (435 elemenata) od pocetnog volumena (1463 elementa), odnosno na
13.6% volumena pune ploce (3200 elemenata) (Slika 55 — b).

Level set funkcija opisana sa 144 varijable optimiranja optimirala se genetskim algoritmom sa
veli¢inom populacije od 864 jedinke i kroz 100 generacija. Vrijeme koje je bilo potrebno za

optimiranje modela je 177 sati pri proracunu u Batch modu ADINA-e. Optimalna konstrukcija

112 Doktorska disertacija — Igor Pehnec



Rezultati istrazivanja

dobivena je kao 25.9% (379 elemenata) od pocetnog rjeSenja (1463 elementa), odnosno 11.8%
volumena od pune ploce (3200 elemenata) (Slika 55 - c).

Poveca li se broj varijabli koji opisuju level set funkciju na 576, uz optimiranje genetskim
algoritmom i veli¢inu populacije 1152 jedinke kroz 300 generacija, vrijeme optimiranja trajalo je
1205 sati pri proracunu u Batch modu ADINA-e. Volumen dobivene konstrukcije je 46% (674
elemenata) od pocetnog volumena (1463 elementa), ili 21% volumena od pune ploce (3200
elemenata) (Slika 55 - d).

Iz rjeSenja je vidljivo da je 36 varijabli optimiranja premali broj. Level set funkcija opisana sa malim
brojem parametara nije u moguénosti prikazati optimalni oblik kako je opisano u poglavlju 5.1.
Povecanjem broja varijabli dobivaju se bolja rjesenja, ali se produzava vrijeme proracuna jer
povecanjem broja varijabli potrebno je povecati populaciju koja mora biti barem tri puta veca od
broja varijabli.

Prilikom topoloskog optimiranja level set funkcijom opisanom sa 576 varijabli (Slika 55 - c), iz
pocetnog rjesenja (Slika 55 — a) veli¢ina populacije je 1152, sto je dva puta viSe od broja varijabli.
Uoceno je da vecda populacija daje bolji rezultat.

U primjeru topoloskog optimiranja grede iz pune ploce rezultat optimiranja je bolji, iako je broj
generacija trostruko manji (100 generacija) (Slika 54 - ¢). Veli¢ina populacije je vrlo bitan
parametar pri optimiranju genetskim algoritmom, kako bi dobili $to vecu raznolikost jedinki.
Povecanjem populacije genetskog algoritma iz prethodnog primjera (sa 576 varijabli optimiranja i
1152 jedinke) na 1728 jedinke uz maniji broj generacija (100 generacija), dobiva se smanjenje
volumena na 22,5% (330 elementa) od pocetnog rjeSenja (1463 elementa), odnosno 10,3% od

pune ploce (3200 elemenata) (Slika 56):
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Slika 56 Rjesenje level set optimiranja genetskim algoritmom iz pocetnog rjesenja (Slika 55 a) sa

576 varijabli, uz povecanu populaciju
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Koncentracija naprezanja na mjestima gdje je uski pojas prijelaza iz punog materijala u meki javlja
se samo uslijed prikaza vrijednost naprezanja u integracijskim tockama. Ako se odabere zagladeni
prikaz naprezanja u ADINA-i dobiva se bolji uvid u raspodjelu naprezanja kroz promatranu gredu.
Rjesenja prikazana na prethodnim slikama (Slika 54, Slika 55, Slika 56) daju naprezanja u
elementima, dok u ADINA programskom paketu postoji ,smooth plot” funkcija, koja zagladuje
prikaz naprezanja prikazujudi vrijednosti naprezanja u svim ¢vorovima konacnih elemenata (Slika

57):
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Slika 57 Rjesenje level set optimiranja genetskim algoritmom iz pocetnog rjesenja (Slika 55 a) sa

576 varijabli, uz povecanu populaciju i prikaz naprezanja u ¢vorovima konacnih elemenata

Za 2304 (48x48) varijabli optimiranja genetskim algoritmom sa populacijom 6627 i 13 generacija iz
pune ploce dobiva se kao rjesenje 1519 elemenata. (Slika 58).

Ako se promotri rezultat dobiven topoloskim optimiranjem level set funkcijom sa 2304 varijable
optimiranja iz pune ploce kao pocetnog rjeSenja, uocava se priblizavanje oblika konstrukcije

Stapnoj konstrukciji, kakva je dobivena kao diskretno rjesenje u poglavlju 5.1 (Slika 58):
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Slika 58 Level set optimiranja sa 2304 varijabli optimiranja genetskim algoritmom iz pune ploce u

13 generacija — zagladeni prikaz raspodjele naprezanja (prikaz konvergencije)

Poveéanjem broja generacija, konstrukcija (Slika 58) ¢e se pribliZzavati optimalnom rjesenju (Slika

59), ali vrijeme trajanja procesa topoloSkog optimiranja raste na 1320 sati:
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Slika 59 Level set optimiranja sa 2304 varijabli optimiranja genetskim algoritmom iz pune ploce sa

veéim brojem generacija (200) — prikaz naprezanja u ¢vorovima konacnih elemenata

Softverski cluster i paralelizacija koji su razvijeni i testirani (poglavlje 5.6), znacajno bi skratili
vrijeme trajanja procesa optimiranja, jer se najveci dio vremena trosi na izracune jedinki (funkcije
cilja i ogranicenja). Primjer koji se izvodi 600 sati, paralelizacijom uz 600 racunala svodi na se

jedan sat izracuna.
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6.2.1.2 Razvoj kaznenog GA operatora za ekvivalentne jedinke
Promatrajudi jedinke zadnje generacije genetskog algoritma koji kodiraju interpolacijske ¢vorove
uocava se prerana konvergencija (jedinke su ekvivalentne ili iste). Prerana konvergencija moZze se
pojaviti zbog:

- lose osjetljivosti funkcije cilja

- pojave da viSe jedinki daju istu funkciju cilja (efekt smanjenja populacije)

Osjetljivost funkcije cilja mogucde je povecati na nacin da se funkciju cilja (minimalni broj nosivih
elemenata konstrukcije) iz diskretne pretvori u kontinuiranu funkciju, dodatkom na funkciju cilja.
Dodatak mora osigurati da funkcija cilja bude kontinuirana, te da smanjuje funkciju cilja kad se
smanjuje i volumen konstrukcije. Detaljniji opis dodatka funkciji cilja predstavljen je u poglavlju

5.3.1.

Pojava kada razli¢ite jedinke (level set funkcije) u populaciji daju istu ili slicnu domenu (izo liniju
level set funkcije) dolazi uslijed opisa domene (u n dimenziji) level set plohom (jedinkama u n+1
dimenzijskom prostoru), Sto je nepovoljno za konvergenciju genetskog algoritma. Mnoge razlicite
jedinke kodiraju jedno te isto rjeSenje (oblik domena) (Slika 60).

Puno razli¢itih genotipa kodira isti fenotip Sto dovodi do pristranog genetskog algoritma. Slika 60
prikazuje situaciju kada su jedinke ekvivalentne, gdje se uo¢ava da razli¢ite jedinke koje imaju
razlic¢ite kromosome kodiraju istu domenu. Ova pojava smanjuje raznolikost populacije te utjece

na ranu konvergenciju pri optimiranju.

o(x) 4 Jedinka 1
J/ AN
/ \
// _ fﬂink/a 2__\
Jedinka 3 \
[ = Y
Jedinka 4 AN y

l//—\\

/A Kodirana domena \

Slika 60 Prikaz opisa iste domene (debela linija) sa razlicitim level set funkcijama @ (x)

(isprekidane linije)
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Pojava ekvivalentnih jedinki ima za posljedicu osim loSe konvergencije genetskog algoritma jos i
smanjenje raznolikosti u populaciji, smanjenje efektivne populacije, poveéanje trajanja proracuna

i laznu konvergenciju genetskog algoritma prema rjesenju.

Optimiranjem gradijentnim metodama (u dosadasnjoj literaturi) ova pojava nije predstavljala
problem, jer je smjer trazenja gradijenthom metodom derivacija funkcije, a postupak pronalazi

lokalni ekstrem.

Pojava ekvivalentnih jedinki mozZe se sprijeciti kaznjavanjem funkcije cilja za ekvivalentne jedinke
u generaciji, u svrhu kojeg je razvijen operator na nacin da se u svakoj generaciji pronalaze
ekvivalentne jedinke. U procesu optimiranja ekvivalentne jedinke kaZznjavaju se odredenim
dodatkom na funkciju cilja. Time se postiZe veca raznolikost populacije. Slika 63 predstavlja
dijagram toka topoloskog optimiranja parametriziranom level set plohom genetskim algoritmom
koji u svakoj generaciji pronalazi ekvivalentne jedinke koje kaznjava. Ekvivalentne jedinke
pronalaze se na nacin da se svaka jedinka kodira u binarni niz. Binarni niz predstavlja pojedine
elemente u domeni koji imaju nosiva svojstva konstrukcije (0) ili ne nosiva svojstva (1), za
trenutnu jedinku, odredenih na osnovu level set plohe. Sada se trenutna jedinka usporeduje sa
svim prethodnim jedinkama u generaciji, oduzimanjem binarnih ¢lanova elemenata jedinki koje se
usporeduju (Slika 61). Razlika binarnih ¢lanova pojedinih jedinki sprema se u niz ,,usporedba“, koji
na mjestima gdje su elementi niza jednaki ima vrijednost 0, dok su na ostalim mjestima razliciti od
nule. Prebrojavanjem nul vrijednosti u nizu ,,usporedba“” dolazi se do podatka koliko sli¢énosti
imaju dvije usporedene jedinke. Ukoliko je sli¢nost veéa od neke zadane vrijednosti (90%),
vrijednost funkcije cilja jedinke koja se usporeduje kaznjava se sa odredenim kaznenim dodatkom,
¢ime se ekvivalentnu jedinku u jednoj generaciji ¢ini manje pogodnom za kriZanje, odnosno

sprecava se nastanak sli¢nih jedinki u sljedecoj generaciji.
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Redni broj
o elementa
. . /D
Binarni kod
elementa
Jedinka 1 Jedinka 2

041 042 043 044 045 046 047 048 049 050 141 142 143 044 045 046 047 048 049 050
031 032 033 034 035 036 037 038 039 040 031 032 133 134 135 136 137 038 039 040
021 022 023 024 025 026 027 028 029 030 021 022 023 024 025 026 127 128 129 130
111 112 113 114 115 116 117 118 119 120 011 012 113 114 115 116 117 018 019 020
01 02 03 04 05 06 07 08 09 010 11 12 13 04 05 06 07 08 09 OlO

Usporedba = |Jedinka 1 - Jedinka 2|

141 142 143 044 045 046 047 048 049 050
031 032 133 134 135 136 137 038 039 040
021 022 023 024 025 026 127 128 129 130
111 112 013 014 015 016 017 118 119 120
11 12 13 04 05 06 07 08 09 010

Slika 61 Usporedba jedinki koje binarno kodiraju model

Nad losijim jedinkama u generaciji provodi se povecani postotak mutacije, kako bi se osigurala
dodatna raznolikost sljedecée populacije. Veéa mutacija provodi se ukoliko se broj ekvivalentnih
jedinki povedava. Velika mutacija moZe utjecati i na dobre jedinke u generaciji, te ih je u procesu
optimiranja potrebno sacuvati od promjena povecanjem broja elitnih jedinki koje se prenose

direktno u sljedecu generaciju.

Ji J2 J3 J4 J5 J6 J7 J8 J9

Jedinke J2, J5i J7 su ekvivalentne, a J1 i J3 daju najmanju funkciju cilja
Sljedeca generacija:

Jel | Je3 |Jk4-8|Jk6-9| .... | Im2 | Im5 | Im7

Je — elitne jedinke
Jk — jedinke nastale krizanjem
Jm — jedinke nastale mutacijom

Slika 62 Primjer nastajanja jedinki sliedece generacije
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U procesu topoloskog optimiranja za svaku generaciju odreduje se broj ekvivalentnih jedinki (Slika

62) koje se kaznjavaju. Ukoliko je broj ekvivalentnih jedinki jako mali (npr. manji od 10%

populacije),tada se genetski algoritam odvija uz uobicajene vrijednosti mutacije (oko 5%) i elitnih

jedinki (koje ovise o veli¢ini populacije). Pove¢anjem broja ekvivalentnih jedinki u generaciji,

potrebno je povecati mutaciju (npr. na 20%,30% ili 40%, ovisno o udjelu ekvivalentnih jedinki u

populaciji) uz istovremeno povecanje broja elitnih jedinki.

APROKSIMACIA
Zadati opcu level set funkciju @; opisanu B-plohom. Izolinija level set funkcije (njene nul-tocke) opisuju
promatranu geometriju.
Cvorovi B-plohe Py opisuju level set plohu ©,. Genetski algoritam - kodiraju se &vorovi B-plohe Pg.

\
OPIS GEOMETRIJE | BINARNI ZAPIS JEDINKI
e  Parametarski (B-plohom) opisuje se level set funkcija, te se dobiva raspodjela materijala modela

Petlja po generaciji

Petlja se ponavlja po svim jedinkama

Y

usporedbom teZista kona¢nog elementa i poloZaja izo linije LS plohe.
e Binarnim nizom zapisuju se podaci trenutne geometrije modela (Slika 13). Sve binarne nizove
spremiti u dvodimenzionalno polje koje predstavlja geometriju svih jedinki u populaciji.

A
TRAZENJE EKVIVALENTNIH JEDINKI

Y

e Ispitivanje da li trenutna jedinka ima svoje ekvivalente (slicne binarne nizove).

A 4

Ukoliko je pronadena barem jedna jedinka sa slicnim binarnim nizom (90% sli¢nosti), trenutnu jedinku kazniti
sa odgovarajuc¢im kaznenim dodatkom. Ukoliko nije pronadena ekvivalentna jedinka, jedinku spremiti u
dvodimenzionalno polje 'razli¢ite jedinke'.

Sa kaznenim dodatkom kaZnjavaju se ekvivalentne jedinke do odredene generacije (npr. polovine ukupnih
generacija), nakon ¢ega se jedinke viSe ne kaznjavaju kako bi se osigurala konvergencija genetskog algoritma.
Ova petlja ponavlja se za sve prethodne jedinke u trenutnoj generaciji

A 4

NUMERICKA ANALIZA | FUNKCIJA CILIA
Formira se sloZena funkcija (kaznena funkcija) s tim da se kao funkcija cilja uzme minimalni volumen uz
ogranic¢enja naprezanja i deformacije. Numerickom metodom izracunati veli¢ine preko kojih se definira
minimum funkcije cilja. U mehanici ¢vrstih tijela te veli¢ine su pomaci. «Ersatz material» metodom odnosno
slabljenjem (ja¢anjem) materijala na odgovaraju¢im mjestima zadati promijenjeni model.

\
PROVIJERA UVIJETA ZAUSTAVLIANJA
e Provjeravamo da li je pronadeno rjesenje, »|  RIESENJE
odnosno da li je sustav konvergirao ili da li je

izvrSen maksimalni broj generacija

y

PROMJENA PARAMETARA GENETSKOG ALGORITMA
e Zanovu generaciju, mijenjaju se vrijednosti parametara genetskog algoritma (mutacija i broj elitnih
jedinki) ovisno o broju ekvivalentnih jedinki u generaciji.
e Resetira se polje ekvivalentnih jedinki i binarni nizovi prethodne generacije.

A

STVARANJE NOVE POPULACIJE
e  Operatorima selekcije, mutacije i krizanja stvaramo

Slika 63 Pseudo kod level set topoloskog optimiranja pomocu B-plohe genetskim algoritmom uz

novu populaciju kodiranih koeficijenata Py(t+1).

kaznu ekvivalentnih jedinki u populaciji
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Operatorom genetskog algoritma koji kaznjava ekvivalentne jedinke poboljSava se pretraZivanje
podrucja zbog velike mutacije jedinki, a istovremeno ¢uva odgovarajudi broj razlicitih jedinki
(elitne jedinke).

Za vrlo velike iznose mutacije moguce je i polovinu populacije proglasiti elitnim jedinkama.
Utjecaj operatora genetskog algoritma kroz generacije prikazan je na sljede¢em dijagramu (Slika
64). Na dijagramu je vidljivo da se kroz generacije povecava broj ekvivalentnih jedinki, $to moze

utjecati na preranu konvergenciju algoritma. Kaznom ekvivalentnih jedinki ova pojava se moze

regulirati.
1000
900
800
700 ¢o—Ekvivalentne
f jedinke po
® 600 generaciji - bez
S T + kazne razli¢itosti
=S 500
Q.
o = Ekvivalentne
400 -
jedinke po
300 generaciji sa
kaznom
200 razlicitosti
100
0
1 8 15 22 29 36 43 50 57 64 71 78 85 92 99
Generacija

Slika 64 Utjecaj operatora genetskog algoritma na razlicitost populacije

Operator kazne ekvivalentnih jedinki nije aktivan kroz cijeli optimizacijski ciklus genetskim
algoritmom. U prvom dijelu optimiranja genetskim algoritmom, operator osigurava dovoljan broj
dobrih i u istom trenutku i razli¢itih jedinki, Sto ubrzava pronalazak globalnog optimuma
genetskim algoritmom. U drugom dijelu optimizacijskog ciklusa operator ne djeluje na jedinke, Sto

omogucuje konvergenciju procesa topoloskog optimiranja genetskim algoritmom.

Na sljedeéim slikama prikazan je utjecaj kaznenog operatora genetskog algoritma na funkciju cilja
u pojedinacnim generacijama. Slika 65 prikazuje vrijednost funkcije cilja populacije u generacijama

5, 15, 30, 50, 55i 90, bez primjene operatora za kaznjavanje ekvivalentnih jedinki, te se moze
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primijetiti kako ve¢ u tridesetoj generaciji genetskog algoritma veéina populacije ima sli¢ne
vrijednosti funkcije cilja (konvergencija prema rjesenju).

Slika 66 prikazuje vrijednost funkcije cilja populacije u generacijama 5, 15, 30, 50, 5590 uz
primjenu operatora za kaznjavanje ekvivalentnih jedinki do pedesete generacije. Moze se
primijetiti kako do pedesete generacije djeluje operator genetskog algoritma, ¢uvajuéi pri tome
raznolikost populacije. Odmah po prestanku djelovanja ovog operatora, ve¢ u pedesetpetoj

generaciji primjecuje se konvergencija.

7000
S,
5
:g 3500
(@)
X
c
>
LL
1000
0
Jedinke u petoj generaciji Jedinke u petnaestoj generaciji
7000 ‘ 7000 T ‘ “
s | |
& | |
8 I
S 3500 | 3500 |
o i
S |
>
- |
1000 ‘ 1000( ‘\
0 0
0 200 400 600 864 0 200 400 600 864
Jedinke u tridesetoj generaciji Jedinke u pedesetoj generaciji
7000 i i ‘ ‘ m 7000 ; ‘ i ; ‘
s L |
s | |
8 I
L 3500 m 3500 ‘
< I
2 | |
. |
1000 W\ 1000 f
0 0
0 200 400 600 864 0 200 400 600 864
Jedinke u pedeset petoj generaciji Jedinke u devedesetoj generaciji

Slika 65 Vrijednost funkcije cilja pojedinih jedinki u generaciji bez kaznenog operatora nad

ekvivalentnim jedinkama
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Funkcija cilja Funkcija cilja

Funkcija cilja

7000

3500

200 600

Jedinke u petoj generaciji
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3500

1000

1000 “

200
Jedinke u tridesetoj generaciji

|

Jedinke u pedeset petoj generaciji

400 600
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3500
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sy
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i L
i
:

7000

3500“
|
1000

Jedinke u petnaestoj generaciji

i

200 600
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3500

1000

3500

1000
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A —

200 400 864
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i

600

Slika 66 Vrijednost funkcije cilja pojedinih jedinki u generaciji bez kaznenog operatora nad

ekvivalentnim jedinkama

Rezultat topoloskog optimiranja konzole sa 144 varijable optimiranja iz pocetnog rjeSenja pune

ploce (3200 elemenata), uz iste uvijete kao u primjeru na pocetku ovog poglavlja (Slika 54) dobiva

se smanjenje volumena na 12.56% (402 elementa) (Slika 67):
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SMOOTHED

EFFECTIVE

STRESS Ll ]
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Slika 67 Rjesenje level set optimiranja genetskim algoritmom sa 144 varijable optimiranja uz kaznu

funkcije cilja za ekvivalentne jedinke u generaciji

Usporedbom dobivenog rezultata (Slika 67) sa rezultatom dobivenim bez primjene kaznenog GA

operatora (Slika 54-b) uz isti broj generacija uocava se poboljsanje funkcije cilja za 6%.

Dobiva se ucinkovitije pretraZivanje topoloskog prostora Sto rezultira brzom konvergencijom.

Ukoliko se postupak optimiranja genetskim algoritmom ponovi, mogude je dobiti ekvivalentne

lokalne ekstreme zrcalno simetricne (Slika 68).

EMDOTHED
EFFECTIVE
STRESS

RSTCALC
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ARy

Fuzs RERRRRRAAN i
RTES =
3.200E07 | A" L | L
- 29336407 H I o
L SeerET R = i
- S“}%%Ei%? B et LD LLLLL L ..-.i=IlIII'II-IIlIV
| T8E7E-07
L 1500E07
— 133EA0T
— 1067E+07
SODIE 6
5333606
5 EBTEDE =
]
P ——
2 3IHET
NODE 1272
MINIMUM

*_0.0005659
NODE 332 110.003272)

Slika 68 Rjesenje level set optimiranja sa 144 varijable optimiranja genetskim algoritmom uz kaznu

ekvivalentnih jedinki u populaciji iz pune ploce (zrcalno)
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Dobiveno je smanjenje volumena 12.13% (388 elemenata) od pocetnog volumena pune ploce
(3200 elemenata), odnosno volumen je smanjen za dodatnih 10% u odnosu na optimiranje bez
primjene ovog operatora (428 elemenata Slika 54-b).

Operator kaznjavanja ekvivalentnih jedinki je novo razvijeni algoritam, Sto ostavlja mogucnosti za
poboljsanjem i unapredenjem algoritma u buduéim istrazivanjima. Stvaranjem pod-populacija
jedinki u jednoj generaciji omogucdilo bi bolju kontrolu parametara genetskog algoritma (mutaciju,
krizanje, broj elitnih jedinki, itd.) za svaku pod-populaciju posebno. U buducim istrazivanjima
mogao bi se ispitati utjecaji promjene parametara genetskog algoritma na rjeSenje. Formirale bi
se pod-populacije podijeljene na jedinke koje imaju najmanje iznose funkcije cilja, a nemaju svojih
ekvivalentnih jedinki. Druga pod-populacija sadrzavala bi ekvivalentne jedinke, a ostale jedinke bi
pripadale trecoj pod-populaciji. Zadavali bi se parametri genetskog algoritma (mutacija, krizanje,
elitne jedinke, itd.) svakoj od pod-populacija posebno, ¢ime bi se postizala bolja kontrola

konvergencije.

Postupkom genetskog algoritma kao globalne metode pronalaze se dobra pocetna rjesenja kako
bi se mogao nastaviti postupak topoloskog optimiranja gradijentnim postupcima razvijenim i

obradenim u dosadasnjoj literaturi.

6.2.1.3 Optimiranje gradijentnom BFGS metodom
Genetski algoritam vrlo sporo konvergira prema rjesenju kada je populacija blizu optimuma, te je
potreban vedi broj generacija kako bi se dobila rjeSenja Sto bliza optimalnom. Za optimiranje na
jednom racunalu za slucaj 2304 varijable proces bi trebao trajati oko 140 dana (300 generacija) uz
dovoljnu radnu memoriju.
Genetski algoritam mozZe dovesti do globalnog optimuma, ali je spora metoda. S druge strane
gradijentne metode optimiranja sklone su zaustavljanju u lokalnim ekstremima funkcije. Stoga ¢e
se proces optimiranja genetskim algoritmom, nakon odredenog broja generacija nastaviti izvoditi

gradijentnom metodom. Ovakav nacin optimiranja naziva se memeticki algoritam.

Model koji se optimira opisan je u poglavlju 6.2 i 6.2.1. Broj ¢vorova aproksimacijske level set

funkcije je i broj varijabli optimiranja, a model je opisan sa 3200 konacnih elemenata.

Ocekivano je da gradijentna metoda u formulaciji minimuma volumena uz pocetna rjesenja
dobivena genetskim algoritmom iz poglavlja 6.2.1.1 nece dati nikakve promjene funkcije cilja

ukoliko se kriterij izvrsnosti (funkcija cilja) definira kao diskretni problem. Uz diskretnu funkciju
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cilja gradijentni postupak ¢esto nije u mogucnosti izraCunati smjer najbrZeg spusta (derivaciju
funkcije).

U poglavlju 5.3.1 predloZen je dodatak na funkciju cilja koji ¢e imati karakteristike da diskretnu
formulaciju minimuma volumena, pretvori u kontinuiranu funkciju na numericki ,,jeftiniji“ nacin,
te da ima svojstvo smanjenja funkcije cilja kada se volumen (nastao izo linijom level set funkcije)
smanjuje (5.3).

Konacni elementi na rubovima izmedu nosivog i ne-nosivog dijela konstrukcije detektirali su se na
nacin da se za svaki element pronadu njegovi susjedni elementi, te da se ispita da li je umnozak
level set funkcije u promatranom elementu i susjednim elementima negativan. Ako je umnozak

negativan tada su ta dva promatrana elementa rubna.

Optimiranje iz po€etnog rjesenja pune ploce gradijentnom metodom uz mali broj varijabli
optimiranja (36) daje jako loSe rjeSenje (Slika 69). Upravo se iz tog razloga zadaju pocetna rjeSenja
za gradijentnu metodu optimiranja. Formulacija minimum podatljivosti Cesto se koristi pri
optimiranju gradijentnim postupcima, jer je tada funkcija cilja kontinuirana te nisu potrebni

dodaci na funkciju cilja.

EFFECTIVE
STRESS

RST CALC
TIME 1.000
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Slika 69 Optimum iz pune ploce (0 level set ploha) sa 36 varijabli optimiranja

Poveca li se broj varijabli optimiranja na 144, zaustavljanje gradijentnih postupaka optimiranja u

lokalnom ekstremu iz nekih zadanih pocetnih rjesenja prikazuje Slika 70:
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(b)

(d)
Slika 70 Rjesenja dobivena gradijentnom metodom optimiranja (b) i (d) iz zadanih pocetnih

riesenja (a) i (c) uz 144 varijable optimiranja

Proces optimiranja je vrlo osjetljiv na odabir poCetnog rjesenja, te su dobivena rjeSenja u

lokalnom minimumu.

Topoloskim optimiranjem konzole u formulaciji minimuma volumena, parametriziranom LS
plohom gradijentnim postupkom, uz dodatak kontinuiteta funkciji cilja za 2304 varijable
optimiranja iz pocetnog rjeSenja dobivenog genetskim algoritmom (Slika 59) dobivena je

konstrukcija sa smanjenjem volumena za 5%.
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7. Zakljucak i daljnja istrazivanja

Topolosko optimiranje je proces sinteze oblika i topologije konstrukcija, te je kao takav vrlo slozen
i zahtijevan numericki zadatak. Pri optimiranju topologije u mehanici ¢vrstih tijela postoji problem
odredivanja dva nepoznata spregnuta polja: polje pomaka i oblik, odnosno raspodjela materijala.
Oblik se uzima kao varijabla pri optimiranju. Pri optimiranju oblika i raspodjele naprezanja, postoji
potreba za znacajnijim promjenama geometrije od same promjene veli¢ine pojedinih parametara.
Jedan od postupaka topoloskog optimiranja konstrukcija je level set metoda temeljena na

set funkcije u svrhu odredivanja smjera kretanja izo linije kako bi se funkcija cilja smanjila
(transportna Hamilton-Jacobieva diferencijalna jednadzba). Radi se o gradijentnom postupku
topoloskog optimiranja koji je sklon zaustavljanju u lokalnim ekstremima funkcije. Mana
topoloskog optimiranja level set metodom i transportnom jednadzbom je potreba za dobrim
inicijalnim rjeSenjem.

U radu je predlozena metoda topoloskog optimiranja konstrukcije (2D konzolnog nosaca)
parametriziranom level set plohom. Promjenom parametara level set plohe mijenja se i
geometrija opisana njenom izo linijom. Postupak izbjegava Hamilton-Jacobievu transportnu
jednadzZbu, te omogucuje primjenu ne-gradijentnih i evolucijskih postupaka optimiranja.
Parametrizacijom level set plohe (B-plohom ili radijalnim baznim funkcijama -RBF) znatno se
smanjuje broj varijabli optimiranja, uz dobru reprezentaciju modela, $to smanjuje vrijeme procesa
optimiranja. Varijable optimiranja u predloZzenoj metodi su z koordinate ¢vorova B-plohe ili RBF
funkcija, koje opisuju level set plohu. Genetski algoritam je globalna metoda trazenja optimuma,
Sto predlozenom postupku topoloskog optimiranja daje veliku prednost u odnosu na klasi¢ne
metode temeljene na gradijentnim postupcima topoloskog optimiranja.

Rezultati topoloskog optimiranja parametriziranom level set funkcijom i genetskim algoritmom
usporedeni su sa rezultatima dobivenim iz prethodnih istrazivanja i pokazana je primjenjivost
predloZzene metode. Topolosko optimiranje je vrlo slozen i multidisciplinaran proces, stoga je i pri
modeliranju i izvodenju procesa optimiranja potreban niz numerickih zahvata koji omogucuju i
poboljSavaju postupak topoloskog optimiranja.

Glavni izvorni znanstveni doprinos ovog rada je razvoj metode topoloskog optimiranja
parametriziranom level set funkcijom primjenom genetskog algoritma, te ispitivanje utjecaja
smanjenja broja parametara koji opisuju level set plohu na ucinkovitost topoloskog optimiranja.

Razvijen je jedan novi operator kaznjavanja za genetski algoritam. Razvijeni operator kaznjavanja
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Rezultati istrazivanja

je nastao zbog pojave da razli¢iti kromosomi genetskog algoritma kodiraju istu domenu (razliciti
genotip kodira isti fenotip). Sve jedinke koje daju slicna rjesenja kao prethodne jedinke u
generaciji kaznjavaju sa nekim kaznenim dodatkom, ¢ime se postize raznolikost populacije u
pocetnim generacijama procesa optimiranja genetskim algoritmom. Ovakav nacin topoloskog
optimiranja je znatno sporiji od dosadasnjih metoda, ali pronalazi globalni ekstrem sto je velika
prednost kod sloZzenog strukturnog optimiranja. Optimiranje predlozenom metodom moze se
ubrzati kombiniranjem sa gradijentnim metodama.
Nakon pocetne faze optimiranja globalnom metodom (genetskim algoritmom), daljnji tijek
optimiranja izvodi se gradijentnom metodom koja je znatno brza. Zadanim dobrim inicijalnim
rieSenjem dobivenim optimiranjem genetskim algoritmom, gradijentna metoda moZze nadi
globalni ekstrem. Topolo$ko optimiranje level set parametriziranom plohom i gradijentnim
postupkom uz funkciju cilja minimum volumena i pored inicijalnog rjeSenja moze dati lose
rezultate optimiranja. Razlog tome je diskretna funkcija cilja koja je koristena pri optimiranju.
Diskretna funkcija cilja koristila se jer njen izracun nije numericki zahtjevan. U radu je predlozen
dodatak na funkciju cilja koji ima karakteristike da diskretnu funkciju cilja pretvori u kontinuiranu,
te da funkcija cilja smanjuje svoju vrijednost kada se volumen (nastao izo linijom level set plohe)
smanjuje.
U ovom radu izraden je i sustav toka podataka (workflow) u programskom jeziku C#, sa klijent i
servis (WCF) aplikacijama, kao izvrsnim datotekama. Ovakav nacin komunikacije izmedu aplikacija
ima prednost pred ostalim metodama paralelizacije jer se mogu izvoditi razli¢iti procesi na
paralelnim ra¢unalima, $to kod klasi¢nih clustera nije slucaj.
U daljnjem radu planira se ubrzati proces topoloskog optimiranja paralelnim racunanjem (cluster
racunala), $to je omogucéeno primjenom evolucijskih metoda koje su vrlo pogodne za
paralelizaciju. Sustav toka podataka za paralelizaciju procese vec je izraden, ali je u radu
primijenjen samo za komunikaciju izmedu aplikacija na jednom racunalu.
Kako se radi o drukcijem pristupu topoloskog optimiranja u odnosu na dosadasnja istrazivanja,
brojne su moguénosti unapredenja i razvoja:

- ispitati izvodivost procesa topoloskog optimiranja na sloZenijim primjerima

- ispitati primjenjivost memetickih metoda optimiranja

- ispitati utjecaj razliCitih parametrizacija level set plohe na proces topoloskog optimiranja

- ispitati utjecaj parametara genetskog algoritma na rjeSenja topoloskog optimiranja

- zavarijable optimiranja uzeti sve tri koordinate ¢vorova parametrizirane funkcije (x, y i z)

koja opisuje level set plohu.
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