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PREDGOVOR

Suvremena nastava visokoSkolske matematike u moderno je vrijeme nezamisliva bez aktivne
uporabe racunala. Pritom se sve viSe napusta klasiCan i zastarjeli pristup prema kojemu je
racunalo samo pomoc¢no sredstvo (poput dZepnoga racunara) u provjeri ispravnosti rjeSenja
nekoga matematickoga problema. Slobodno se moze re¢i da se danas i matematika uci "na
raCunalima” jer kvalitetni programski paketi poput Mathematice, MATLAB-a i1 drugi
omogucavaju ne samo rjeSavanje postavljenih zadataka, nego i analizu rjeSenja, pa cak i
stvaranje 1 rjeSavanje posve novih zadataka.

UdZbenik pred vama namijenjen je svim studentima, ali 1 ostalim korisnicima koji se u
svojemu radu susrecu s potrebom rjeSavanja odredenih matematickih problema u MATLAB-
u. Prva cetiri poglavlja sadrZze osnove rada s MATLAB-om i osnove programiranja u njemu.
U poglavljima 5. — 7. obradena je primjena MATLAB-a u diferencijalnom i integralnom
ratunu. U poglavljima 8. — 10. izlaze se primjena MATLAB-a na rjeSavanje problema
vjerojatnosti i statistike, odnosno numericke matematike. Na kraju svakoga poglavlja nalaze
se zadaci za vjezbu namijenjeni samostalnomu radu. Preporuca se da svaki Citatelj sam rijesi
Sto vise tih zadataka. Njihova tezina je najviSe jednaka tezini izloZenih i potpuno rijeSenih
primjera, pa student koji je uspjeSno svladao izloZeno gradivo ne bi trebao imati nikakvih
poteskoca rijesiti ih.

Napominjem da je udzbenik pisan uz pretpostavku rada u MATLAB-u verzije 7.0. Vjerujem
da ¢e se citatelji lako snaci primjenjujuci ga i na neku drugu (raniju ili noviju) verziju toga
programa.

Za nesmetano 1 kvalitetno pracenje tijeka izlaganja nuzno je poznavanje osnovnih pojmova
matematicke analize i linearne algebre, a pozeljno je (ali nije nuZno) poznavanje i osnovnih
nacela programiranja. Radi izbjegavanja povecanja opseZnosti osnovnoga teksta, u ovom
udzbeniku se detaljno ne razmatraju matematicki pojmovi nuZni za pracenje teksta, ve¢ se
spominju samo okvirno. Medutim, u tom smislu ovaj udzbenik potpuno slijedi nastavne
planove predmeta Matematika 1, Matematika 2, Vjerojatnost i statistika i Numericka
matematika koji se predaju na prvoj i drugoj godini strucnoga studija elektrotehnike
Tehnickoga veleuciliSta u Zagrebu. Stoga se svo matematicko gradivo potrebno za pracenje
tijeka izlaganja moZe pronaci u skriptama [6] 1 [9], odnosno udZbenicima [7], [8] 1 [10]
navedenima u popisu KkoriStene literature. Za produbljivanje znanja toga gradiva
preporucujemo udzbenike [1] 1 [2].

Izvorni rukopis udZbenika vrlo su pomno i savjesno pro¢itali recenzenti prof.dr.sc. Juraj Siftar
s PMF-Matematickoga odsjeka Sveucilista u Zagrebu i doc.dr.sc. Zoran Tomljanovi¢ s Odjela
za matematiku SveuciliSta u Osijeku, te iznijeli brojne konstruktivne primjedbe, kritike i
prijedloge u svrhu poboljsanja kvalitete teksta. Nastavnici Tehni¢koga veleuciliSta u Zagrebu
Luka Marohni¢, Renata Opaci¢ 1 Tihana Strmecki koristili su internu verziju udzbenika u

© mr.sc. Bojan Kovacic¢, visi predavac 6
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nastavnoj praksi, te iznijeli svoje vrlo korisne primjedbe i prijedloge na temelju vlastitih
iskustava iz nastavne prakse. BivSi demonstrator iz matematickih predmeta na stru¢nom
studiju radunarstva Veleudili§ta u Splitu' Drazen Blanu$a (danas visi savjetnik za razvoj
racunalnih programa u tvrtki NTH Group) sa zavidnim je poletom i entuzijazmom sudjelovao
u nastanku prve verzije ovoga udZbenika (kao autoriziranih predavanja), te svojim
primjedbama, prijedlozima i konkretnim zadatcima utjecao na koncept i sadrzaj spomenute
verzije. Studenti-sluSa¢i predmeta Matematicki alati u elektrotehnici na Tehnickom
veleuciliStu u Zagrebu u ak.god. 2011/2012., te Andrijana Petrovi¢ 1 Martina Vucicevic,
demonstratorice iz matematiCkih predmeta na stru¢nom studiju elektrotehnike istoga
veleuciliSta, svojim su pitanjima i komentarima izravno doprinijeli da pojedini dijelovi teksta
budu jasniji i razumljiviji.

Dekanica Tehni¢koga veleudiliita u Zagrebu prof.dr.sc. Slavica Cosovié-Baji¢ i procelnik
Elektrotehnickoga odjela Tehnickoga veleuciliSta u Zagrebu prof.dr.sc. KreSimir MeStrovic¢
svojim su poticajima izravno utjecali na finaliziranje pisanja udZbenika i njegovu pojavu u
javnosti.

Vrlo ugodna mi je duZnost iskreno zahvaliti svim spomenutim ljudima na pomoc¢i i suradnji.

Svjestan sam da je, unato¢ pozornosti prigodom viSestrukih korektura teksta, izvjestan broj
pogrjesaka ipak ,,prezivio®. Krivicu za te pogrjeske potpuno preuzimam na sebe. Unaprijed
iskreno zahvaljujem svima koji uoce propust bilo koje vrste, te iznesu dodatne konstruktivne
kritike i prijedloge za poboljSanje kvalitete izloZenoga teksta.

U Vukovaru, studenoga 2005. i Zagrebu, srpnja 2012.

Autor

' Veéi dio udzbenika koristen je i u nastavi iz kolegija Primijenjena i numericka matematika na struénim
studijima elektrotehnike i racunarstva VeleuciliSta u Splitu (studiji u Vukovaru).

© mr.sc. Bojan Kovacic¢, visi predavac 7
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§1. UVOD UMATLAB

1.1.Sto je MATLAB?

MATLAB (naziv je skracenica engleskoga naziva MATrix LABoratory) istodobno je i
programski paket namijenjen numerickomu racunanju i modeliranju, ali i vi$i programski
jezik namijenjen raznim znanstvenim i tehnickim primjenama.

1.2. Aritmetika digitalnoga elektronickoga racunala

Jedan od glavnih problema koji se javlja prigodom zapisivanja realnih brojeva u racunalu jest
problem unosa "velikih" realnih brojeva ili realnih brojeva ¢iji se decimalni zapis sastoji od
"velikoga" broja (mozZda i1 beskona¢no mnogo) decimala. Naime, sklopovi naSih racunala su
fiziCki ograniCeni i u njih brojevi s tako velikim brojem decimala jednostavno ne mogu "stati".
Stoga uvijek nastojimo Sto bolje iskoristiti raspoloZivi prostor u raCunalu kako bi u nj mogli
"stati" i brojevi s ve¢im brojem znamenaka.

1.2.1. Znanstveni oblik realnoga broja

Ovaj se oblik Cesto naziva i eksponencijalni, a u stru¢noj literaturi rabi se i naziv format
pomicne tocke (engl. floating point format). Osnova toga oblika jest sljedeci:

Poutak 1. Neka je a € R broj s konaénim decimalnim zapisom”. Tada se a moZe zapisati u
obliku:

+
a=%x.y;yy..y,, 10755
pri ¢emu vrijedi:

1)yxe {1,2,3,...,9};
2)m,n € N;
2-)y1’---’Ym’Zl,---,Zn€ {0’ 1’2’---’9}- .

VaZna napomena: Zapisi y\y,...ym 1 z122...2, hisu skraceni zapisi umnozaka y; ® y,® ... ® y,,
odnosno z;® 7, ® ... ® z,, nego oznacavaju nizove znamenki.

* Konacan decimalni zapis zapravo znaéi da se dotiéni zapis sastoji od konaéno mnogo (dekadskih) znamenaka.
Moze se pokazati da je ova pretpostavka ekvivalentna pretpostavci da postoje cijeli brojevi b, k i [ takvi da

o b y . . .
vrijedi @ =———, pri ¢emu je navedeni razlomak potpuno skracen.
2.5

© mr.sc. Bojan Kovacic¢, visi predavac 8
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Oblik iz Poucka 1. naziva se znanstveni oblik realnoga broja. On se sastoji od dva dijela.
Broj tx.y1ys...y» naziva se mantisa, a broj *z,z,...z, eksponent. Uo¢imo odmah da je mantisa
uvijek realan broj cCija je apsolutna vrijednost (modul) barem jednak 1 (jer joj je prva
znamenka barem jednaka 1), dok je eksponent uvijek cijeli broj. Veliina zapisa mantise i
eksponenta unutar racunala ovisi o realizaciji zapisa unutar raCunala.

Iole bolji dZepni racunar posjeduje zaslon na kojemu je (barem) Sest mjesta predvideno za
zapis znamenaka mantise, a (tocno) dva mjesta predvidena su za zapis znamenaka
eksponenta. Stoga se na takvom dZepnom rafunaru moZe zapisati 1 prikazati ukupno 180
milijuna brojeva iz segmenta [-9.99999 - 10%°, 9.99999 - 10”]. Pritom je najmanji prikazivi
pozitivan broj 1.00000 - 107%°.

Postavlja se pitanje: kako bilo koji realan broj a zapisati u znanstvenomu obliku? Jedan od
mogucih algoritama jest sljedeci:

Korak 1. Utvrditi je li prva znamenka x broja a barem jednaka 1. Ako jest, i¢i na Korak 2.
Ako nije, i¢1 na Korak 6.

Korak 2. Utvrditi je li iza prve znamenke decimalna tocka. Ako jest, i¢i na Korak 3. Ako nije,
i¢i na Korak 4.

Korak 3. Mantisa realnoga broja a jednaka je samome broju, a eksponent je jednak 0. Kraj
postupka.

Korak 4. Postaviti pocetnu vrijednost eksponenta na 0. I¢i na Korak 5.

Korak 5. Prebrojati koliko se ukupno znamenaka nalazi ispred decimalne tocke. (Oznac¢imo
taj broj sa b.) Tada je matrisa broj dobiven postavljanjem decimalne tocke neposredno iza
prve znamenke, a eksponent je jednak b — 1. Kraj postupka.

Korak 6. Prebrojati koliko se ukupno nula nalazi ispred prve znamenke broja a razlicite od
nule. (Oznacimo taj broj sa b.) Tada je matrisa broj dobiven postavljanjem decimalne tocke
neposredno iza prve znamenke razliite od nule, a eksponent je jednak (-b). Kraj postupka.

Primjer 1. ZapiSimo u znanstvenomu obliku realne brojeve 3.14159, —100 000 i 0.00025 pri
¢emu ¢emo uzeti da mantisa ima ukupno tocno 6 znamenaka (jednu ispred i pet iza decimalne
tocke), te odredimo mantisu i eksponent za svaki od dobivenih zapisa.

Gore navedeni algoritam provodimo za svaki broj zasebno:

3.14159 — prva znamenka je jednaka 3, pa prelazimo na Korak 2. — iza prve znamenke jest
decimalna tocka pa prelazimo na Korak 3. — mantisa je jednaka 3.14159, a eksponent 0 —
3.14159 = 3.14159 - 10°. Kraj postupka.

—100 000 — prva znamenka je jednaka 1, pa prelazimo na Korak 2. — iza prve znamenke nije

© mr.sc. Bojan Kovacic¢, visi predavac 9
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decimalna tocka pa prelazimo na Korak 4. — ispred decimalne to¢ke ima ukupno 6 znamenki
pa je b = 6. Mantisa je jednaka -1.00000, a eksponent 6 — 1 = 5. Stoga je
—100 000 = —1.00000 - 10°. Kraj postupka.

0.00025 — prva znamenka je 0O, nije barem jednaka 1 pa prelazimo na Korak 6. — prva
znamenka razli€ita od nule jednaka je 2, a ispred nje se nalaze ukupno 4 nule, te je b = 4.
Mantisa je jednaka 2.50000, a eksponent —4. Stoga je 0.00025 = 2.50000 - 10~*.

Zbog obveze pisanja eksponenta u superscriptu, pri implementaciji u MATLAB-u nametnula
se potreba za modifikacijom znanstvenoga prikaza kako bi i eksponent bio ispisan "obi¢nim"
tekstom. U tu je svrhu uporabljena sljedec¢a doskocica:

Pretpostavimo da je a= i_x'ylyZ---ym . loizlzz...z,,

MATLAB-ov znanstveni oblik toga broja

znanstveni oblik realnoga broja a. Tada je

a=xx.y;y,.y,etz125...2,.

Dakle, iza mantise "dopiSemo slovo" e (koje nema nikakve veze s oznakom baze prirodnoga
logaritma e = 2.7182818...!), a eksponent "spustimo" iz superscripta u "obicni" tekst. Pritom
treba napomenuti da zapis eksponenta prema osnovnom dogovoru (default-u) sadrzi tocno tri
znamenke (ako eksponent ima samo dvije znamenke (n = 2), zapisuje se u obliku 0z;2,).

Primjer 2. MATLAB-ovi (znanstveni) oblici realnih brojeva iz Primjera 1. su redom:

3.14159¢ + 000,
-1.00000e + 005,
2.50000e — 004.

1.2.2 ZaokruZivanje realnih brojeva i "rezanje" suviska decimala

« C e . ) ) ) ) .. 1 5
Beskonacne periodi¢ne decimalne brojeve (kakvi su npr. decimalni zapisi razlomaka —, —,

itd.) ne mozemo "Citave" pohraniti u racunalo u formatu pomicne tocke zbog fizicke
ograni¢enosti njegovih sklopova. Zbog toga se dio tih brojeva pohranjuje, a dio "zanemaruje",

11
odnosno izostavlja. Uzmimo npr. racionalan broj I = 0.916666.... . Taj je broj beskonacan

periodi¢an decimalni broj i ne moZzemo ga "Citavoga" pohraniti u racunalo. Budu¢i da
MATLAB dozvoljava ukupno 6 znamenki u mantisi s dvostrukom precizno$éu® (tj. s ukupno
15 znacajnih znamenaka), zaokruZivanje se obi¢no radi u ovisnosti o parnosti posljednje
znamenke. Alternativno, moguce je postupiti i ovako:

? O IEEE standardu i oblicima zapisa realnoga broja vidjeti u to¢ki 1.2.3., str. 9.

© mr.sc. Bojan Kovacic¢, visi predavac 10
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1.) Prvih 5 znamenki mantise prepisati, a Sestu ili prepisati (ako je manja od 5) ili uvecati za 1
(ako je barem jednaka 5).

2.) Prepisati svih 6 znamenaka mantise zanemarujuci sve ostale znamenke u standardnomu
prikazu.

Prvi na€in nazivamo zaokruZivanje (s tocnosc¢u na 5 decimala), a drugi "rezanje" suviska
decimala. Namece se pitanje koji je od tih dvaju nacina bolji. Ovo je jedan od osnovnih
problema numericke matematike. Ovdje ¢emo njegovo rjeSenje dati rabeci promatrani primjer.

11
Oznacimo sa x broj dobiven zaokruZivanjem broja ) na 5 decimala, a sa y broj dobiven

11 11
"rezanjem" suviSka decimala broja s Mantisa broja Y jednaka je 9.166666666. Njezina je
Sesta znamenka upravo jednaka 6. Stoga je
x=0.916667, y=0.916666.

Izracunajmo sada apsolutne vrijednosti razlika % -xi % — y kako bismo vidjeli koliko smo

pogrijesili u prvom, a koliko u drugom slucaju:

I% — xI = - 0.0000003333...1=3.33333 - 10,

I% — y1 = 10.0000006666...| = 6.66666 - 107

Prva je razlika manja od druge, $to znaci da smo u prvom sluc¢aju napravili manju pogrjesku.
Stoga moZemo zakljuciti da je zaokruzivanje bolja metoda od '"rezanja" suviSka decimala.
Zbog toga se sva racunala 1 iole bolji racunari uvijek sluze zaokruzivanjem realnih brojeva.

1.2.3. IEEE standard

Vjerojatno vam je jo$ iz srednje Skole poznato da je osnova za prikazivanje svih realnih
brojeva u racunalu tzv. binarni sustav. Baza toga sustava jest prirodan broj 2, a znamenke
koje ga tvore su 0 i 1. Moze se pokazati da u tom slucaju vrijedi sljedeca varijanta Poucka 1.:

Poucak 2. Neka je a € R broj s kona¢nim zapisom u binarnom brojevnom sustavu. Tada se a
moze zapisati u obliku:

+
a=EXY V., - 270
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pri cemu vrijedi:

1)x=1;
2)m,n € N;
2) Vs eees Vs 20 +--» Zn € {0, 1}. |

Stoga sva razmatranja koja smo provodili u podtockama 1.2.1. 1 1.2.2. vrijede i za brojeve
zapisane u binarnomu sustavu. Budu¢i da je ovaj sustav od iznimne vaznosti u ra¢unarstvu,
brojni znanstveni instituti predlagali su razne standarde za organizaciju podataka u
digitalnome racunalu. Jedan od opce prihvacenih je tzv. IEEE standard kojega je predlozio
ugledni americki znanstveni institut Institute of Electrical and Electronic Engineers, a rabi se
na gotovo svim osobnim racunalima, u programskim paketima kao Sto su MATLAB,
Mathematica itd. Prema tome standardu, realni se brojevi naj¢eS€e zapisuju u jednom od
sljedeca tri oblika (ili, kako to inZenjeri racunarstva vole reci, formata):

1.) format jednostruke preciznosti (engl. single precision format);
2.) format dvostruke preciznosti (engl. double precision format);
3.) format Cetvrtostruke preciznosti (engl. quadriple precision format).

MATLAB koristi format dvostruke preciznosti. U njemu su za zapis realnoga broja
predvidena to¢no 64 bita, i to:

1 bit za zapis predznaka mantise;
11 bitova za zapis predznaka eksponenta i samoga eksponenta;
52 bita za zapis mantise.

Budu¢i da je prema Poucku 2. prva znamenka mantise uvijek jednaka 1, radi uStede
memorijskoga prostora ta se znamenka ne pohranjuje. Zbog toga se u formatu dvostruke
preciznosti mogu zapisati brojevi od reda veli¢ine 10~" do reda veli¢ine 10°”" &iju mantisu
tvori ukupno Sesnaest znamenaka.

U ovakvom sustavu definiraju se brojevi Inf (skracenica od engl. infinity = beskonacno), NaN
(skracenica od engl. Not a Number = "nije broj") i eps ("strojni epsilon") s:

10*° = Inf
9 — NaN
0
eps =272 =2.2204-107'°.

Od tih triju brojeva mi ¢emo najceS¢e rabiti konstantu eps. Ona je, zapravo, najmanji
pozitivan broj x takav da u aritmetici racunala vrijedi 1 + x > 1, a moZe se interpretirati 1 kao
ocjena pogrjeske pri zaokruzivanju u binarnoj floating point aritmetici dvostruke preciznosti.
U detalje ovdje ne¢emo ulaziti.
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1.3. Zapis osnovnih matematickih i logickih operatora u MATLAB-u

Radi preglednosti, te zapise navodimo u sljedecoj tablici.

Naziv operatora Zapis
zbrajanje +
oduzimanje —
mnozenje 8
(matri¢no) lijevo dijeljenje \
dijeljenje /
potenciranje A
"...je manje od..." <
" ... je manje ili jednako..." | <=
"...jeveceod..." >
"...je veceili jednako ..." >=
"... je jednako ..." ==
"...jerazli¢itood ..." ~=
v &
vl I
"ne..." ~

VaZna napomena: Jednostruki operator = u MATLAB-u se rabi prigodom inicijaliziranja
vrijednosti neke varijable, dok se dvostruki operator == rabi ako se Zeli provjeriti istinitost
logicke tvrdnje. To ¢emo detaljnije obraditi u Primjeru 4.

Primjer 3. IzraCunajmo vrijednost brojevnoga izraza

) . 2012
(z—lj 18+ | —02t -1
32 3

U komandnomu prozoru (engl. Command Window) iza znaka >> smjestio se trepcuci pokazi-
vac. Rabeci tipkovnicu utipkavamo redom (bez razmakal):

(((2/3-1/2)72*18+1/3)"(-1)-0.2)"2012-1

Obratite pozornost na redoslijed izvedbe raCunskih operacija (* je "najjaca", potom slijede * i
/, a "najslabije" su + i —). Uocite i da vam tijekom utipkavanja brojeva i operatora MATLAB
daje do znanja koja otvorena i koja zatvorena zagrada tvore par, pa u svakomu trenutku
moZete vidjeti jesu li sve zagrade zatvorene ili nisu. Takoder, negativne brojeve (zbog
predznaka) obvezatno piSite unutar okruglih zagrada radi preglednosti izraza.

Nakon $to smo utipkali gornji niz brojeva i operatora, pritisnemo to¢no jednu od dviju tipki
Enter na svojoj tipkovnici. Pojavljuje se rezultat:

© mr.sc. Bojan Kovacic¢, visi predavac 13



TVZ

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL

Matematicki alati u elektrotehnici

ans =
8.895106873296754e-013

i to je trazena vrijednost zadanoga brojevnoga izraza. Ako bismo istu vrijednost Zeljeli dobiti
"klasi€nim" putem (pomocu olovke i praznoga lista papira), utvrdili bismo da je ona jednaka
0. Sto se dogodilo i zbog ¢ega nam MATLAB nije ispisao vrijednost 0?

Do pogrjeske je doslo uslijed zaokruZivanja. Naime, ve¢ smo istaknuli da MATLAB ne zna
baratati s razlomcima pa ih pretvara u decimalne brojeve (rabeci aritmetiku dvostruke
preciznosti) i racuna s njima. Pri toj pretvorbi nuzno dolazi do greSaka — u ovome sluc¢aju one
su reda veli¢ine 107'°. Provedete li i u MATLAB-u racunanje "korak po korak", vidjet ¢ete da
se rezultati podudaraju s onima "ru¢no" izraCunatima sve do potenciranja s 2012. 2012 je
relativno velika potencija pa "malu" pogrjeSku pretvara u znatno vecu. Drugim rijeCima, naSa
pogrjeska ne bi bila tako izraZena da je umjesto 2012 upisan neki bitno manji eksponent (npr.
2).

Zapamtimo sljedece vazno:

PRAVILO: Kada zavrSimo unos naredbe u tekuéemu redu komandnoga prozora, za
njezino izvrsSenje i prelazak u novi red pritisnemo jednu od tipki Enter na svojoj
tipkovnici.

Primjer 4. Utipkajmo u novomu retku komandnoga prozora
x =5
MATLAB C¢e ispisati:

X =

5

Ovime smo istodobno i deklarirali varijablu x i definirali da je vrijednost te varijable jednaka
5. Utipkajmo sada u novomu retku komandnoga prozora (opet bez razmaka):

x==100
MATLAB C¢e ispisati:

ans =
0

Otkuda ovaj rezultat? U drugome smo slu¢aju zahtijevali provjeru istinitosti jednakosti
x =100.

Buduc¢i da smo ranije definirali da je vrijednost varijable x jednaka 5, jednakost x = 100 ocito
nije to€na, pa je njezina istinitost jednaka O (false). Otuda slijedi navedeni rezultat.
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1.4. Posebne varijable u MATLAB-u

Pored ve¢ spomenutih Inf, NaN i eps, u MATLAB-u postoje joS tri posebne, unaprijed
deklarirane varijable:

ans (skracenica od engl. answer = odgovor) — automatski poprima vrijednost nekoga izraza
ako izraz nije pridruzen toj varijabli;

i —imaginarna jedinica (za zaboravne: i := +v/—1);

pi — Ludolfov broj (3.14159265358979...).

Napomena: MATLAB dozvoljava da se ove posebne varijable ,,pregaze®, tj. da im se dodijele
posve nove vrijednosti. Npr. utipkamo li

i=5

1 pritisnemo Enter, varijabla i viSe nece biti imaginarna jedinica, nego varijabla Cija je
vrijednost jednaka 5.

Primjer 5. Utipkajmo u novomu retku komandnoga prozora
pi
pa ¢emo (nakon Sto pritisnemo Enter i podesimo odgovarajuci format) dobiti:

ans =
3.14159265358979

Primjer 6. Utipkajmo u novomu retku komandnoga prozora:
i
Ponovno pritisnimo tipku Enter i dobit ¢emo:

ans =
0 + 1.000000000000001

Primjer 7. U MATLAB-u nisu implementirane sve nama poznate realne konstante. Utipkajmo
u novomu retku komandnoga prozora

e

i ponovno pritisnimo tipku Enter. Na naSe iznenadenje, umjesto broja 2.7182818...
MATLAB ispisuje:

??? Undefined function or variable 'e'.

Sto znaci: Nedefinirana funkcija ili varijabla 'e'. Nasre¢u, u MATLAB-u imamo ugradenu
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definiranje broja e kao realne konstante nije nuzZno.

1.5. Osnovne matematicke funkcije ugradene u MATLAB

Radi lakSega snalaZenja i preglednosti, osnovne matematicke funkcije ugradene u MATLAB

navodimo tabli¢no zajedno sa sintaksom poziva funkcije.

Naziv funkcije Znacenje funkcije Poziv funkcije
sin sinus sin(argument)
CoS kosinus cos(argument)
tan tangens tan(argument)
cot kotangens cot(argument)
asin arkus sinus asin(argument)

acos arkus kosinus acos(argument)
atan arkus tangens atan(argument)
acot arkus kotangens acot(argument)
sinh hiperbolni sinus sinh(argument)
cosh hiperbolni kosinus cosh(argument)
tanh hiperbolni tangens tanh(argument)
coth hiperbolni kotangens coth(argument)
asinh area sinus hiperbolni asinh(argument)
acosh area kosinus hiperbolni acosh(argument)
atanh area tangens hiperbolni atanh(argument)
acoth area kotangens hiperbolni acoth(argument)
pow2 potencija broja 2 pow?2(argument)
sqrt kvadratni korijen sqrt(argument)
exp potencija broja e (e") exp(argument)
log prirodni logaritam (In x) log(argument)
log2 logaritam s bazom 2 (log; x) log2(argument)
log10 dekadski logaritam (log x) log10(argument)
abs apsolutna vrijednost (modul) kompleksnoga broja abs(argument)
real realni dio kompleksnoga broja real(argument)
imag imaginarni dio kompleksnoga broja imag(argument)
conj kompleksno konjugiranje conj(argument)
round zaokruZivanje broja na najbliZi cijeli broj round(argument)
ceil zaokruZivanje broja x na najmanji cijeli broj jednak ili veéi ceil(argument)
od x
floor zaokruZivanje broja x na najve¢i cijeli broj jednak ili manji floor(argument)
od x
Vaine napomene: 1.) Za raunanje treéega, cetvrtoga, ..., n — toga korijena iz realnoga broja

ne postoji "gotova" matematicka funkcija ugradena u MATLAB. Zbog toga se ti korijeni

racunaju kao potencije pomocu megapoznate formule pretvorbe korijena u potenciju:
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1
Ya=ar.
2.) Ne zaboravite da funkcija exp racuna isklju¢ivo potenciju broja e = 2.7181828..., a ne bilo

koju opéu potenciju. Za racunanje potencije oblika a” koristi se zapis a " x.

Primjer 8. IzraCunajmo vrijednosti funkcija ceil, floor i round za x = 0.5, pa usporedimo
dobivene rezultate.

U novom retku komandnoga prozora utipkajmo:
[ceil (-0.5) floor(-0.5) round(-0.5)]
pa ¢e MATLAB ispisati:

ans =
0 -1 -1

Dakle, u prvom je slu¢aju broj zaokruZen na najmanji cijeli broj jednak ili ve¢i od 0.5, a to je

0. U drugom i treCem slucaju rezultati su isti: cijeli broj najblizi broju —0.5 jednak je

najmanjem cijelom broju jednakom ili manjem od —0.5, a to je —1.

Primjer 9. Izracunajmo vrijednost sljedec¢ega brojevnoga izraza:

LS

N 2 2
3 —Re(™)+Im(™) |- 2| +3 +{—5J+05
2 T 4

Rabec¢i tablice iz toCaka 1.4 1 1.6 utipkavamo sljede¢i niz brojeva i operatora (u jednom retku,
bez razmaka):

|{aﬂ:sin[sin[20121'T[)+c0s(20123‘T[]—lg(zol;'n)(:lg[zotiT[D-*—arccos(x/7 2187 —ZIHW—logm)—arclg[ ;

((asin(sin(2011*pi/2)+cos(2013*pi/2)-tan(2011*pi/4)*cot (2013*pi/4))+acos (2187~ (1/7)-
2*log(exp(3/4))-1logl0(sqgrt(10)))—-atan(abs(conj(1l/2-sqrt(3)/2*i))—
real (172012)+imag(i”2013))*4/pi)*2+3)"(-1/2)+round (-pi/4)+0.5

Dobijemo:

ans =
2.264854970235319%9e-014.

IzraCunamo li pravu vrijednost ovoga izraza, dobit ¢emo da je ona jednaka 0. Pogrjeska (reda
veli¢ine 107'*) se pojavila zbog pribliznih izrauna iracionalnih brojeva oblika —n, k €

n
e {2011, 2013}, n € {2, 4}, no, prakti¢no se ona mozZe zanemariti.
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1.6. Zadatci za vjeZzbu

1. Zapisite u znanstvenomu obliku sljedece realne brojeve:
a) 2012.2012; b) 0.002012; ¢) —2.002012; d) -0.20112012.
U svakomu od tih zapisa odredite mantisu i eksponent, te pripadni zapis u MATLAB-u.

2. ZapiSite u standardnom obliku sljedeCe realne brojeve zapisane u MATLAB-ovu
znanstvenu obliku:

a) 2.012e + 001; b) -2.012e + 004;  ¢) 2.012e — 002; d) -2.012e — 003.
U svakomu od navedenih zapisa odredite mantisu i eksponent.

3. Koriste¢i elementarne matematicke operacije ugradene u MATLAB izracunajte vrijednosti
sljedecih brojevnih izraza:

1
. . In—
a) sin(3—nj—cos(2-n)+tg(2—nj; e)e' ™,
4 3
b ctg 7 £) logIn(0.5"2)];
¢) arcsin 0.2 — arccosi+ arctg\/E; gl —il+ Re(20'5 +3/3-i)— ImS\/E—i;
3-5-i ’
— .l
Re( — j
. T+
MSh125+ch£Z—Ath;+Aﬂhi£; hy | 22— A
2 J5 m 1+2:0 (3+51j
m -
—1i

4. ZaokruZite sljedece realne brojeve na njima najbliZi cijeli bro;j:

1
In| arcsin—
a)2-2++/3 b3 C)l—ﬁﬁ'

5 5

5. Pomo¢u MATLAB-a odredite vrijednosti sljedecih varijabli:

a) x = log(-2); b) y = arcsin(2012); c) z=+-157°

Ima li smisla svaki od ispisanih rezultata? Objasnite zasto!
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§2. OSNOVE MATRICNOGA RACUNA U MATLAB-U

2.1. Zadavanje (generiranje) matrica u MATLAB-u

Matrice u MATLAB-u zadajemo prema sljedecoj sintaksi:
ime matrice = [elementi matrice].

Ime matrice obicno je veliko tiskano slovo abecede: A, B, C, ... . Clanovi ili elementi matrice
su (obi¢no) realni brojevi. Upisujemo ih po retcima tako da izmedu svaka dva ¢lana bude po
jedan razmak ili zarez. Kraj retka naznacujemo ili pritiskom tipke Enter ili oznakom ; iza
koje bez razmaka upisujemo prvi element sljede¢ega retka. PokaZimo to na primjeru.

Primjer 1. Zadajmo u MATLAB-u realnu matricu A tipa (5, 4) definiranu s

-1 1 ﬂ -0.25
2 2
0 cos2 _n3 arcsin 0.4
tg s log5
4
—sin6 ctg(21) ! —Arsh(2)
& arctg(3)
-1
— 1 Arhog2) 1n(1+ej V2
| Arch(1.5) 3—¢ 3

U teku¢i redak komandnoga prozora upisujemo:

A=[-1
-exp (-2)
atanh(logl0(2))

1/2 sqrt(3)/2 -0.25;0 cos(2)/tan(5) -1log(3)/1ogl0(5) asin(0.4);27(1/3)
-sqrt(2) 1-37(1/4)/2; -sin(6) cot(21) 1/atan(3) -asinh(2);1/acosh(1.5)
log((3-exp(1l))/(l+exp(1l))) sqgrt(2)/37(1/3)]

Detaljno proucite i analizirajte kako je zadan svaki pojedini ¢lan! Dobijemo:

A =
-1.00000000000000 0.50000000000000 0.86602540378444 -0.25000000000000

0 0.12310160900874 -1.57175884780882 0.41151684606749

1.25992104989487 -0.13533528323661 -1.41421356237310 0.34196299352375
0.27941549819893 -0.65466511548606 0.80061117222304 -1.44363547517881
1.03904346061751 0.31065185251892 -2.58010978698585 0.98056091781096

Napomena: Ako zavrSetak retka naznacavamo pritiskom tipke Enter, onda sve gore navedene
funkcije, operatori i znamenke ne moraju biti zapisani u istom retku komandnoga prozora.

Vazino upozorenje: Matricu nije moguce zadati navode¢i ¢lanove po stupcima!
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2.2. Algebarske operacije s matricama

Osnovne algebarske operacije s matricama zapisuju se potpuno jednako kao i algebarske
operacije s brojevima. No, u radu s matricama rabe se joS neke algebarske operacije koje
pregledno prikazujemo u sljedecoj tablici.

Operacija Znak
"Desno dijeljenje" matrica /
"Lijevo dijeljenje" matrica \
Transponiranje matrice '
MnoZenje elemenata dviju K

matrica Clan po ¢lan

Potenciranje matrice
Potenciranje elemenata dviju

matrica ¢lan po ¢lan
"Desno dijeljenje" elemenata | ./
dviju matrica ¢lan po ¢lan
"Lijevo dijeljenje" elemenata | .\
dviju matrica ¢lan po ¢lan

Operacije "desnoga" i "lijevoga dijeljenja" rabe se prigodom rjeSavanja matri¢nih jednadZzbi.
Prva se koristi za rjeSavanje jednadzbe oblika X - A = B, a druga za rjeSavanje jednadzbe
oblika A - X = B. Ilustrirajmo to primjerima.

Primjer 2. Rijesimo matri¢nu jednadzbu X - A = B ako je:

A:Fi}B:b 6].

3
"Obi¢nim" bismo racunom dobili:
X=B-A".
No, u MATLAB-u mozemo postupiti brze. Utipkamo:
A=[1 2;3 4]
Pritisnemo Enter, pa potom utipkamo:
B=[5 6]

i opet pritisnemo Enter. Time smo definirali matrice A i B. RjeSenje nasega sustava dobivamo
"desnim dijeljenjem" matrica B i A. Utipkamo:
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X=B/A
i dobijemo:

X:
-1 2

Dakle, rjeSenje polazne jednadZbe jest jednoret€ana matrica X = [-1 2].

VaZna napomena: "Desno dijeljenje" matrica moguce je ako i samo ako matrice A i B imaju
jednak broj stupaca!

Primjer 3. RijeSimo matri¢nu jednadzbu A - X = B ako je:
1 2 5
A= , B=| |.
3 4 6

X=A"B.

"Obi¢nim" bismo racunom dobili:

No, u MATLAB-u mozemo postupiti brze. Redefinirajmo matricu B u novomu retku
komandnoga prozora utipkavajuci

B=[5;6]

nakon Cega pritisnimo Enter. RjeSenje polaznoga sustava dobiva se "lijevim dijeljenjem"
matrica A i B. Utipkajmo:

X=A\B
1 dobit ¢emo:
X —_

-4.00000000000000
4.50000000000000

-4 -4
Dakle, rjeSenje polazne matricne jednadzbe jest matrica X = L 5} = { 9 } .
: 2

VaZna napomena: "Lijevo dijeljenje" matrica moguce je ako i samo ako matrice A i B imaju
jednak broj redaka!

Transponiranje matrica obavlja se bez ikakvih tesSkoca kako pokazuje sljedeci primjer.

Primjer_4. Odredimo matricu X' za matricu X iz prethodnoga primjera. U novi redak
komandnoga prozora utipkajmo
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X |
pa dobivamo:

ans =
-4.00000000000000 4.50000000000000

Uocimo ovdje znaCenje varijable ans. Matrici X' nismo dali ime, ve¢ smo samo "rekli"
MATLAB-u $§to Zelimo napraviti s matricom X. Budu¢i da operacijom transponiranja
dobivamo jedan novi objekt, MATLAB mu je dogovorno dodijelio ime ans.

Mnozenje i "dijeljenje" matrica ¢lan po €lan su operacije koje se u linearnoj algebri obi¢no ne
spominju prigodom obrade standardnoga matri¢noga racuna. U tomu se racunu ¢lan po ¢lan
izvode iskljucivo operacije zbrajanja i oduzimanja. No, ove su operacije daleko jednostavnije
od klasi¢nih operacija mnoZenja i "dijeljenja" matrica, a u to ¢e nas uvjeriti i sljedeca
definicija.

Definicija 1. Neka su A = [a;] 1 B = [b;] matrice istoga tipa (m, n). Definiramo matrice
C=[cjl, D =[dj] 1 E = [e] s:

¢ =a; by
a..
d, =—+;
j bij
b.
e;=—",
aij
zasvakii=1,2,...,mizasvakij=1,2, ..., n. Krate piSemo:
C:=A*B
D:=A./B
E:=A\B=B./A

Operaciju .* nazivamo mnoZenje matrica ¢lan po c¢lan, operaciju ./ "desno dijeljenje" ¢lan po
¢lan, a operaciju .\ "lijevo dijeljenje" clan po clan.

Uocimo da je desno dijeljenje matrica A i B istovjetno lijevom dijeljenju matrica B i A i
obrnuto. Pokazimo primjenu ovih operacija na primjeru.

Primjer S. U novi redak komandnoga prozora utipkajmo:
A = [5 6]
Pritisnimo Enter, pa utipkajmo:

B = [10 12]

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 22



TVZ

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL
Matematicki alati u elektrotehnici
Potom ponovno pritisnimo Enter. U sljede¢emu retku utipkajmo
C=A.*B,D=A./B,E=A.\B

pa ¢e MATLAB ispisati:

C =
50 72
D =
0.50000000000000 0.50000000000000
E =

2 2

Uocite formulu prema kojoj su izraCunani elementi svake pojedine matrice:

50=5-10 72=6-12
05=5:10 05=6:12
2=10:5 2=12:6.

Potenciranje matrica ¢lan po ¢lan poseban je slu¢aj mnoZenja matrica ¢lan po €lan, a nastupa
kada vrijedi jednakost A = B.

Primjer 6. Za matricu A iz prethodnoga primjera odredimo A.*2. Utipkajmo:

F=A."2
pa ¢e MATLAB ispisati:
F =

25 36

Napomenimo da gore definirane operacije mnoZenja i dijeljenja ¢lan po ¢lan imaju smisla ako
bilo koju matricu zamijenimo nekim realnim brojem. Tada dobivamo "klasicno" mnoZenje
(odnosno, "dijeljenje") matrice nekim skalarom.

Primjer 7. Za matricu B iz prethodnoga primjera odredimo matrice F :=7.*B, G := B./10 i
H :=10.\B. U novi redak komandnoga prozora utipkajmo:

F=7.*B, G=B./10, H=10.\B

pa ¢e MATLAB ispisati:
F =

70 84
G —

1.00000000000000 1.20000000000000

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 23



TVZ

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL

Matematicki alati u elektrotehnici

H =
1.00000000000000 1.20000000000000

Uocimo odmah da se rezultati "lijevoga" i "desnoga dijeljenja" ¢lan po ¢lan u ovom slucaju
podudaraju jer su oba matri¢na "dijeljenja" ¢lan po ¢lan zamijenjena "klasicnim" dijeljenjem.

Sve osnovne matematicke funkcije navedene u tocki 1.5. imaju smisla i ako je njihov
argument matrica bilo kojega tipa jer "djeluju" na svaki ¢lan matrice zasebno. Evo primjera.

Primjer 8. IzraCunajmo sin(A) za matricu A definiranu s

A:[ZOO;% _20121-n 013 _2015-n]

U novi redak komandnoga prozora utipkajmo:
A=[2009*pi/3 —-2011*pi/2 2013*pi -2015*pi/6]
Pritisnimo Enter, pa potom u novi redak utipkajmo:
sin (A)
MATLAB C¢e ispisati:
ans =
-0.86602540378453 -1.00000000000000  0.00000000000015 -0.49999999999999

1
Tocna vrijednost izraza sin(A) jest {—% -1 0 —5}

A za matricu A definiranu s

Primjer 9. IzraCunajmo e
A=[0 1 4].
U nova dva retka komandnoga prozora utipakmo:

A=[0 1 4];
exp (sqrt (A))

Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
1.00000000000000 2.71828182845905 7.38905609893065

Toc¢na vrijednost izraza eV jest [1 e e2].
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2.3. Matricne funkcije ugradene u MATLAB

Pregledno ih navodimo u sljedecoj tablici.

Ime Sintaksa Argument(i) funkcije Namjena funkcije
funkcije
Zeros zeros(m, n) | oba argumenta su prirodni brojevi Generira nulmatricu s m
redaka i n stupaca.
eye eye(n) prirodan broj Generira jedini¢nu
matricu reda n.
diag diag(A) jednoretCana  ili  jednostupCana | Generira dijagonalnu
matrica matricu Ciji su elementi
redom elementi matrice
A.
rank rank(A) bilo koja matrica Racuna rang matrice A.
size size(A, n) | prvi argument je bilo koja matrica, a | size(A,1) ispisuje broj
drugi to¢no jedan element skupa {1, | redaka, a size(A,2) broj
2} stupaca matrice A.
sum sum(A) bilo koja matrica Racuna zbroj clanova u
stupcima matrice A.
prod prod(A) bilo koja matrica Racuna umnoZzak
Clanova u  stupcima
matrice A.
det det(A) bilo koja kvadratna matrica Racuna determinantu
matrice A.
inv inv(A) bilo koja regularna matrica Odreduje inverz matrice
A.

Primjenu svake pojedine funkcije pokazat ¢emo na primjerima matrica

~1
1 1 -1 2
3 3 _1
A:—lﬂlzﬁ,3:3,C:4—21,D: .
2 2 5 =2
4 1 -3 9
L 3]

Zadajmo ih u MATLAB-u upisivanjem sljede¢ega niza znakova u novi redak komandnoga
prozora:

A=[-1 sqgrt(2)/2 1 2*sqgrt(2)], B=[-1;1/3;2;-4/31, C=[1 -1 2;4
-2 1;1 -3 91, D=[3 1;5 -2]
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Potom prijedimo na sljede¢i primjer.

Primjer 10. Generirajmo nulmatricu tipa (4, 5) i jedini¢nu matricu reda 6. Oznacimo te dvije
matrice redom s E i F. U novi redak komandnoga prozora upi§imo:

E=zeros(4,5), F=eye(6)

MATLAB C¢e ispisati:

E =
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

F =
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

Primjer 11. Generirajmo dijagonalne matrice G i1 H €iji su elementi redom elementi matrice
A, odnosno matrice B. U novi redak komandnoga prozora upiSimo:

G=diag(A),H=diag(B)

i MATLAB C¢e ispisati:

G =
-1.00000000000000 0 0 0
0 0.70710678118655 0 0
0 0 1.00000000000000 0
0 0 0 2.82842712474619
H =
-1.00000000000000 0 0 0
0 0.33333333333333 0 0
0 0 2.00000000000000 0
0 0 0 -1.33333333333333

Primjer 12. Odredimo rangove matrica A, B, C i D. (Kazemo da neka matrica A ima rang
jednak r ako maksimalan linearno nezavisan podskup skupa njezinih redaka (ili stupaca) ima
toCno r elemenata.) Oznac¢imo trazene rangove redom s a, b, ¢ i d. U novi redak komandnoga
prozora upi$imo:

a=rank (A), b=rank(B), c=rank(C), d=rank (D)

pa ¢e MATLAB ispisati:

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 26



TVZ

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL

Matematicki alati u elektrotehnici

a =
1
b =
1
c =
2
d =
2

Koje smo od dobivenih rezultata mogli unaprijed ocekivati?

Primjer 13. Oznacimo sa e broj redaka matrice C, a sa f broj stupaca matrice D. (OCito je e =
=31 f = 2.) Generirajmo te veli¢ine u MATLAB-u. U novi redak komandnoga prozora
upisimo:

e=size(C,1), f=size (D, 2)
1 dobit ¢emo ocekivane rezultate:

e =
3

f =
2

Funkcija size nam u prvi trenutak moze izgledati posve beskorisno, no pravu njezinu korist
vidjet ¢emo u 4. poglavlju kada se budemo susreli s tzv. funkcijskim m-datotekama.

Primjer 14. Odredimo zbroj i umnoZak elemenata u svakomu pojedinomu stupcu matrice C.
Oznacimo trazeni zbroj sa z, a umnoZzak sa u. U novi redak komandnoga prozora upiSimo:

z=sum (C) , u=prod(C)
MATLAB C¢e ispisati:

zZ =
6 -6 12

4 -6 18

Tako je, npr., zbroj svih elemenata prvoga stupca matrice C jednak 6, a umnoZak svih
elemenata drugoga stupca te matrice jednak —6.

Pogledajmo kako "rade" te dvije funkcije kad su im argumenti jednoretCane ili jednostupCane
matrice. U tu ¢emo svrhu odrediti njihove pripadne vrijednosti za matrice A i B. Pritisnimo
tipku T pa ée se u tekuéemu retku komandnoga prozora pojaviti posljednje upisana naredba:

z=sum (C) , u=prod(C)
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Pomicanjem pokazivaca i zamjenom slova C slovom A preuredimo tu naredbu u:
z=sum (A) , u=prod(A)
Dobit ¢emo:
Z =

3.53553390593274
u =
-2.00000000000000

Uoc¢avamo da je vrijednost varijable z jednaka zbroju svih elemenata matrice A, a vrijednost
varijable u jednaka je njihovu umnosku.

Ponovno pritisnimo tipku T i preuredimo posljednje upisanu naredbu ovako:
z=sum(B) , u=prod (B)
Dobit ¢emo:

zZ =

0.88888888888889

Uocavamo da je vrijednost varijable z jednaka zbroju svih elemenata matrice B, a vrijednost
varijable u jednaka je njihovu umnosku.

Mozemo zakljuciti: Ako je A jednoretCana ili jednostrupCana matrica, onda su vrijednosti
funkcija sum(A) 1 prod(A) zbroj, odnosno umnozak svih elemenata matrice A. No, vrijedi i
opcenito:

Pravilo: Ako je A bilo koja matrica, onda su
z=sum(sum(A) ) ,u=prod (prod(A))
redom zbroj, odnosno umnozak svih elemenata te matrice.

Primjer 15. Jedan od standardnih zadataka o matricama obi¢no glasi: Ispitajte ima li
matrica... inverz i, ako ima, odredite ga. Taj smo zadatak rjeSavali tako Sto smo najprije
racunali determinantu zadane matrice, pa ako je ona bila razliCita od nule, zakljucili smo da
zadana matrica ima inverz i njega smo potom odredivali tehnicki sloZzenim postupkom. Ono
Sto smo tada radili 15-ak minuta MATLAB c¢e sad napraviti za priblizno 0.00015 sekundi.

Dakle, ispitajmo imaju li matrice C i D svoje inverze i, ako imaju, odredimo ih. Rabit ¢emo
funkcije det 1 inv. Za matricu C oznaCimo c¢ := det(C) 1 K = C ' U novomu retku
komandnoga prozora izraCunajmo vrijednosti tih veli¢ina. Utipkajmo:
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c=det (C),K=inv (C)
Dobit ¢emo sljedeci ispis:

c =
0

Warning: Matrix is singular to working precision.

K =
Inf Inf Inf
Inf Inf Inf
Inf Inf Inf

Pogledajmo $to se dogodilo. Iz ispisa vidimo da je vrijednost varijable ¢ jednaka 0. Budu¢i da
ta vrijednost predstavlja vrijednost determinante matrice C, to znai da je determinanta
matrice C jednaka 0. Stoga je matrica C singularna, a ne regularna matrica i nema svoj
inverz'. To isto je ustanovio i MATLAB te nam ispisao poruku:

Upozorenje: S obzirom na postavljenu preciznost matrica je singularna.

Time MATLAB dozvoljava moguc¢nost da je determinanta matrice ipak razli¢ita od nule (npr.
reda veli¢ine 10°°), ali napominje da s obzirom na postavljeni format dvostruke preciznosti
on to ne moZe utvrditi. Kako bi varijabli K ipak bila dodijeljena odredena vrijednost,
uporabljena je unaprijed deklarirana varijabla Inf (vidjeti tocku 1.2.).

Isti postupak sada provedimo za matricu D. Ozna¢imo najprije d := det(D) i L := D
Pritisnimo tipku T i preuredimo posljednje upisanu naredbu ovako:

d=det (D), L=inv (D)
Dobit ¢emo:

d

-1

L =
2.00000000000000 -1.00000000000000
5.00000000000000 -3.00000000000000

Determinanta matrice D jednaka je —1, Sto znaci da je matrica regularna i da ima inverz. Nije
teSko analitiCki provjeriti valjanost jednakosti (u€inite to sami):

D_l_2—1
s =3

* Funkcija det ipak nije dovoljno pouzdana za provjeru singularnosti neke realne matrice . Naime, za singularne
matrice ta funkcija Cesto vra¢a neku malu vrijednost razlicitu od nule, pa je u takvim slucajevima tesko
razlikovati radi li se o singularnoj matrici ili regularnoj matrici .
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2.4. Uporaba znakova, ;i: u MATLAB-u

U ovoj ¢emo tocki dati kratak pregled uporabe znakova zareza (,), tocke-zareza (;) i dvotocke
u MATLAB-u, i to u onoj mjeri u kojoj ¢e nam trebati u sljede¢im poglavljima.

Jednu od mogucih uporabi zareza ve¢ smo vidjeli. Njime smo odvajali ¢lanove niza naredbi
zapisanoga u jednomu retku. To je osobito prakticno ako su naredbe "kratke" (kao u vecini
naSih dosadaSnjih primjera). U slu€aju "duljega" niza naredbi, radi preglednosti, preporuca se
svaku od njih zapisati u poseban redak komandnoga prozora. Zarez se obi¢no rabi u
kombinacijama sa znakom tocke-zareza radi reguliranja ispisa rezultata naredbi. Pogledajmo
to na primjeru.

Primjer 1. U novi redak komandnoga prozora utipkajmo:
a=5;b=7;
Posljednja dva retka u naSemu komandnomu prozoru sada izgledaju ovako :

>> a=5;b=7;
>>

U prvi mah mislimo da je MATLAB "zatajio" jer niSta nije ispisao. A niSta nije ispisao jer
smo mu stavljaju¢i znakove ; rekli da ne Zelimo ispis niti vrijednosti varijable a niti
vrijednosti varijable . On je "poslu$no" tim varijablama dodijelio vrijednosti koje smo mu
zadali, pa "¢eka" naSe daljnje naputke Sto da radi s njima.

Utipkajmo sad (u retku gdje se nalazi trepéuci pokazivac):
>> a=5,b=7;c=6,d=8;
MATLAB C¢e ispisati:

a =
5

c =
6

Protumacimo Sto se ovdje dogodilo. Stavljaju¢i znak zareza "rekli" smo MATLAB-u: "Unos
naredbe je zavrSen. Zelimo njezino izvrienje i ispis rezultata." Stavljajuéi znak totka-zarez
"rekli" smo MATLAB-u: "Unos naredbe je zavrSen. Zelimo njezino izvrienje, ali ne i ispis
rezultata." Nakon $to smo pritisnuli Enter, MATLAB je "procitao" posljednje upisani redak na
sljede¢i nacin: "Varijabli a trebam dodijeliti vrijednost 5 i ispisati rezultat. Varijabli b trebam
dodijeliti vrijednost 7 bez ispisa rezultata. Varijabli ¢ trebam dodijeliti vrijednost 6 i ispisati
rezultat. Varijabli d trebam dodijeliti vrijednost 8 bez ispisa rezultata." Zbog toga se kao
rezultat ovoga niza naredbi pojavio ispis vrijednosti varijabli a i c.
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Ovome smo posvetili posebnu pozornost jer je Cesta pocetnika pogrjeska u MATLAB-u
izostavljanje toCke-zareza u pisanju m-datoteka (koje ¢emo upoznati u 4. poglavlju) zbog
kojega se javlja "glomazan" ispis posve nepotrebnih podataka. Vazno je zapamtiti da svaki
ispis rezultata neke naredbe moZemo sprijeciti stavljajuci tocku-zarez na kraj te naredbe.

Jo$ jedan koristan znak je i dvotocka. Ona je posebno korisna pri generiranju razlicitih
matrica. Tako naredba

ime_varijable = matrica(n,:)

gdje su matrica unaprijed zadana realna matrica i n € N prirodan broj, pohranjuje n — ti redak
matrice matrica u varijablu ime_varijable. Analogno, naredba

ime_varijable = matrica(:, n)

gdje su matrica unaprijed zadana realna matrica i n € N prirodan broj, pohranjuje n — ti
stupac matrice matrica u varijablu ime_varijable. Pogledajmo to na primjeru.

Primjer 2. Zadajmo sljede¢u matricu u MATLAB-u, te u varijable TRECIREDAK i
DRUGISTUPAC pohranimo, redom, tre¢i redak i drugi stupac te matrice s odgovaraju¢im
ispisom rezultata.

-1 2 0
log5 e’ In3
A=

. 1
sin — ctg 2 arcsin—
12 3
Re(mj Im(l;zj INCERY
i 2-i 2 2

U novi redak komandnoga prozora najprije utipkajmo:

A=[-1 2 0;1ogl0(5) exp(-2) log(3);sin(pi/12) 1/tan(2)
asin(1/3);real ((1+i)/1i) dimag((1l-1i)/(2*1i)) abs(conj(-sqgrt(3)/2-
1/2*%1))]

pa dobijemo:
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A =
-1.00000000000000 2.00000000000000 0
0.69897000433602 0.13533528323661 1.09861228866811
0.25881904510252 -0.45765755436029 0.33983690945412
1.00000000000000 -0.50000000000000 1.00000000000000
Preostaje upisati:
TRECIREDAK=A (3, :), DRUGISTUPAC=A(:,2)
Dobivamo:
TRECIREDAK =
0.25881904510252 -0.45765755436029 0.33983690945412

DRUGISTUPAC =
2.00000000000000
0.13533528323661

-0.45765755436029
-0.50000000000000

Ako imamo jednoretcanu matricu ¢iji elementi tvore aritmetic¢ki niz (vrlo Cest slucaj kod
petlji!), moZemo je generirati rabe¢i naredbu ¢ija je sintaksa:

ime_matrice=prvi_clan_niza:razlika_niza:posljednji_clan_niza

gdje su nazivi varijabli sugestivno odabrani kako bi se znalo o ¢emu je rije¢. Takav nacin
generiranja matrice naziva se generiranje prema razmaku medu (susjednim) elementima. Ako
je razlika niza jednaka 1, ona se ne mora pisati. Pokazimo to na primjeru.

T 2t 3w 4-m
5 5 5

Primjer 3. Generirajmo matricu A:{ 0 T } Uocimo da

y . . . e ey s . C LW .
¢lanovi te matrice tvore aritmeticki niz ¢iji je prvi €lan 0, posljednji &, a razlika s Matrica je

jednoret€ana pa moZemo primijeniti gornju naredbu. U novi redak komandnoga prozora
utipkamo:

A=0:pi/5:pi
pa dobivamo:

A =

Columns 1 through 4

0 0.62831853071796

Columns 5 through 6
2.51327412287183

1.25663706143592 1.88495559215388

3.14159265358979
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Ovakav se nacin ispisa u MATLAB-u pojavljuje kad zatrazimo da MATLAB sam generira
neku matricu s viSe od 4 stupca. Budu¢i da sve elemente svih stupaca jednoga retka ne moze
ispisati u istomu retku (zbog ograniCenosti komandnoga prozora), MATLAB ispisuje
elemente po stupcima svrstavajuci stupce u grupe s (najvise) 4 elementa.

Napomena: Primjer 3. moguce je rijesiti i uporabom naredbe linspace ¢ija je sintaksa
ime_matrice=1inspace(prvi_clan_niza,posljednji_clan_niza,ukupan_broj_clanova_niza)

Ve¢ smo utvrdili koji je prvi, a koji posljednji ¢lan niza. Jo§ samo trebamo podatak koliko
ukupno ¢lanova ima na$ niz. U ovome je slucaju taj broj jednak 6, pa utipkamo:

A=linspace (0,pi, 6)

i dobivamo isti rezultat kao i u Primjeru 3. Ovakav nacin generiranja matrice naziva se
generiranje prema broju elemenata.

2.5. Jos neke primjene matri¢noga racuna

Na kraju ove toCke pokazat ¢emo kako pomocu matricnoga raCuna moZemo rijeSiti neke
zadatke s radijvektorima, te zadatke s rjeSavanjem linearnih sustava reda n, tj. sustava n
linearnih jednadZzbi s n nepoznanica. Podsjetimo ukratko na osnovne poucke koje smo
upoznali u Matematici 1.

Poucak 1. Neka je S = {(a11, a2, ..., aw), (@21, an, ..., @), ... (@nl, A2, ..., Ann)} skup
vektora. Taj skup je linearno nezavisan ako i samo ako je

ay  ap a,
a a a
21 Ay 2
: "0
a a a

Ekvivalentno, skup S je linearno zavisan ako je determinanta matrice koju tvore njegovi
elementi jednaka nuli.

Napomenimo da u Poucku 1. nije bitan poredak elemenata skupa S prigodom formiranja
pripadne matrice. Naime, mi jedino Zelimo utvrditi je li determinanta te matrice jednaka nuli
ili razlicita od nule. Budu¢i da zamjena dvaju redaka (stupaca) determinante mijenja jedino
njezin predznak, zakljuCujemo da promjena poretka vektora ne utjee na zakljucak o linearnoj
(ne)zavisnosti polaznoga skupa vektora.

Posebno, za n = 3 linearnu nezavisnost tro¢lanoga skupa radijvektora mozemo opisati i na jos§
neke nacine.
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Poucak 2. Neka je S = {(a11, a1z, a13), (a1, an, ax3), (asi, az, asz)} skup radijvektora. Tada je
skup § linearno nezavisan ako i samo ako je mjesSoviti umnoZak elemenata skupa S u bilo
kojem poretku tih elemenata razlicit od nule.

Poucak 2. je, dakako, izravna posljedica ¢injenice da je mjeSoviti umnozak triju radijvektora
jednak upravo determinanti matrice koju tvore ti radijvektori. Geometrijska interpretacija
mjeSovitoga umnoska radijvektora jest

Poucak 3. Nekaje S= {(6111, an, 6113), (a21, an, a23), (a31, asy, Cl33)}§ VS(O) Skllp radijvektora.

a) Obujam paralelepipeda kojega razapinju svi elementi skupa S jednak je apsolutnoj
vrijednosti mjeSovitoga umnoska tih elemenata.

b) Obujam tetraedra kojega razapinju svi elementi skupa S je Sest puta manji od obujma
paralelepipeda iz a) podzadatka.

Naglasimo da mjeSoviti umnoZzak triju radijvektora opcenito moze biti bilo koji realan broj,
pa, zbog Cinjenice da obujam geometrijskoga tijela ne moze biti strogo negativan realan broj,
moramo izracunati apsolutnu vrijednost toga umnoska.

Poucak 4. Neka je zadan sustav n linearnih jednadZzbi s n nepoznanica:

a,-x, + a,x, + .. + a,x =b
ay, X, + ay,-x, + .. + a,-x,=b,
anl ’ 'xl + anZ ’ x2 + + ann ’ xn = bn
Neka su
a, 4y a, X b,
a4y a,, X, b,
A= . X=| "|,b=
a, a, .. a, X, b,

redom matrica sustava, matrica nepoznanica i matrica slobodnih ¢lanova zadanoga sustava.
Za svaki k=1, 2, ..., n oznaCimo s A; matricu dobivenu zamjenom k—toga stupca matrice A
matricom slobodnih ¢lanova sustava. Tada:

— sustav ima jedinstveno rjeSenje (tj. sustav je Cramerov) ako je det(A) # 0 1 u tome je
slu¢aju njegovo rjesenje dano formulom X =A™ - b;

— sustav nema rjesenja ako je det(A) = 0 i ako postoji barem jedan k € {1, ..., n} takav da
je det(Ax) # 0;

— sustav ima beskona¢no mnogo razlicitih rjeSenja ako je det(A) = det(A4;) = ... = det(4,)
=0.
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Pogledajmo primjenu ovih poucaka na nekoliko primjera.

Primjer 1. Ispitajmo je li skup radijvektora S = {(-2, 3, 4), (-3, 4, -2), (1, 0, 22)} linearno
nezavisan. Detaljno obrazloZimo sve svoje tvrdnje.

Strategija rjeSavanja slijedi iz gornje napomene. Formirat ¢emo matricu A €iji ¢e retci biti
vektori koji tvore skup S, pa ¢emo izracunati determinantu te matrice. Bude li ta determinanta
jednaka nuli, skup S bit ¢e linearno zavisan, a u suprotnom, skup S bit ¢e linearno nezavisan.
Vrijedi istaknuti da pri formiranju matrice A redoslijed vektora koji tvore skup S moze biti
proizvoljan. Naime, mi jedino Zelimo usporediti vrijednost determinante matrice A s nulom,
pa zamjena dvaju redaka determinante (prigodom koje se mijenja jedino predznak
determinante) nema utjecaja na konacan zakljucak.

Radi preglednosti, najprije ,,poCistimo* MATLAB-ov komandni prozor. U novi redak toga
prozora utipkajmo:

clc

i pritisnimo Enter. Sto se dogodilo? Sav sadrZaj koji je bio ispisan u komandnom prozoru je
nepovratno nestao! Bez brige, nije se dogodio smak svijeta: ,,0¢iS¢en* je samo komandni
prozor, ali vrijednosti varijabli iz ranijih primjera ostale su ,netaknute* (tj. pohranjene u
odgovaraju¢im memorijskim ¢elijama), pa ih, prema potrebi, moZemo i nadalje koristiti.

U nova dva retka komandnoga prozora utipkajmo:

A=[-2 3 4;-3 4 -2;1 0 22];
det (A)

Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:

ans =
0

Dakle, determinanta pripadne matrice jednaka je nuli, pa je skup S linearno zavisan. Za
vjezbu, izrazite treci element toga skupa kao linearnu kombinaciju preostalih dvaju elemenata.

Primjer 2. Ispitajmo je li skup S:{(an, log?2, log23),(e”, ﬂe,log,,e),(\/Z,%/;,\s/z)}

linearno nezavisan. Detaljno obrazloZimo sve svoje tvrdnje.
Primjenjuju¢i jednakost log, e =—— utipkamo:
Inz
A=[log(2) 1logl0(2) log2(3);exp(pi) pitexp(l) 1/log(pi);sqgrt(exp(l)) pi~(1/3) exp(l/3)];
det (A)

Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:
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ans =
6.57866424431862

Dakle, determinanta matrice koju tvore elementi zadanoga skupa je razliCita od nule, pa je
zadani skup linearno nezavisan.

Primjer 3. Neka je S = {(1, 2, 3), (3, 2, 1), (6, 4, 5)}. IzraCunajmo:
a) mjeSoviti umnozak elemenata skupa S (u zadanom poretku);
b) obujam paralelepipeda razapetoga svim elementima skupa S;
¢) obujam tetraedra razapetoga svim elementima skupa S.

,,PocCistimo* komandni prozor koriste¢i funkciju c1c, pa u nova dva njegova retka utipkajmo:

A=[1 2 3;3 2 1;06 4 571;
M=det (A), Vp=abs (M), Vt=1/6*Vp

Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

M =
-12
Vp =
12
vVt =
2

Dakle, mjeSoviti umnoZak elemenata skupa S u zadanom poretku jednak je —12. Obujam
paralelepipeda kojega razapinju svi elementi skupa S iznosi 12 kub. jed. Obujam tetraedra
kojega razapinju svi elementi skupa S iznosi 2 kub. jed.

Primjer 4. Provjerimo jesu li radijvektori a = (1, 2, 3), b= (4,5, 6) i c = (7, 8, 9) komplanarni
(tj. pripadaju li istoj ravnini). Detaljno obrazloZimo sve svoje tvrdnje.

Zadani radijvektori su komplanarni ako i samo ako je njihov mjeSoviti umnoZzak jednak nuli.
Stoga u nova dva retka komandnoga prostora utipkamo:

A=[1 2 3;4 5 6;7 8 9];
det (A)

Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
0

Dakle, mjeSoviti umnoZak zadanih radijvektora jednak je nuli, pa su oni komplanarni. Za
vjezbu, izrazite treci radijvektor kao linearnu kombinaciju prvih dvaju radijvektora.

Bilo koje linearne sustave u MATLAB-u izravno moZemo rjeSavati koristec¢i funkciju solve

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 36



TVZ

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL

Matematicki alati u elektrotehnici

i operacije s tzv. simbolickim objektima koje ¢emo upoznati u 5. poglavlju. Ovdje ¢emo
prikazati tehni¢ki malo sloZeniji nacin rjeSavanja linearnih sustava reda n, i to pomocu
Cramerova pravila. Preciznije, na primjerima ¢emo rijesiti

Problem: Za zadani linearni sustav reda n (sustav od n jednadZzbi s n nepoznanica) odredimo
ukupan broj njegovih razliitih rjeSenja. Ako je sustav Cramerov (tj. ako ima jedinstveno
rjesenje), odredimo to rjeSenje Cramerovim pravilom.

Primjer S. Odredimo ukupan broj rjeSenja sustava

2-x-3-y+4-2=3,
3-x—4-y+2.-72=-3,
4.-x+2-y-3.-z=-8.

Ako je sustav Cramerov, rijeSimo ga Cramerovim pravilom i provjerimo svoje rjeSenje
koriste¢i jednakost X =A~" - b.

Matrica sustava A i matrica slobodnih ¢lanova b zadanoga sustava su redom

2 -3 4 3
A=|3 -4 2|, b=|-3|.
4 2 3 -8

,Pocistimo* MATLAB-ov komandni prozor, pa u novom retku toga prozora utipkajmo:
A=[2 -3 4;3 -4 2;4 2 -3]; b=[3;-3;-8];

IzraCunajmo determinantu matrice A kako bismo dobili podatak o tome je li zadani sustav
Cramerov ili nije. Utipkamo:

det (A7)
pritisnemo Enter, pa ¢ce MATLAB ispisati:

ans =
53

Dakle, determinanta matrice sustava je razliCita od nule, pa je sustav Cramerov i ima
jedinstveno rjeSenje. Da bismo dobili to rjeSenje pomocu Cramerova pravila, u nova dva retka
komandnoga prozora utipkamo:

Al=[b A(:,2) A(:,3)]1;A2=[A(:,1) b A(:,3)]; A3=[A(:,1) A(:,2) b]l;
X=1/det (A) * [det (Al) det (A2) det (A3)]

Uocimo kako smo efektivno dobili matrice Aj, A, i As. U svakoj od njih smo to¢no jedan
stupac matrice A zamijenili matricom slobodnih ¢lanova, a ostala dva stupca matrice A smo
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»prepisali“. Dakle, matricu moZemo zadati i koristeci retke/stupce ve¢ zadanih matrica.
Matricu nepoznanica X dobili smo izravno primjenjuju¢i Cramerovo pravilo.

Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

X =
-1 1 2

Provjera pomocu jednakosti X =A™ - b, tj. utipkavanje
X=A\b

(ili, ekvivalentno, X=inv (A) *b) ponovno kao rezultat (ali zapisan u drugacijem obliku
zapisa realnoga broja) daje

X =
-1.00000000000000
1.00000000000000
2.00000000000000

Zaklju¢imo: polazni sustav ima jedinstveno rjesenje (x, y, z) = (-1, 1, 2).

Napomena: Za provjeru valjanosti rjeSenja pomocu jednakosti X = A™' - b efikasnije je
koristiti matri¢no lijevo dijeljenje, tj. jednakost X = A \ b.

Primjer 6. Odredimo ukupan broj rjeSenja sustava

36 -x+31-y-26-7=21,
21-x=26-y+31-7=-36,
203 -x-37-y+77-z=-117.

Ako je sustav Cramerov, rijeSimo ga Cramerovim pravilom i provjerimo svoje rjeSenje
koriste¢i jednakost X =A™ - b.

Postupimo analogno kao u prethodnom primjeru. Matrica sustava i matrica slobodnih ¢lanova
zadanoga sustava su redom

36 31 =26 21
A=| 21 =26 31 |,b=| =36
213 =37 77 -117

,Pocistimo* MATLAB-ov komandni prozor, pa u dva nova retka toga prozora utipkamo:

A=[36 31 -26;21 -26 31;213 =37 77]; b=[21;-36;-117];
det (A)
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Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
0

Odatle slijedi da polazni sustav ili nema niti jedno rjeSenje ili ima beskonacno mnogo
rjesenja. Utipkamo li kao u Primjeru 5.

Al=[b A(:,2) A(:,3)]1;A2=[A(:,1)

b A(:,3)]; A3=[A(:,1) A(:,2) Dbl;
X=1/det (A) * [det (Al) det (A2) det (A3)

]
i pritisnemo Enter, MATLAB Ce ispisati:

Warning: Divide by =zero.
X =
NaN NaN NaN

Pojasnimo S§to se dogodilo. Najprije se pojavilo upozorenje da dijelimo s nulom, §to smo,
naravno, mogli 1 ocekivati jer je determinanta matrice sustava jednaka nuli. Potom je
MATLAB ispisao da je rjeSenje sustava (x, y, z) = (NaN, NaN, NaN), tj. tro¢lani vektor Cije
su komponente medusobno jednake konstanti NaN. Prisjetimo se da se ta ,konstanta®

o0 oy . . . .
pojavljuje pri ,,dijeljenju 0’ pa zaklju¢ujemo da su determinanta sustava i sve tri pomocne

determinante medusobno jednake i jednake nuli. Stoga polazni sustav ima beskona¢no mnogo
razli¢itih realnih rjeSenja. MATLAB nam nije ispisao niti jedno od njih, $to je potpuno u
skladu s Cramerovim pravilom koje — za razliku od ostalih metoda i tehnika rjeSavanja
linearnih sustava — ne omogucuje ispis niti jednoga rjeSenja u ovakvom slucaju (iako znamo
da ih ima beskona¢no mnogo!).

Zaklju¢imo: ako linearni sustav reda n ima beskonacno mnogo medusobno razli¢itih rjeSenja,
MATLAB ¢e nam ispisati da je svaka pojedina komponenta jednoga rjeSenja jednaka NaN.

Pokugamo li, medutim, dobiti rje§enje pomocu jednakosti X = A™" - b, tj. utipkamo li:
X=A\b
u novom retku komandnoga prostora i potom pritisnemo Enter, MATLAB ce ispisati:

Warning: Matrix is close to singular or badly scaled.
Results may be inaccurate. RCOND = 5.908903e-018.
X =
-0.17958412098299
0.04725897920605
-1.00000000000000
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U ovom nas je slu¢aju MATLAB upozorio da je matrica priblizno singularna (ili tzv. lose
skalirana, $to se odnosi na problem tzv. skaliranja matrice o kojemu ovdje ne¢emo govoriti),
da rezultat moZe biti netoCan i da je rezultat procijenjen s parametrom 5.9 - 107"® (radi
ilustracije, procjenitelj je dobar Sto je njegova vrijednost bliZa jedinici, a 1o§iji $to je njegova
vrijednost bliza konstanti eps). Stoga je rijeC o loSe procijenjenom rjeSenju sustava. Ako ste
se poveselili da u ovakvim slucajevima MATLAB ispisuje jedno od spomenutih beskonacno
mnogo postojec¢ih realnih rjeSenja polaznoga sustava, to ste prerano ucinili. Naime, nije tesko
provjeriti da (x, y, z) = (-0.17958412098299, 0.04725897920605, —1) nije rjeSenje polaznoga
sustava. Dakle, niti ova metoda ne omogucuje ispis barem jednoga od beskona¢no mnogo
postojecih realnih rjeSenja polaznoga sustava.

Primjer 7. Odredimo ukupan broj rjeSenja sustava

4.x— T-y+9.-z=11,
S-x+ 13-y -7-z=38,
x+ 107 -y—-89.z7=-25.

Ako je sustav Cramerov, rijeSimo ga Cramerovim pravilom i provjerimo svoje rjeSenje
L -1
koriste¢i jednakost X =A"" - b.

Postupimo analogno kao u prethodnim primjerima. Matrica sustava i matrica slobodnih
¢lanova zadanoga sustava su redom

-7 9 11
A=|5 13 -7 |, b=| 8 |.
1 107 -89 =25

,Pocistimo* MATLAB-ov komandni prozor, pa u dva nova retka toga prozora utipkamo:

A=[4 -7 9;5 13 -7;1 107 -89]; b=[11;8;-25];
det (A)

Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
0

Odatle slijedi da polazni sustav ili nema niti jedno rjeSenje ili ima beskonacno mnogo
rjeSenja. Utipkamo li kao u Primjeru 5.

Al=[b A(:,2) A(:,3)]1;A2=[A(:,1)

b A(:,3)]; A3=[A(:,1) A(:,2) Dbl;
X=1/det (A) * [det (Al) det (A2) det (A3)

]
1 pritisnemo Enter, MATLAB ce ispisati:

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 40



TVZ

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL

Matematicki alati u elektrotehnici

Warning: Divide by =zero.
X =
-Inf Inf Inf

I opet smo dobili (o¢ekivanu) poruku da dijelimo s nulom, ali ovoga je puta rjeSenje sustava
drugacije: sve tri komponente po apsolutnoj su vrijednosti jednake konstanti Inf. Ta se
konstanta dobije kad neki ,,konkretan® realan broj dijelimo nulom. To znaci da smo pri
izratunu komponenata dijelili ,,konkretne* realne brojeve nulom, odnosno da su determinante
svih triju pomoc¢nih matrica razliCite od nule. Stoga zaklju¢ujemo da polazni sustav nema niti
jedno realno rjesSenje.

Pokugamo li ponovno dobiti rjeSenje pomo¢u jednadzbe X =A™ - b, tj. utipkamo li:
X=A\b
u novom retku komandnoga prostora i potom pritisnemo Enter, MATLAB Ce ispisati:

Warning: Matrix is close to singular or badly scaled.
Results may be inaccurate. RCOND = 1.601150e-017.
X =
1.0e+013 *
-2.44448255636308
2.62422392080175
3.12749974122953

Prvi dio ispisane poruke je jednak kao u Primjeru 6. Vrijednost ,,procjeniteljske* varijable
RCOND i u ovom je slucaju vrlo blizu konstanti eps, pa zakljucujemo da je rije¢ o vrlo 1030j
procjeni rjeéenjas. Stoga ispisano rjeSenje nije rjeSenje polaznoga sustava.

Zaklju¢imo: ako linearni sustav reda n nema rjeSenja, MATLAB ¢e nam ispisati da je svaka
pojedina komponenta jednoga rjesenja (po apsolutnoj vrijednosti) jednaka Inf.

> Iz dobivene vrijednosti ,,procjeniteljske varijable zapravo moZemo zakljuditi da su sve znamenke svake
komponente dobivenoga rjeSenja netocne. Npr. za vrijednost RCOND = 0.01 mogli bismo zakljuciti da su
neto¢ne samo posljednje dvije znamenke svake komponente dobivenoga rjesenja itd.
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2.6. Zadatci za vjezbu

1. Generirajte sljede¢e matrice u MATLAB-u:

a) A=[1 2 3];

1
b) B=|2];
3
C)Czlz}
13 4
-1 2 -3
d D=4 -5 6 |;
-7 8 -9
12 05 % V2

e E=|37 logns 4

3
5|
~1.9 —% ~J2-33 In2

2. a) Za matrice A, B, C, D 1 E iz prethodnoga zadatka odredite postoje li umnosci A - B,
B-AA-C,C-A,A-D,D-AA-E,E-A,B-C,C-B,B-D,D-B,B-E,E-B,C-D,
D-C,C-E E-C,D-EiE- Diizratunajte sve umnoske koji postoje.

b) Odredite rangove svih (postoje¢ih) umnozaka iz a) podzadatka. Interpretirajte dobivene
rezultate. Ima li medu dobivenim matricama regularnih matrica? ObrazlozZite svoje
odgovore.

3. IzraCunajte umnoZzak svake od matrica iz 1. zadatka s njoj transponiranom matricom, pa
odredite rangove svih tako dobivenih matrica. Jesu li koje od njih regularne? ObrazlozZite
svoj odgovor.

4. a) Za svaku od matrica iz 1. zadatka odredite ima li determinantu. Ako ima, izraunajte je.

b) Za svaku od matrica iz 1. zadatka odredite ima li inverz. Ako ima, izraCunajte ga.

5. Za matricu A iz 1.a) zadatka odredite matricu X =+ A+1. Za svaki ¢lan matrice X
napisite formulu po kojoj je izracunan. Potom izracunajte kvadrat zbroja svih elemenata
matrice X. Provjerite svoja rjeSenja rabe¢ci MATLAB.
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B++/3
2

. Za svaki ¢lan matrice Y

a) Za matricu B iz 1.b) zadatka odredite matricu Y = In
napiSite formulu po kojoj je izraCunan.

b) Oznacimo sa r apsolutnu vrijednost (modul) razlike umnoska i zbroja svih elemenata
matrice Y iz a) zadatka. NapiSite izraz za raCunanje vrijednosti varijable r. Provjerite
valjanost svojega rjeSenja rabe¢i MATLAB.

Neka su D i E matrice iz zadataka 1.d) i 1.e). Oznacimo sa G i H jednoretCane matrice ko-
je tvore redom drugi redak matrice D, odnosno tre¢i stupac matrice E. Bez upisivanja
¢lanova matrica G i H izraCunajte (det DT) -G- (E- ET) : (2H)T.

Oznacimo sa X matricu tipa 1 X 6 Ciji su ¢lanovi prvih 6 visekratnika broja 6. Generirajte
matricu X prema:

a) broju elemenata;
b) razmaku medu susjednim elementima.

Ispitajte jesu li sljedeci skupovi vektora linearno nezavisni i obrazloZite svoje odgovore:

3 S ={(VI BN+ V2N5). (V5 VN5 +VBZ) (V5 2.5 + 2.5 )

b) §= {(e,ez,e3)’(1’10g 2,10g3),(1,In2,In 3)};

¢) §={(-2009, 2010, -2011), (2009, 2010, 2011), (0, 1, 1)};
d S={(1,9,7),2,1,1),(-1,8,6)};
e) S={(1,-3,4),(-2,1,7),(8,-9,-13)}.

IzraCunajte mjeSoviti umnoZzak, obujam paralelepipeda i obujam tetraedra razapetoga svim
elementima skupa § ako je:

a) §={(0,8,9),(6,4,5),(3,2,4)};

b) S={(-2,1,1),(-12,6,-18), (1,-1, 3)};

¢) S={(-2,2,4),(-3,6,9),(1,-1, )};

d) §={4,0,-2),(3,3,-3),(2,3,-1)};

e) S=1{(-14,-12,-10), (15, 12,9), (-16, -9, -4)}.

Klasificirajte sljedece sustave linearnih jednadzbi u zavisnosti o ukupnom broju njihovih
rjeSenja i obrazloZite svoje odgovore:

a)7-x—11-y+13-z=6,11-x-13-y+7-z2=-4,13 -x+7-y-11-z7=-24;
b)24.-x-31-y+15-z=131,15-x+24-y-31-2z=-126,(-31)-x—15-y+24 - z="T1;
¢) (-5 -x+4-y-3-z2=-2,(-2)-x-3-y+4-z=5, x-33-y+37-z=40;

d) (“10)-x—11-y+12-2=-13,(=13) - x+12-y—11-7=-10,8 - x— 149 - y + 150 - z = —32;
e) 35-x+71-y+97-z=1,(-71) - x+97 - y+35-2z=2,28 - x+ 1744 - y + 1700 - z = 29.
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Iskljucivo pomo¢u Cramerova pravila rijesite sljedece sustave linearnih jednadzbi:
3-x+2-y=12,

a)
2-x+3-y=13;
x+y+z=4,

b) x+2-y+3.-z=5,
5:x+3-y+5-z=14;
3-x+2-y+z=-1,

¢) 7-x+6-y+5-z=2,
S5-x+4-y+3-2=2;
5-x—2-y+3-z=11,

d 3-x+7-y-z=-9,
2:x+5-y+2-z2=2;
2-x=5-y+4-z+3-w=4,
3-x—4-y+7-z+5-w=11,
4.-x=9-y+8-z+5-w=3§,
-3 x+2-y-5-z+3-w=-3.

e)

Potom rijesite te sustave bez uporabe MATLAB-a 1 usporedite dobivena rjesenja.

Bez uporabe MATLAB-a odredite $to Ce se ispisati utipkavanjem sljedecih naredbi:

a) a=3/2;b=4/5

b) a=3+5,b=4-5;

¢) a=5/6;c=a+1/6,b=a-1/3

d) a=sqgrt (9/4) ;b=log(a-1/2);c=10gl0 (b+9);

Provjerite svoje odgovore rabe¢i MATLAB.

Bez uporabe MATLAB-a odredite vrijednosti varijabli a i b nakon izvrSenja sljedecega
niza naredbi:

a=3/2;b=1/4;a=a+b, b=b-a

Bez uporabe MATLAB-a odredite vrijednosti varijabli x, y i z nakon izvrSenja svakoga od
sljedecega niza naredbi:

a) x=—1/2;y=1/2;2=1;x=x-y+2,Y=X-Y—2, Z2=X+Y+2Z;
b) x=-1/6;y=1/3;2=1/2;x=x+y+2, y=y+2—X, 2=2+X~Y;
¢) x=i;y=pi;z=exp(l);x=x*y*z,y=x/y,z=2/(x*y) .
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§ 3. GRAFIKA UMATLAB-U

MATLAB nam omogucuje crtanje razliCitih vrsta grafikona (linijskih, retCanih, stupCanih itd.)
U ovom ¢emo poglavlju upoznati "klasi¢ne", odnosno linijske grafikone, dok ¢emo retane i
stupCane upoznati u 5. poglavlju prigodom obradivanja grafickih prikaza statisti¢kih veliCina.

3.1. Jednostavni linijski grafikoni

Za crtanje jednostavnih linijskih grafikona u MATLAB-u se rabi funkcija plot ¢ija je jedna od
sintaksi

plot(matrica)

gdje je matrica bilo koja realna matrica. Ideja "crtanja" takve matrice je sljedeca:
Pretpostavimo da je A = [a;;] realna matrica tipa (m, n) koju Zelimo "nacrtati".

Korak 1. Svakom elementu a;; pridruZi se uredeni par (i, a;). Tako se dobije ukupno m - n
razliCitih tocaka.

Korak 2. Tocke dobivene u Koraku 1. ucrtaju se u pravokutni koordinatni sustav u ravnini.

Korak 3. Stavi se j := 1. Nacrta se ukupno m spojnica toCaka (i, a;) i (i + 1, a; + 1, ),
zasvakii=1,2,...,m— 1. Nakon povlacenja zadnje (m — 1 —ve) spojnice stavi se j :=j + 1.

Korak 4. Ako je j < n, ponovi se Korak 3. (za novi j). Ako je j > n, postupak je gotov.

Na osnovi ovoga algoritma pokrece se i izvrSava funkcija plot. Pogledajmo njezinu primjenu
na primjerima.

Primjer 1. "Nacrtajmo" matricu
A=[-1201].
Najprije u novomu retku komandnoga prozora generiramo matricu A utipkavanjem:
A=[-1 2 0 1]
Pritisnemo Enter, pa u novomu retku komandnoga prozora utipkamo:
plot (A)

Dobivamo sljedeci grafikon otvoren u novomu prozoru (vidjeti Sliku 1.):
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0.5 i

-0.5+ —

Slika 1.

Uocimo kako je dobivena ova izlomljena crta. Najprije su ucrtane tocke (1,-1), (2,2), (3,0) 1
(4,1). Potom su crtom spojene tocke (1,-1) 1 (2,2), (2,2) i (3,0), te (3,0) i (4,1). Novootvoreni
prozor zatvaramo tako da najprije pomicanjem miSa po podlozi premjestimo pokazivac u
gornji desni kut na ikonicu s oznakom X, a potom jednim klikom lijeve tipke miSa na tu
ikonicu zatvorimo prozor i vratimo se u "stari" komandni prozor. (Onima koji viSe vole
tipkovnicu preporu¢amo istodobno pritiskanje tipki Ctrl i W.)

Ako ne Zelimo crtom spojiti susjedne tocke, to moramo "re¢i" MATLAB-u. Utipkajmo u novi
redak komandnoga prozora

plot (A, "*")

pa ¢emo u novootvorenom prozoru dobiti sljedecu sliku (vidjeti Sliku 2.):
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Slika 2.

Primjer 2. "Nacrtajmo" u MATLAB-u sljede¢u matricu:

-1 2 -3
B=|4 -5 6
-7 8 -9

1 spojimo susjedne tocke izlomljenom crtom. Zadanu matricu najprije generiramo u
MATLAB-u utipkavanjem:

B=[-1 2 -3;4 -5 6;-7 8 -9]
pritisnemo Enter 1 u novomu retku komandnoga prozora utipkamo jednostavno:
plot (B)

Dobijemo sljedeci skup linijskih grafikona (vidjeti Sliku 3.):
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Slika 3.

Objasnimo kako je dobivena npr. crvena izlomljena crta. Ona je nastala spajanjem tocaka
(1,-3)1 (2, 6), te (2, 6) 1 (3, -9). Te su tocke dobivene pomocu elemenata 3. stupca matrice B.
Npr.: element -3 stoji na presjeku toga stupca i 1. retka, Sto znaci da je i = 1 (varijabla i
oznacava redak u kojemu se nalazi element a;j), pa se (u Koraku 1. algoritma funkcije plor)
dobije tocka (1, —3). Potpuno analogno se dobiju i ostale dvije tocke promatrane crte.

3.2. Crtanje grafova funkcija na segmentu

"Prava" korist funkcije plot nije u grafickom prikazivanju matrica, nego u crtanju grafova
realnih funkcija. Odmah se mora napomenuti nesto Sto se vrlo Cesto previdi ili zaboravi:

Pravilo: U MATLAB-u se grafi¢ki prikazuju iskljucivo realne funkcije definirane na
segmentima.6

® Navedeno se pravilo odnosi iskljugivo za funkciju plot jer postoje i druge funkcije MATLAB-a (npr.
ezplot) pogodne za crtanje grafova funkcija viSe varijabli kojima domena nije segment. S druge strane,
koriste¢i varijablu NaN realnu funkciju moZemo crtati npr. i na uniji intervala (vidjeti Primjer 2.).
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To se posebno odnosi na realne funkcije realne varijable kojima je podrucje definicije cijeli
skup R. Nije moguée nacrtati graf takve funkcije na cijelom skupu R jer taj skup nema niti
najmanji niti najve¢i element. Uostalom, kada "ru¢no" crtate grafove funkcija u svojim
biljeZnicama, nesvjesno se opredijelite za odredeni dio ravnine (u pravilu onaj koji sadrzi
ishodiSte pravokutnoga koordinatnoga sustava u ravnini) pa crtate traZeni graf uzimajuci
vrijednosti nezavisne varijable iz toga podrucja. Isto to radi i MATLAB, samo mu moramo
"re¢i" koje podrucje ravnine zZelimo uzeti.

U crtanju funkcija glavnu "ulogu" imaju matrice. I kada "ru¢no" crtamo grafove, mi najprije
odredimo parove to€aka kroz koje prolazi traZeni graf i zapiSemo ih tablicno. Da MATLAB-u
ne bismo morali neprekidno "govoriti" Sto treba uzeti za x kako bi izracunao f (x), koristimo
jednoretcane matrice Ciji elementi tvore aritmeticki niz. (Generiranje takvih matrica naucili
smo u prethodnom poglavlju (vidjeti tocku 2.4.).) Prvi Clan toga niza je donja granica
segmenta, a posljednji gornja granica segmenta. Kako bi slika bila Sto bolja, za razliku niza
pogodno je uzeti "mali" decimalan broj (npr. 0.01, 0.005 i sl.). Ne istaknemo li drugacije,
dogovorno pretpostavljamo da je spomenuta razlika jednaka 0.01.

Crtanje grafa funkcije na segmentu radi se algoritamski u tri koraka:

Korak 1. Rabeci generiranje prema razmaku medu susjednim elementima generira se matrica
Ciji je prvi Clan donja granica segmenta, razlika (dogovorno) jednaka 0.01, a posljednji Clan
gornja granica segmenta.

Korak 2. Generira se matrica vrijednosti zadane funkcije u svakome elementu matrice
dobivene u Koraku 1.

Korak 3. Svakom elementu dobivenomu u Koraku 1. pridruzi se vrijednost funkcije dobivena
u Koraku 2., te se dobiveni uredeni par ucrta u pravokutni koordinatni sustav u ravnini.

Pokazimo primjenu ovoga algoritma na primjerima.

Primjer 1. Nacrtajmo graf realne funkcije f: [-6, 6] — R definirane propisom:

2-x
x*+1

f(x)=

Slijedimo korake gore opisanoga algoritma. Prvi je korak generiranje "matrice x-eva". Buduci
da MATLAB dozvoljava da ime matrice bude i malo tiskano slovo, tu ¢emo matricu oznaciti
sa x. Njezin je prvi ¢lan -6, razlika 0.01, a posljednji ¢lan 6. Dakle, u novi redak komandnoga
prozora utipkavamo:

x=-6:0.01:6;

Uoc¢imo ovdje klju¢nu ulogu znaka tocka-zarez. Da ga nismo stavili na kraj retka, MATLAB
bi ispisao svih 1200 elemenata matrice x 1 dobili bismo nepotrebnu ,,guzvu u MATLAB-ovu
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komandnomu prozoru. Zbog toga ga uvijek valja staviti na kraj retka.

U novomu retku komandnoga prozora formiramo matricu vrijednosti zadane funkcije,
odnosno "matricu y-a". Nju dobivamo racunski mnoZenjem, dijeljenjem i potenciranjem
¢lanova matrice x ¢lan po €lan. (Ovo dobro zapamtite jer se pri crtanju grafova Cesto grijesi
zamijenjujuci operacije "¢lan po ¢lan" s "klasi€nim" aritmetickim operacijama. Zato: oprez!)
Utipkavamo:

y=2*x./(x."2+1);

(Podsjetimo se: MnoZenje, odnosno zbrajanje matrice sa skalarom €¢lan po €lan podudara se s
"obi¢nim" mnoZenjem, odnosno zbrajanjem sa skalarom.) I opet smo na kraju retka stavili
toCku-zarez kako ne bismo dobili ispis svih elemenata matrice y.

Napomena: U MATLAB-u izraz x . ~2+1 zapravo znaci dodavanje matrice [1 1 ... 1] matrici
x.M2, pa se time izbjegava problem s dimenzijama matrica.

Preostaje nam svakome od 1200 x-eva pridruZziti pripadni y, pa dobivenu toCku ucrtati u
pravokutni koordinatni sustav u ravnini. U novi redak komandnoga prozora utipkavamo:

plot(x,vy)

pa dobivamo sljedeci graf (vidjeti Sliku 4.):

Slika 4.
Primjer 2. U Primjeru 1. zadatak nam je bio nacrtati graficki prikaz neprekidne funkcije. No,

Sto ¢e se dogoditi ako funkcija ima prekid (1. ili 2. vrste) na segmentu iznad kojega je crtamo?
Npr. uzmimo realnu funkciju f: [-6, 6] — R definiranu propisom:

2-x
=1

f(x)=
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Iole bolji znalci matematike odmah ¢e uociti da ¢e tu biti dva problema: Kako odrediti
vrijednosti funkcije za x =—1 1 x = 1 kad u tim to¢kama funkcija uopce nije definirana? "Spas"
je u varijabli NaN: ako postoji x za koji ne postoji pripadni fix), MATLAB ¢e tome x-u kao
f(x) dodijeliti "vrijednost" NaN, a dobivenu "to¢ku" nece ucrtati u koordinatni sustav.

Nakon Sto u svaki redak zasebno utipkamo

x=-6:0.01:6;
y=2*x./(x."2-1);

MATLAB ¢e nas upozoriti da smo u jednom ili vise slucajeva dijelili s nulom (ali nece "re¢i"
u koliko smo slu¢ajeva napravili taj, s matematickoga stajaliSta, "smrtni grijeh"):

Warning: Divide by =zero.
Nakon $to u sljedecemu retku utipkamo
plot(x,y)

u novootvorenome ¢emo prozoru dobiti sljedeci graf (vidjeti Sliku 5.):

150

100 | —

50 - —

.50 4

-100 —

150 I I I I I

Slika 5.

Uoc¢imo da se iz grafa odmah mogu vidjeti prekidi u tockama x = -1 1 x = 1, te da su ti prekidi
2. vrste (ne mogu se ukloniti jer oCito ne postoje granicne vrijednosti zadane funkcije u
navedenim dvjema tockama).
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U prethodnim smo primjerima na jednoj slici prikazivali graf samo jedne funkcije. No,
prigodom grafickoga rjeSavanja nelinearnih jednadZzbi iznimno je vazno na istoj slici prikazati
grafove dviju ili viSe funkcija (kako bi se pribliZno mogla ocitati sjeciSta tih grafova)
definiranih na istom segmentu. (Takve ¢emo probleme razmatrati i rjeSavati u 10. poglavlju.)
Tu se ponovno javlja funkcija plot, ali ovoga puta s malo drugacijom sintaksom. U praksi se
vrlo Cesto zaboravi da se grafovi funkcija mogu crtati na istoj slici pomocu funkcije plot ako i
samo ako su sve realne funkcije definirane na istom segmentu pa imajte to na umu prigodom
rabljenja ove funkcije.

Ovu, malo sloZeniju primjenu funkcije plot pokazat ¢emo na konkretnom primjeru.

Primjer 3. Na istoj slici nacrtajmo grafove funkcijaf (x) =2 -x+ 1, g(x)=1-x1h(x)=Inx
na segmentu [1, 20]. Najprije generiramo matricu x-eva:

x=1:0.01:20;

a potom i tri matrice yl, y2 i y3 s odgovaraju¢im vrijednostima funkcija:

y1=2*x+1; (matrica vrijednosti funkcije f)
y2=1-x; (matrica vrijednosti funkcije g)
y3=10g(x) ; (matrica vrijednosti funkcije h)

Sve tri krivulje prikazat ¢emo na istoj slici utipkavanjem:
plot(x,vy1l,x,¥2,x%,¥3)

(Uocite da su argumenti funkcije plot ovdje odvojeni zarezima.) U novootvorenom ¢emo
prozoru dobiti sljedecu sliku (vidjeti Sliku 6.):

Slika 6.
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Plava je krivulja graf funkcije f(x), crvena graf funkcije h(x), a zelena graf funkcije g(x).
Uocimo da inaCe "brza" logaritamska funkcija ovdje prividno "sporo" raste jer jedini¢na
duZina na osi Oy ima vrlo malenu duljinu. Takva je duljina odabrana kako bi se mogle
prikazati relativno velike vrijednosti funkcije f{x) u tockama blizu gornjega kraja segmenta.

Primjer 4. Graficki rijeSimo nejednadzbu sin(2 - x) > cos x na intervalu [0, 2 - ®]. Na istoj
¢emo slici nacrtati grafove funkcija f{x) = sin(2 - x) i g(x) = cos x, pa ¢emo ocitati iznad kojih
je dijelova zadanoga intervala graf funkcije f(x) iznad grafa funkcije g(x). Utipkavamo
redom:

x=0:0.01:2%pi;
yl=sin(2*x);
y2=Ccos (X) ;
plot(x,y1l,%x,y2)

pa dobijemo sljedecu sliku (vidjeti Sliku 7.):

0.8 -

0.6+

0.2+

-0.2L
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Slika 7.
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Plava krivulja je graf funkcije f(x), a zelena graf funkcije g(x). Intervale na kojima je plava
krivulja iznad zelene mozemo ocitati samo pribliZzno. Dva su takva intervala: (0.6, 1,6) i
(2.6 ,4.6).

RijeSimo li zadanu nejednadzbu "klasi¢no", dobit ¢emo:
T 5 3

xe(—,—)u({—=-m,— 1),
6 2 6 2

x € (0.5235987755983, 1.5707963267949) U (2.61799387799149, 4.71238898038469).

odnosno priblizno

Naravno da u praksi nema potrebe "pogadati" granice intervala, nego se postupa npr. ovako:

Sa slike vidimo da prvi od intervala - rjeSenja nejednadzbe ima donju granicu u segmentu
[0,1]. Stoga nacrtamo grafove promatranih funkcija u tom segmentu. Utipkamo:

x=0:0.01:1;
yl=sin(2*x);
y2=Ccos (x) ;
plot(x,v1l,x,y2)

i dobit ¢emo sljedecu sliku (vidjeti Sliku 8.):

0.9} —~_ N
0.8 ~_ i
0.71 . i
0.6 . i
0.51 i
0.4l 4
0.3 i

0.2 -

Slika 8.
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S ove je slike oCito da je trazena donja granica u intervalu [0.5, 0.6]. Nacrtajmo grafove
promatranih funkcija i u tom segmentu. Utipkamo:

x=0.5:0.01:0.6;
yl=sin(2*x);
y2=Ccos (X) ;
plot(x,v1,x,y2)

i dobit ¢emo sljedecu sliku (vidjeti Sliku 9.):

0.82 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0.5 0.51 0.52 0.53 0.54 0.55 0.56 0.57 0.58 0.59 0.6

Slika 9.

Sad traZzenu donju granicu moZemo odrediti jo§ preciznije: ona se nalazi u segmentu
[0.52, 0.53]. Ovisno o tome koliku to¢nost odredivanja donje granice Zelimo, ponavljamo
opisani postupak uzimajuci svaki put sve "krace" intervale. Potpuno analogno se dobivaju i
ostale tri granice intervala — rjeSenja nejednadZzbe.

Grafove realnih funkcija jedne realne varijable moZemo crtati i koriste¢i funkciju ezplot
Cija je sintaksa ponekad i jednostavnija od sintakse funkcije plot. Pogledajmo nekoliko
primjera.
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2

- . : . +x-2
Primjer S. Nacrtajmo graf prave racionalne funkcije f(x)= rrres
-X

3 na segmentu [-3, 3].
X

Klasificirajmo sve tocke prekida prema uklonjivosti prekida, pa provjerimo svoje rjesenje
koriste¢i dobiveni graf.

Ovaj zadatak rijeSit ¢emo pomocu funkcije ezplot. U novi redak MATLAB-ova
komandnoga prostora utipkajmo:

ezplot (' (x"2+x-2)/(x"3-x)"',[-3,31)

Objasnimo sintaksu funkcije ezplot. Unutar okruglih zagrada pod jednostrukim
navodnicima piSemo propis funkcije (pri ¢emu mnoZenje i potenciranje piSemo uobicajenim
znakovima), potom stavljamo zarez, pa iza zareza u uglatim zagradama navodimo segment
iznad kojega crtamo graf funkcije.

Pritisnemo Enter, pa ¢emo dobiti sljedecu sliku:

(- 20C-%)

Slika 10.

Analitiéki (rje§avanjem jednadzbe x° — x = 0) lako nalazimo da funkcija ima prekid u to¢kama
x1=-1,x=01x3=1. Dau prvim dvjema toCkama (x; 1 x,) funkcija ima prekid, ocito je i iz
gornje slike. Medutim, iz gornje slike nije oc¢ito da funkcija ima prekid u tocki x3 = 1. Ta
neociglednost je posljedica Cinjenice da je prekid u toCki x3 = 1 uklonjiv jer je x3 = 1
jednostruka nultoCka i brojnika i nazivnika zadane funkcije. Stoga moZemo zakljuciti da su
prekidi funkcije u prvim dvjema tockama neuklonjivi, dok je prekid u trecoj tocki uklonjiv.
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Primjer 6. Nacrtajmo krivulju implicitno zadanu jednadzbom x* + y* =2 - x + 4 - y=4. 0
kojoj je ravninskoj krivulji rijec?

Jedna od prednosti funkcije ezplot jest moguénost crtanja algebarskih krivulja zadanih
implicitnim jednadZbama. Tako u novi redak komandnoga prostora utipkamo:

ezplot ('x"24y"2-2*x+4*y-4")

Ovakva je sintaksa potrebna jer u sluc¢aju implicitno zadanih funkcija MATLAB zahtijeva da
desna strana pripadnoga analitickoga izraza bude jednaka nuli. Pritisnemo Enter, pa ¢emo
dobiti sljedecu sliku:

x2+y2—2 ¥+4y-4=0

X
Slika 11.

Iako sa slike nije ba$ razvidno, dobivena krivulja je kruZnica. Analiticki se lako pokazuje da
je rijeC o kruznici sa srediStem u tocki S = (1, —2) 1 polumjerom r = 3. (Ucinite to!) Kako ipak
posti¢i da bude razvidnije da je rije¢ o kruznici? Odgovor je jednostavan: treba podesiti da na
osima budu ista mjerila. Stoga u novom retku radnoga prostora utipkajmo:

ezplot ('x"24+4y"2-2*x+4*y-4"); axis equal

(Za ,neengleski* nastrojene: axis equal znali ,,jednake osi“.) Pritisnemo Enter, pa ¢emo
dobiti sljedecu sliku (iz koje je bitno razvidnije da se radi o kruZnici):
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Koty -2 x+4 y-4=0
T T

> 0

Slika 12.

Da funkcija ezplot ima i svoje nedostatke, uvjerit ¢e nas sljedeci primjer:

x=2-cht, L o
Primjer 7. Nacrtajmo krivulju parametarski zadanu s { 3.sh O kojoj je ravninskoj
y=3-sht.
krivulji rijec?
Funkcija ezplot moZe crtati i krivulje zadane parametarski. Prigodom poziva te funkcije
najprije upisujemo izraz za x, potom izraz za y, a na kraju (neobavezno) segment kojemu
pripada parametar 7. Stoga u novi redak komandnoga prostora utipkamo:

ezplot ('2*cosh(t) ', '3*sinh(t)")
Pritisnemo Enter, pa ¢emo, na prilicno neugodno iznenadenje, dobiti sljedecu sliku:

x =2 coshit), y = 3 sinh(t)
T

700 -

600

500

=400

300

200

100+

L L L L L L
-200 -100 1] 100 200 300 400 500 6800 700
X

Slika 13.
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Iz navedene slike mogli bismo zakljuciti da je rije¢ o pravcu, $to ocCito nije to¢no jer veza
varijabli x i y nije linearna. MATLAB je ovdje prividno pogrijeSio iskljucivo zbog velikoga
mjerila na objema koordinatnim osima koje ne daje dovoljno preciznu sliku. Stoga primjenom
funkcije plot i crtanjem krivulje na segmentu [-3, 3]

t=-3:0.01:3;
x=2*cosh (t);
y=3*sinh (t);
plot (x,vy);axis equal

dobivamo nesto jasniju sliku:

30

20+

-20

-30

. , . . . ,
-20 -10 0 10 20 30 40
Slika 14.

Sad ve¢ mozemo naslutiti da se radi o jednoj grani hiperbole. To je to¢no: rije€ je o hiperboli
Cija je velika (tzv. realna) poluos a = 2, a mala (tzv. imaginarna) poluos b = 3. NiSta bolju
sliku ne bismo dobili niti da smo koristili trigonometrijsku parametrizaciju hiperbole

2
xX=—,
cost
y=3-tgt.

ZapiSemo li njezinu jednadZbu u uobic¢ajenom implicitnom obliku

SROR

i nacrtamo li tako dobivenu krivulju pomoc¢u funkcije ezplot
ezplot (' (x/2)"2-(y/3)"2-1")

dobit ¢emo krivulju koju smo i ocekivali:

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 59



TVZ

i, , ZAG
POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL

Matematicki alati u elektrotehnici

/2y (y/3y-1=0

Slika 15.

Primijetimo da iz gornje slike izravno mozemo odrediti i raspone vrijednosti varijabli x i y.
Ocito je x € R\{(-2, 2) iy € R. (Provjerite dobivene rezultate analiticki!).

Primjer 8. Nacrtajmo krivulju parametarski zadanu s {; z i ;:;)Ilsz, O kojoj ravninskoj krivulji
je rije¢? Koristec¢i dobiveno rjeSenje odredimo raspon vrijednosti varijabli x 1 y.

Analogno kao u Primjeru 7. utipkamo:

ezplot ('2*cos(t) ', '3*sin(t) ")

Pritisnemo Enter, pa ¢emo dobiti sljedecu sliku:

X =2 cos(t), y = 3 sin(t)
T

Slika 16.

Iz slike vidimo da se radi o elipsi. Duljina velike osi elipse je 2 - a = 4, a duljina male osi 2 - b
= 6. Takoder, iz slike je oCito da je x € [-2, 2] i y € [-3, 3]. Provjerite dobivene rezultate i
analiticki.
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3.3. Zadatci za vjezbu

U MATLAB-u generirajte matrice

) s 10 -1

- 1
A=l -1 2] B=| 1| c= ip=|-2 —~ 2|
[ ] {6 —4} ' 3 V2
-3 0 -4 03

pa odredite rezultate primjene funkcije plot na svaku od njih. Za svaku krivulju
objasnite kako je dobivena.

Nacrtajte grafove funkcija:

a) f(x) =sin x na segmentu [-1.5, 1.5];
b) f(x) =1n x na segmentu [0.5, 2];

0 f(x)= —

5 na segmentu [-1, 1];
x +1

d fx)= % na segmentu [2, 7];
X

e f(x)= ix na segmentu [-2, 3];
e

X

e

f) fx)=

> na segmentu [—1, 2].
x +1

Na istoj slici nacrtajte grafove svih funkcija iz 2. zadatka na segmentu [0, 2].
a) Na istoj slici nacrtajte sinusoidu i kosinusoidu na segmentu [0, 2 - 7]. Pomocu dobivene
slike s to¢nos¢u od 1072 rijesite nejednadzbu

sin x > COS X
Provjerite ispravnost svojega rjeSenja analitickim rjeSavanjem zadane nejednadzbe.

b) Utvrdite mozZete li na intervalu iz a) zadatka nacrtati tangensoidu i kotangensoidu.
Objasnite Sto se dogodilo!

S to¢noséu od 107 rijesite nejednadzbu
1 —sinx< cos’x

na segmentu [0, 4 - ]. Provjerite ispravnost svojega rjeSenja analitickim rjeSavanjem
zadane nejednadzbe.
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6. S to¢noséu od 107 odredite sve zajednicke tocke krivulja:

a) y=xiy=x-1;

. 1
b) y=lnxiy=—;

X

¢) y=sinxiy=e'-1;

o 1
d) y=arcsinxiy=In(x+ 1)+ 5;
e) y:e_)‘2 iy=x+1;

7. Nacrtajte ravninske krivulje implicitno zadane sljede¢im jednadZbama i, ako nije
navedeno, utvrdite o kojim je krivuljama rijec:

a) X +)y'+8-x—6-y=0;
b) ¥ +y —6-x+10-y=2;
©) 25-x—9.y*=144;

d) 25 X +9-y =144;

e) y2=8-x;

f) \3/?_,_\3/? =1 (tzv. astroida) .

8. Nacrtajte ravninske krivulje parametarski zadane sljede¢im jednadZbama i, ako nije
navedeno, utvrdite o kojim je krivuljama rijec:

x=t,
a) { (tzv. semikubna parabola);
y=t;
x=2-cost,
b) .
y=2-sint;
{x =3.cost,
¢) .
y=2-sint;
x=4-cos’t, '
d) , (tzv. astroida)
y=4-sin’t;
1
x= =,
¢) N1+t
y= L.
N
x=4-cost—2-cos(2-1), o
f) ) ) (tzv. kardioida)
y=4-sint—2-sin(2-1t).
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§4. OSNOVE PROGRAMIRANJA UMATLAB-U

Ve¢ smo u uvodu naglasili da MATLAB nije samo programski paket namijenjen
numeriCkomu racunanju i modeliranju, nego i visi programski jezik namijenjen raznim
znanstvenim i tehni¢kim primjenama. U ovoj ¢emo tocki upoznati osnove programiranja u
MATLAB-u i nauciti kako u njemu mozemo sami pisati razne korisne (i manje korisne)
program(¢ic)e.

Buduc¢i da se program najcesce sastoji od niza naredbi koji se u radu ¢esc¢e ponavlja, vrlo je
neprakti¢no 1 nezgodno pisati taj niz naredbi u komandnomu prozoru. Zbog toga programe
piSemo u posebne vrste datoteka — tzv. m-datoteke. Nau€imo najprije kako stvoriti takve
datoteke.

4.1. Kako stvoriti jednu obi¢cnu m-datoteku

Postupak stvaranja m-datoteke vrlo je jednostavan. MoZemo ga provesti na dva nacina, ovisno
o tome jesmo li u prijateljskim odnosima s miSem svojega racunala ili nismo:

1.) (za one koji vole miSeve) a) Pomicuci mis§ po podlozi postavimo pokazivaC na natpis File
blizu gornjega lijevoga kuta naSega zaslona (odmah ispod natpisa MATLAB).

b) Jednom kliknemo lijevom tipkom miSa na taj natpis pa se pojavi padajuci izbornik s
opcijama New, Open, Close Command Window itd.

¢) Postavimo pokaziva¢ na opciju New. Cim to uéinimo, desno od natpisa New pojavit ¢e se
novi padajuci izbornik koji nam nudi odabir Cetiriju opcija: M-file, Figure, Model i GUI.

d) Nas zanima opcija M-file pa ¢emo pokazival postaviti na taj natpis i jednom kliknuti
lijevom tipkom miSa. Tada ¢e se otvoriti tekst-editor Notepad i u njemu ¢emo pisati svoje
naredbe.

2.) (za one koji ne vole miSeve) Postupak opisan u 1.) mozemo napraviti i iskljuc¢ivo rabeci
tipkovnicu. Redom kratko pritisnimo sljedece tipke (svaku posebno):

Alt, N, F, I

(opcija Caps Lock na tipkovnici ne mora biti ukljucena jer MATLAB-u ovdje nije vaZzno jesu
li slova velika ili mala) i otvorit ¢e se ranije spomenuti Notepad.

Uocimo da se trepcuci pokazivaC nalazi u retku ispred kojega pisSe broj 1. Broj ispred linije
njezin je redni broj u datoteci, Sto nam vrlo Cesto olakSava snalaZenje u njoj. UpiSimo u prvi
redak te datoteke:

sin(pi/2)+cos(pi)*tan(3*pi/4)

Pohranimo upisani tekst pod imenom proba . m na sljedeci nacin:
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Korak 1. Istodobno pritisnemo tipke Ctrl i S. (Ili — ako viSe volimo miSeve — postavimo
pokazivac na natpis File, jednom kliknemo lijevom tipkom misa, potom postavimo pokazivac
na natpis Save i ponovno jednom kliknemo lijevom tipkom miSa. Sto vam se €ini brze?)

Korak 2. U novootvorenome prozoru MATLAB nas najprije obavjestava da ¢e datoteku — ma
kako god je nazvali — pohraniti u direktorij C:\matlabR12\work. Taj je direktorij dogovorni
direktorij za pohranu svih tipova datoteka. Ako Zelimo datoteku pohraniti u neki drugi

direktorij, tada pomicanjem miSa po podlozi postavimo pokaziva¢ na mali trokuti¢ ¥ odmah

pokraj natpisa work. Jednom kliknemo lijevom tipkom miSa na taj trokuti¢ 1 otvorit ¢e nam se
izbornik u kojemu klikovima na lijevu tipku miSa sami formiramo stazu (engl. path) do
direktorija u kojega Zelimo pohraniti svoju datoteku. Ovdje se ne¢emo odluciti na tu
mogucnost, nego ¢emo datoteku pohraniti u direktorij C:-\matlabR12\work.

Napomena: Ispod natpisa Save in: moZemo vidjeti popis svih datoteka dosad pohranjenih u
direktoriju C-\matlabR12\work.

Korak 3. Ispod popisa datoteka nalazi se natpis File name: kraj kojega je bijeli pravokutnik s
plavo obrubljenim slovima Untitled odmah do kojih je trepcuci pokaziva¢. Naime, MATLAB
predvida mogucénost da postoji nemastoviti korisnik programa bez ideje kako nazvati datoteku
koju je upravo stvorio. Da takvomu korisniku cjelokupni dosadaSnji trud ne bi otiSao u
nepovrat, MATLAB nudi moguénost da stvorenu datoteku nazove Untitled (engl.: bez
naslova). No, mi smo se vec ranije odlucili da ¢emo takvu datoteku nazvati proba.m pa
pritisnimo strelicu < koja se nalazi odmah iznad veée od dviju tipki Enter na naSoj
tipkovnici. Kad to uc¢inimo, natpis Untitled e nestati i ostat ¢e samo trepcuci pokazivac.

5.) Upisujemo ime datoteke:
proba.m

VaZna napomena: MATLAB zahtijeva da pohranu imena datoteke zajedno s njezinom
ekstenzijom. Budu¢i da se ovdje radi o m-datoteci, ona ima kratku, ali jasnu ekstenziju: .m
Zbog toga prigodom pohrane moramo upisati ime datoteke u obliku:

ime_datoteke.m

6.) Pritisnemo Enter ili jednom kliknemo lijevom tipkom miSa na natpis Save. Datoteka je
pohranjena, $to nam potvrduje natpis na vrhu zaslona:

C:\matlabR12\work\proba.m

Za izlaz iz upravo pohranjene datoteke moZemo istodobno pritisnuti tipke Ctrl i W ili
ponovo jednom kliknuti lijevom tipkom miSa na natpis File, postaviti pokaziva¢ na natpis
Close proba.m 1 jednom kliknuti lijevom tipkom miSa na taj natpis. U oba slu¢aja zatvaramo
pohranjenu m-datoteku i vra¢amo se u komandni prozor.
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Uc¢inak upravo provedenih radnji moZemo vidjeti ako u novomu retku komandnoga prozora
utipkamo:

proba
1 pritisnemo Enter. Dobit ¢emo:

ans =
2

Sto se dogodilo? MATLAB je pokrenuo datoteku s nazivom proba.m, izvr$io sve naredbe
zapisane u njoj kao da su zapisane u njegovu komandnomu prozoru i ispisao krajnji rezultat
tih naredbi. Budu¢i da vrijedi:

sing+cosn-tg3%=1+(—1)-(—1) =2,

rezultat jedine upisane naredbe u datoteci proba.m jest 2 i to je rezultat koji je ispisao
MATLAB.

Ovakav je naCin zapisivanja i izvrSavanja naredbi praktiCan jer se lako mogu popravljati
pogrjeske prije nego li se program izvrsi (za razliku od naredbi u komandnomu prozoru gdje
se pogrjeske otklanjaju tek nakon izvr§avanja naredbe). Cak i ako pogrije§imo, MATLAB ¢e
nas pristojno obavijestiti u kojemu je retku naSe datoteke pronaSao pogrjesku, te nas
obavijestiti o kakvoj se greSci radi, pa ¢emo je moci ispraviti.

4.2. Funkcijske m-datoteke

M-—datoteke vrlo su korisne i u stvaranju tzv. funkcijskih datoteka. To su datoteke kojima se
nizom naredbi definira nova programska funkcija koja se pohranjuje u isti direktorij kao i
obi¢ne m-datoteke (C:\matlabRI12\work), ali se poziva drugacije nego obi¢na m-datoteka.
Njezina sintaksa je:

function [izlazne varijable]=ime_funkcije(ulazne varijable)
naredbe
end

Objasnimo ukratko o ¢emu se ovdje radi. Neka funkcija u MATLAB-u kao rezultat ne mora
dati samo jednu, nego i viSe vrijednosti’. Zbog toga se sve te varijable moraju staviti u uglate
zagrade i medusobno razdvojiti zarezima. Takva se funkcija u komandnomu prozoru poziva
na sljedeci nacin:

7 Postoje funkcije u MATLAB-u koje nemaju niti jednu ulaznu i/li izlaznu varijablu. Tipi¢an primjer takve
funkcije je funkcija c1c. Ona nema niti jednu ulaznu, odnosno izlaznu varijablu.
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lizlazne varijablel=ime_funkcije(ulazne varijable)

Vaina napomena: Cesta je pogrieska da se prigodom poziva funkcije uopée ne navedu,
djelomic¢no navedu ili redosljedno pogresno navedu ulazne varijable. U takvim ¢e slu¢ajevima
MATLAB odmabh javiti pogrjesku i nece izvrSiti Zeljenu funkciju. S izlaznim varijablama je
malo drugacija pri¢a jer ako ne navedemo ime izlazne varijable, MATLAB ¢e joj sam
dodijeliti ime ans. No, problem nastaje ako Zelimo viSe izlaznih varijabli: ne navedemo li im
imena, MATLAB ¢e ispisati tocno jednu od njih. Zato: oprez!

Ako funkcija ima to¢no jednu izlaznu varijablu, ona se ne mora stavljati u uglate zagrade.

Ime funkcije mora biti_jednako imenu funkcijske m-datoteke (bez ekstenzije). Dakle, ne
smije se dogoditi da u datoteci imamo zapisano npr.

function y = kotangens(x)

a da funkcijsku datoteku nazovemo npr. spajza.m. Ako smo funkciju nazvali kotangens, onda
i pripadnu funkcijsku m-datoteku moramo nazvati kotangens.m jer je u suprotnom pri njezinu
pozivu MATLAB nece izvrSiti.

Sama funkcija moZe imati jednu ili viSe ulaznih varijabli. Neovisno o njihovu broju, moraju
se navesti unutar okruglih zagrada. Ako funkcija ima barem dvije ulazne varijable, one se
odvajaju zarezima. Varijable, op¢enito, mogu biti brojevi i matrice. MATLAB razlikuje Sto je
broj, a $to matrica, pa se ne smije dogoditi da varijablu matri¢noga tipa prigodom poziva
pozovemo kao varijablu brojcanoga tipa.

Pogledajmo na primjeru kako stvoriti jednu "novu" funkciju u MATLAB-u.

Primjer 1. NapiSimo funkcijsku m-datoteku zbrajanje.m koja sadrzi jedino funkciju
zbrajanje Cije su ulazne varijable dva realna broja, a koja kao rezultat vraca zbroj tih brojeva.

Otvorimo novu m-datoteku pa upiSimo:

function z=zbrajanje(x,Vy)
Z=X+V;

Pohranimo dobivenu datoteku pod nazivom zbrajanje.m u direktorij C:\matlabR12\work, pa
je zatvorimo.

Uocimo Sto smo napravili: zbroj dvaju realnih brojeva je jedinstven realan broj, pa imamo
tocno jednu izlaznu varijablu koju smo oznacili sa z. Funkciji smo dali ime zbrajanje jer
zadatak trazi da se datoteka zove zbrajanje.m, a znamo da ime funkcije i ime datoteke moraju
biti jednaki. Ulazne varijable oznacene su s x 1y, te odvojene zarezima.

Kako pozvati ovakvu funkciju iz komandnoga prozora? Kao i svaku drugu ugradenu funkciju,
tako 1 funkciju pohranjenu u m-datoteci pozivamo navodeci izlazne varijable, ime funkcije i
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ulazne varijable. Za razliku od izlazne varijable kojoj ¢e se vrijednost dodijeliti nakon Sto se
izvrSe sve naredbe u funkcijskoj m-datoteci, ulazne varijable moraju biti konkretne, odnosno
njima se vrijednosti moraju dodijeliti prije poziva funkcije.

Zelimo 1i zbrojiti npr. 123456789 i 987654321, te rezultat zapisati u varijablu zbroj, utipkat
¢emo:

zbroj=zbrajanje (123456789,987654321)
1 dobiti:

zbroj =
1.111111110000000e+009

Ulazne varijable ne moraju nuzno biti eksplicitno zadani (realni ili kompleksni) brojevi, nego
mogu biti i vrijednosti nekih brojevnih izraza. U novi red komandnoga prozora utipkajmo:

zbroj=zbrajanje(conj(1-3*1i),abs(l+sqgrt(3)*1i) /1)
i dobit ¢emo:

zbroj =
1.00000000000000 + 1.000000000000001

Kako bismo uspjeSno mogli stvarati nove i sloZenije funkcije u MATLAB-u, upoznat ¢emo
jos neke njegove naredbe.

4.3. Uvjetne naredbe (naredbe kontrole tijeka)

Zajednicka karakteristika svih uvjetnih naredbi jest da izvode odredeni skup naredbi sve dok
je zadovoljen odredeni uvjet, pri ¢emu se parametri toga uvjeta mijenjaju svaki put kad se
izvede spomenuti skup naredbi. Tri su standardne uvjetne naredbe: for (engl: za), while (engl.:
dok), if.. else (engl.: ako...inace) U nastavku ¢emo upoznati svaku od njih.

4.3.1. Naredba for

Naredba for sluzi za ponavljanje niza naredbi unaprijed zadani broj puta. Budu¢i da uvijek
dolazi zajedno s tim nizom, u pravilu se govori o for—petlji. Njezina je sintaksa:

for varijabla=izrazl:izraz2:izraz3
niz naredbi
end

Prvi redak u ovoj sintaksi predstavlja zapis zahtjeva da varijabla poprima sve vrijednosti od
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izrazal do izraza3 s korakom izraz2. Sto to zapravo zna¢i? Kad MATLAB izvriava ovu
petlju, pri "prvom C¢itanju" on varijabli varijabla dodijeli vrijednost izrazl 1 prelazi na
izvrSavanje cijeloga niza naredbi smjeStenoga u petlji. Kraj toga niza oznacava naredba end.
Kad u "prvom Ccitanju" MATLAB "stigne" do naredbe end, vrati se ponovno na redak u
kojemu piSe naredba for i vrijednost varijable varijabla promijeni (uveca ili smanji) za
vrijednost izraz2. Potom usporedi novodobivenu vrijednost varijable varijabla s vrijednoS$¢u
izraz3. Ako je vrijednost varijable varijabla manja ili jednaka vrijednosti izraz3, MATLAB
ponovno izvrSava niz naredbi smjeSten (ili, kako se to stru¢no kaZe, "ugnijezden") u petlji
nakon Cega se opet vraca na redak u kojemu je naredba for. Ako je vrijednost varijable
varijabla ve¢a od vrijednosti izraz3, petlja je zavrSena pa se prelazi na prvu naredbu iza
naredbe end.

Napomenimo da ako je vrijednost varijable izraz2 jednaka 1, ta se varijabla moze izostaviti u
sintaksi petlje. Takoder, ako iz bilo kojih razloga Zelimo prekinuti izvrSavanje petlje, rabimo
naredbu break. Zelimo li, pak, proslijediti upravljanje petljom na sljedeé¢i korak (odnosno,
kako se to stru¢no kaze, ,,iteraciju‘) petlje, koristimo naredbu continue.

Pogledajmo primjenu ove petlje na primjerima.

Primjer 1. Napisimo funkciju zbroj Cija je jedina ulazna varijabla prirodan broj n, a jedina
izlazna varijabla vrijednost zbroja prvih n prirodnih brojeva.

Oznacimo li izlaznu varijablu sa z, onda u prvomu retku nase funkcijske m-datoteke zbroj.m
(ponovimo: naziv datoteke mora biti jednak nazivu funkcije!) zapisujemo:

function z=zbroj(n)
Na pocetku je vrijednost izlazne varijable z jednaka 0, pa to zapisujemo u drugomu retku:
z=0;

TraZeni ¢emo zbroj izraCunati pomocu for—petlje. Za vrijednost varijable izrazl uzet ¢emo 1,
za vrijednost varijable izraz3 uzet ¢emo ulaznu varijablu n, a buduc¢i da moramo obuhvatiti
sve prirodne brojeve od 1 do n, vrijednost varijable izraz2 mora biti jednaka 1, pa je
izostavljamo. Sada piSemo naredbu for:

for m=1l:n

Varijabla varijabla iz gornje sintakse ovdje je krace oznacena slovom m. Ona ¢e poprimati
vrijednosti svih prirodnih brojeva od 1 do n, pa ¢emo je iskoristiti za raCunanje traZzenoga
zbroja:

z=7Z+m;
end.

IzvrSite "ru¢no" ovu petlju i uvjerite se da je krajnja vrijednost izlazne varijable z uistinu jed-
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naka zbroju prvih n prirodnih brojeva.

Pohranimo dobivenu m-datoteku, vratimo se u komandni prozor i provjerimo ispravnost
svojega rada uzimajuci n = 100. Pozovimo funkciju zbroj utipkavajuci:

z=zbroj (100)
1 dobit ¢emo:

zZ =

5050

Koriste¢i se formulom za racunanje zbroja prvih n Clanova aritmetickoga niza, provjerite
"ruéno" da je zbroj prvih 100 prirodnih brojeva uistinu jednak 5 050.

Primjer 2. NapiSimo funkciju faktorijel ¢iji je jedina ulazna varijabla prirodan broj n, a jedina
izlazna varijabla umnoZak prvih n prirodnih brojeva®.

Oznacimo tu izlaznu varijablu s u. Ideja za rjeSenje zadatka je slicna kao u Primjeru 1., samo
Sto na pocetku varijabli u dodijeljujemo vrijednost 1, a u petlji umjesto z=z+m stavljamo
z=z*m. Stoga u funkcijsku m-datoteku faktorijel.m utipkavamo redom:

function u=faktorijel (n)
u=1;

for m=1l:n

u=u*m;

end

Pohranimo upisane naredbe, vratimo se u komandni prozor i izraCunajmo 40! utipkavajuci:
u=faktorijel (40)
MATLAB C¢e ispisati:

u:
8.159152832478977e+047

Napomena: Za raCunanje vrijednosti n! u MATLAB se koristi ugradena funkcija
factorial. Njezina jedina ulazna varijabla je nenegativan cijeli broj n, a jedina izlazna
varijabla vrijednost n!. Za n > 171 funkcija kao rezultat vrac¢a konstantu Inf.

Primjer 3. Napisimo funkciju zp Cija je jedina ulazna varijabla prirodan broj n, a jedina
izlazna varijabla zbroj prvih n parnih prirodnih brojeva.

¥ Taj se umnozak oznagava s n! i &ita en faktorijela. Prirodno podrudje definicije funkcije f (n) = n! je skup Ny :=
{0, 1,2, ...}. Dogovorno se uzima 0! = 1.
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Oznacimo trazeni zbroj ponovno sa z. Prvi paran prirodan broj je 2, a kako ih mora biti
ukupno n, posljednji od njih je 2 - n. Ideja rjeSavanja zadatka je sli¢na kao u prethodnim
primjerima, samo S§to se naredba for mora malo preraditi. U funkcijsku m-datoteku zp.m
utipkavamo:

function z=zp(n)
z=0;

for m=2:2:(2*n)
zZ=z+m;

end

Pohranimo upisane naredbe i vratimo se u komandni prozor. Zelimo li izraunati zbroj prvih
10 parnih prirodnih brojeva, u novomu retku komandnoga prozora upi§imo:

z=zp (10)
1 dobit ¢emo:

zZ =

110

Koriste¢i se formulom za racunanje zbroja prvih n Clanova aritmetickoga niza, provjerite
"ruéno" da je zbroj prvih 10 parnih prirodnih brojeva uistinu jednak 110.

4.3.2. Naredba while

Ova naredba koristi se prigodom ponavljanja niza naredbi sve dok je valjan odredeni logicki
uvjet. Njezina sintaksa je

while logicki uvjet
naredbe
end

Za "prisilni" izlaz iz petlje moZemo rabiti naredbu break, dok za nastavak izvodenja petlje u
njezinoj sljedecoj iteraciji mozemo rabiti naredbu continue. Valja napomenuti da ako
logicki uvjet "u startu" nije valjan, niti jedna od naredbi unutar while-petlje niti jednom nece
biti izvrSena.

Pogledajmo uporabu ove naredbe na primjerima.
Primjer 4. Niz(a,).cn definiran je svojim opéim ¢lanom

_n+l
a,= e
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Izracunajmo zbroj svih ¢lanova toga niza koji nisu strogo manji od konstante eps.

Primijetimo da je zadani niz strogo padajuci (provjerite to!), pa ¢lanova koji nisu manji od
konstante eps ima konacno mnogo. Stoga za rjeSavanje zadatka moZemo rabiti petlje. Radi
preglednosti, rjeSenje zadatka zapisat ¢emo u obliku obi¢ne m—datoteke nizl.m. U tu datoteku
utipkamo:

s=0; inicijalizacija zbroja s

n=1; inicijalizacija indeksa n

while (n+1)/(n"4)>=eps uvjet da ¢lan niza mora biti barem jednak eps
s=s+(n+l)/(n"4); zbroj prvih n ¢lanova niza
n=n+1; povecanje indeksa za 1

end kraj petlje

s ispis trazenoga zbroja

Pohranimo tu datoteku i vratimo se u komandni prozor. U njegovu novomu retku upiSimo
nizl
pritisnimo Enter i dobit ¢emo traZenu vrijednost zbroja:

S =
2.28438013685600

Primjer S. Niz (a,),en zadan je svojim op¢im ¢lanom

(_1)n+1

n!

a =

n

Izracunajmo zbroj svih ¢lanova toga niza koji po apsolutnoj vrijednosti nisu strogo manji od
konstante eps.

U ovome ¢emo zadatku vidjeti kako unutar neke petlje pozivamo zasebno definirane
MATLAB-ove funkcije. U Primjeru 2. stvorili smo funkcijsku m—datoteku faktorijel.m koju
¢emo iskoristiti pri rjeSavanju ovoga zadatka. Napomenimo da je zadatak moguce rijesiti i
koriStenjem ranije spomenute ,,gotove MATLAB-ove funkcije factorial.

Radi preglednosti, rjeSenje zadatka zapisujemo u obliku obi¢ne m—datoteke niz2.m U tu
datoteku utipkamo:

s=0;

n=1;

while abs((-1)"(n+l)/faktorijel(n))>=eps
s=s+(-1)"(n+l)/faktorijel (n);
n=n+1;

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 71



TVZ

/| : ;
POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL

Matematicki alati u elektrotehnici

end
]

Zasto smo u ovom primjeru zahtijevali usporedbu apsolutnih vrijednosti ¢lanova niza s
konstantom eps? Primijetimo da ¢lanovi niza mijenjaju predznak: prvi ¢lan je pozitivan, drugi
negativan, tre¢i opet pozitivan itd. Stoga bismo izostavljanjem uvjeta usporedbe apsolutne
vrijednosti svakoga Clana niza s konstantom eps za vrijednost s dobili vrijednost prvoga ¢lana
niza jer bi while—petlja zavrsila ve¢ u drugom koraku.

Uoc¢imo uporabu funkcije faktorijel u treCemu retku i nacin njezina pozivanja. Jedina njezina
ulazna varijabla je prirodan broj n. Na pocetku je n = 1. U petomu retku petlje piSe naredba da
se n prigodom svakoga izvr§avanja petlje uveca za 1, Sto znaci da n poprima vrijednosti 1, 2,

.., bas kako i zahtijeva funkcija faktorijel. Dakako, prije poziva funkcije moramo
inicijalizirati sve njezine ulazne varijable, Sto smo 1 ucinili inicijaliziraju¢i varijablu n u
drugomu redu.

Pohranimo ovu datoteku 1 vratimo se u komandni prozor. U njegovu novomu retku upiSimo
niz2
Pritisnimo Enter i dobit ¢emo trazenu vrijednost zbroja:

S =
0.63212055882856

Napomena: Primjere 4. 1 5. treba razlikovati od zadataka tipa Izracunajte zbroj reda ... do na
tocnost T. U takvim se zadatcima, naime, zahtijeva da apsolutna vrijednost razlike tocne
vrijednosti zbroja konvergentnoga reda i pribliZzne vrijednosti istoga zbroja bude najvise
jednaka T. U tocki 6.1. pokazat ¢emo kako u MATLAB-u mozemo (to¢no i priblizno)
racunati zbrojeve konvergentnih redova brojeva.

4.3.3. Naredba if...else

Naredba if...else (hrv.: ako... inaCe) koristi se za izvrSavanje odredenoga bloka naredbi ako je
ispunjen odredeni logicki uvjet. Ako taj uvjet nije ispunjen, moze se izvrSiti neki drugi blok
naredbi. Sintaksa ove naredbe je:
if logicki izraz
naredbel
else

naredbe?
end
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Objasnimo ukratko znacenje ove naredbe. Kad prigodom izvrSavanja programa MATLAB
"dode" do naredbe if, "pogleda” je li logicki izraz naveden odmah iza naredbe if istinit ili nije.
Ako jest, to¢no jednom se izvrSava skup naredbi naredbel. U suprotnom, tj. ako logicki izraz
nije istinit, to€no jednom se izvrSava skup naredbi naredbe? i nakon toga se prelazi na prvu
naredbu iza naredbe end. Ako je skup naredbi naredbe2 prazan skup, dio

else
naredbe?

mozemo izostaviti.
Pogledajmo uporabu ove naredbe na primjerima.

Primjer 6. Kreirajmo funkcijsku m—datoteku zbrojm.m koja sadrzi jedino funkciju zbrojm
¢ije su ulazne varijable realne matrice x 1 y, a izlazna varijabla 1 ako postoji zbroj x + y, a 0
inace.

Podsjetimo da se matrice mogu zbrojiti ako i samo ako su istoga tipa. Stoga najprije moramo
usporediti ukupne brojeve redaka, odnosno stupaca tih matrica, Sto ¢emo uciniti rabeci
naredbu size. To ¢e ujedno biti i naS logicki uvjet u naredbi if. Otvorimo novu m—datoteku i
utipkamo:

function z=zbrojm(x,Vy)

if (size(x,1)==size(y,1l)&size(x,2)==size(y,2))
z=1;

else
z=0;

end

Ovdje prvi put susreCemo uporabu logickoga operatora and (hrv.: 1) ¢iju smo oznaku vec
upoznali u tocki 1.3.

Uocimo uporabu naredbe if. Logicki uvjet zapisan u drugomu retku "preveden” na "obican"
jezik glasi: "Ako je broj redaka matrice x jednak broju redaka matrice y i ako je broj stupaca
matrice x jednak broju stupaca matrice y, onda..." Ako je taj logicki uvjet istinit, prelazi se na
naredbu navedenu odmah u retku ispod. U tome se retku izlaznoj varijabli z dodijeljuje
vrijednost 1 jer tako zahtijeva zadatak. Ako doti¢ni logicki uvjet nije istinit, prelazi se na prvu
naredbu ispod naredbe else. To je z = 0 kojom se izlaznoj varijabli z dodijeljuje vrijednost O
ponovno zbog zahtjeva zadatka. Tre¢e mogucnosti nema pa se time zavrSava cijela funkcija.

Pohranimo dobivenu datoteku i vratimo se u komandni prozor. Provjerimo "ispravnost rada"
naSe funkcije na primjeru matrica
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1
A=[-1 2 3] B=[3 1 2]icCc=|2].
3
U novi redak komandnoga prozora utipkajmo:
A=[-1 2 31;B=[3 1 2];C=[1;2;31;

Potom pozovimo funkciju zbrojm za parove matrica (A, B) i (B, C). Ocekujemo da ce
zbrojm(A, B) biti jednak 1 jer su matrice A i B istoga tipa (tj. tipa (1, 3)), odnosno da c¢e
zbrojm(A, B) biti jednak O jer matrice B 1 C nisu istoga tipa. Utipkamo:

zl=zbrojm(A,B), z2=zbrojm(B, C)
Kako smo i o¢ekivali, MATLAB C¢e ispisati:

z1l =
1
z2

0

U ,.kombinaciji“ s naredbom if Cesto se koristi i naredba elseif. Skup naredbi koji se
pojavljuje iza te funkcije izvrSava se samo ako je istinit uvjet naveden u sastavu naredbe
elseif, anije istinit uvjet naveden u sastavu naredbe if. Pogledajmo primjenu ove naredbe
na sljede¢m primjeru.

Primjer 7. Kreirajmo funkcijsku m—datoteku ekstremi2.m koja sadrzi jedino funkciju
ekstremi2 €iji su argumenti realni brojevi a, b i ¢ i1 koja ima dvije izlazne varijable: min koja
se ispisuje ako i samo ako polinom p(x) =a - x> + b - x + ¢ ima globalni minimum i jednaka je
vrijednosti toga minimuma, te max koja se ispisuje ako i samo ako polinom p(x) = a - x* + b -
X + ¢ ima globalni maksimum i jednaka je vrijednosti toga maksimuma. U slu¢aju da polinom
nema globalnoga ekstrema, treba ispisati tekst Nema globalnoga ekstrema.

Podsjetimo se da polinom p(x) = a - x* + b - x + ¢, pri éemu je a # 0, uvijek ima globalni
1,2
ekstrem 4614—Cb. Taj ekstrem je minimum ako je a > 0, a maksimum ako je a < 0. U
a
slu€aju a = b = 0 polinom p ima trivijalni globalni minimum 1 globalni maksimum jednak c,
dok za a =01 b # 0 polinom nema globalnih ekstrema.

Stoga u m—datoteku ekstremi2.m utipkamo:
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function y=ekstremi2(a,b,c);
if (a”"2+b"2==0)

min=c

max=c
elseif (a==0)

'Nema globalnoga ekstrema'
else
ekstrem=(4*a*c-b"2)/(4*a);

if a>0

min=ekstrem
else
max=ekstrem

end;
end

OpiSimo ukratko strukturu ove funkcije.

Najprije se provjerava uvjet a = b = 0 koji je ekvivalentan jednakosti a* + b* = 0. Ako je taj
uvjet ispunjen, ispisuje se da su minimum i maksimum jednaki c. Time je izvrSenje funkcije
zavrSeno. Ako uvjet a+b=0 nije ispunjen, provjerava se vrijedi li uvjet a = 0. Ako je taj
uvjet ispunjen, ispisuje se tekst Nema globalnoga ekstrema i time se zavrSava izvrSenje
funkcije. Naredba else osigurava razmatranje preostaloga slucaja a # 0. Najprije se racuna
globalni ekstrem (prema navedenoj formuli), a onda se postavlja joS jedna if...else funkcija u
kojoj se odreduje je li izraCunani ekstrem minimum ili maksimum.

Primjer 8. Odredimo sva rjeSenja nejednadzbe 4 - x* + 9 - y* < 9 koja se nalaze unutar skupa
(-5, 51%. ([-5, 51* := [-5, 5] x [-5, 5] je Kartezijev kvadrat segmenta [—5, 5].)

Radi jednostavnosti, zapiSimo rjeSenje ovoga primjera u datoteku nejednadzbal.m. Osnovna
ideja je provjeriti zadovoljava li svaka toc¢ka skupa [-5, 5)* zadanu nejednadZzbu. No, tih
toCaka ima neprebrojivo mnogo (tj. koliko i realnih brojeva), pa ¢emo provjeru ograniciti na
ukupno ,,samo* 1 000 000 toc¢aka. Utipkamo:

hold
x=(-5):0.01:5;
y=(=5):0.01:5;
for m=1:1000
for n=1:1000
if 4*x(m)"2+9*y (n) "2<=36
plot (x(m),y(n))
end
end
end
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Ovdje smo uporabili i novu naredbu hold koja nam omogucuje zadrZzavanje dobivenoga grafa
na zaslonu.

OpiSimo ukratko strukturu ove obi¢ne m—datoteke.

U drugomu i tre¢emu retku inicijalizirali smo jednoretCane matrice apscisa, odnosno ordinata.
Svaka od njih ima to¢no 1000 elemenata, Sto znaci da ¢emo napraviti provjeru za ukupno
1 000 000 razlicitih elemenata skupa [—5,5]2.

U cCetvrtomu i petomu retku pocinju dvije for — petlje u kojima su ulazne varijable indeksi
matrice x, odnosno matrice y.

U Sestomu retku postavljamo logic¢ki uvjet: to je zadana nejednadZba, pa provjeravamo
zadovoljavaju li koordinate tocke (x[m], y[n]) tu nejednadzbu. Ako je logicki uvjet istinit, tj.
ako tocke zadovoljavaju nejednadZzbu, u sedmomu retku traZimo od MATLAB-a neka ih ucrta
u pravokutni koordinatni sustav u ravnini. Ako logicki uvjet nije istinit, naredba if je zavrSena,
pa MATLAB provjerava je li zavrSena i for — petlja za varijablu n. Ako nije, ponovno se
izvrSava naredba if, ali ovoga puta s novom vrijednos¢u varijable n (za jedan ve¢om nego u
prethodnomu koraku). Ako je for — petlja za varijablu n zavrSena, MATLAB provjerava je li
zavrSena i for—petlja za varijablu m. Ako nije, ponovno se izvrSava for—petlja za varijablu n,
ali ovoga puta s novom vrijednoS¢u varijable m (za jedan ve¢om nego u prethodnomu
koraku). Ako jest, sve petlje su zavrSene, a kako nema drugih naredbi izvan njih, i sam
program je gotov.

Primijetite da se petlja za m izvrSava tocno 1000 puta, a petlja za n 1000 - 1000 = 1 000 000
puta (za svaki m po 1000 puta!). Naredba if takoder se izvrSava 1 000 000 puta, ali naredba
plot ne jer njezino izvrSavanje ovisi je li istinit logicki uvjet naveden iza naredbe if.

Pohranimo dobivenu datoteku i vratimo se u komandni prozor, te u njegovu novomu retku
utpikajmo:

nejednadzbal

i dobit ¢emo sljedecu sliku (vidjeti Sliku 1.):
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05

-05F

Slika 1.

Analiticki rjeSavajuci zadanu nejednadzbu provjerite da je gornji skup tocaka uistinu rjesenje
postavljenoga zadatka.

Primjer 9. Kreirajmo funkcijsku m—datoteku najmanji.m koja sadrZi jedino funkciju
najmanji Cija je jedini argument realna matrica x. Funkcija treba ispisati najmanji element
matrice x.

Ovo je klasiCan programerski zadatak koji se susre¢e u svim teCajevima iz osnova
programiranja. Osnovna ideja za rjeSavanje jest sljedeca:

Izlazna varijabla (nazovimo je y) inicijalizira se na element x;; zadane matrice. Potom tu
vrijednost pocinjemo redom usporedivati sa sljede¢im elementima matrice (ako takvih ima, tj.
ako matrica x sadrzi barem dva elementa). Ako naidemo na element manji od vrijednosti
pohranjene u varijabli y, taj element pohranimo u varijablu y. Time se ujedno ,brise*
posljednje pohranjena vrijednost varijable y. Zbog tranzitivnosti’ relacije "biti jednak ili manji
od", novopohranjeni element ne moramo usporedivati sa svim elementima koje smo
"obradili" prije njega, ve¢ usporedivanje nastavljamo dalje sve dok ne dodemo do
posljednjega elementa zadane matrice. Na taj nacin osiguravamo da ¢e u svakom trenutku
vrijednost varijable y biti jednaka najmanjem od svih dotad ,,obradenih* elemenata polazne
matrice, a samim tim i da ¢e krajnja vrijednost te varijable biti traZeni najmanji element
polazne matrice.

U datoteku najmanji.m utipkajmo sljede¢i niz naredbi:

? Kazemo da je relacija R tranzitivna ako (aRb) i (bRc) povlace (aRc). U ovom slucaju to znaci da nejednakosti
a <bib < cpovlace nejednakost a < c.
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function y=najmanji (x)
y=x(1,1);
for m=l:size(x,1)
for n=1l:size(x,2)
if x(m,n)<=y
y=x(m,n);
end
end
end

Pohranimo upisane naredbe i vratimo se u komandni prozor. Provjerimo ispravnost rada nase
funkcije na primjerima matrica:

1
A=[-1 2 3], B=[3 1 2]icC=|2|.
3
Oznacimo sa nl, n2 i n3 najmanje elemente tih matrica. OcCito je nl = -1, n2 = n3 = 1.

Pogledajmo §to ¢e nam ispisati MATLAB kada u novomu retku komandnoga prozora
utipkamo:

nl=najmanji (A), n2=najmanji(B), n3=najmanji(C)

i pritisnemo Enter. Dobivamo:

nl =
-1

nz2 =
1

n3 =
1

Napomena: Pocetnici u programiranju su u ovakvim sluc¢ajevima vrlo ¢esto skloni (potpuno
pogresno!) inicijalizirati vrijednost varijable y na nulu, kao $to se to radi prigodom racunanja
razli¢itih zbrojeva (vidjeti Primjere 4. i 5.). Treba istaknuti da mi unaprijed pretpostavljamo
da je x matrica koja sadrzi barem jedan element (i to onaj na poziciji (1, 1), tj. na presjeku
prvoga retka i prvoga stupca). Zbog toga funkcija najmanji.m ispravno radi i ako je x matrica
reda 1.
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4.4. Zadatci za vjezbu

1. Zadane su jednoret¢ane matrice x = [0.5 1 -025 0 4] i y =[2 -1 4 0.75 -0.25].
Koristeci for — petlju izraCunajte vrijednosti sljedecih izraza::

5
a) zxk Vi
k=1
2 2 3
b) > xi -y

k=1
5

) Z|xk|'\/|yk ;
k=1

2. Koriste¢i for — petlju izracunajte duljine radijvektora xz(x/E -3 10 —5'\/5) i

( 2011-m . 2013-m@ 20117 .2013-%)
y=| cos sin 4 cos J sin 4 )

(Formule za ra¢unanje duljine ovih radijvektora analogne su formuli za raCunanje duljine
radijvektora u trodimenzionalnom prostoru.)

3. Zadana je funkcija nepoznata s:

function y=nepoznata(n)
y=0;

for m=2:3:n

y=y+m~2;

end

Bez uporabe MATLAB-a odredite $to ¢e se ispisati ako utipkamo:
y=nepoznata (9)
Potom provjerite svoje rjeSenje rabe¢i MATLAB.
4. Zadana je funkcija nepoznatal s:
function y=nepoznatal (n)
y=1;
for m=n:-1:1

y=y*m;
end
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Bez uporabe MATLAB-a odredite $to ¢e se ispisati ako utipkamo:

y=nepoznatal (9)
Potom provjerite svoje rjeSenje rabe¢i MATLAB.

5. U nekoj funkcijskoj m—datoteci, izmedu ostaloga, pise:
for m=1:2:101

for n=2:2:102
if (m+n=49)

end
end
end

(S - su oznacene naredbe u sastavu naredbe if nevazne za rjeSenje zadatka.)

a) Koliko ¢e se puta izvrSiti gornja for—petlja za varijablu m?
b) Koliko ¢e se puta izvrsiti gornja for—petlja za varijablu n?
¢) Koliko ¢e se puta izvrSiti naredba if ?

6. U nekoj funkcijskoj m—datoteci izmedu ostaloga piSe:

i=1;
while (i1<=2012)

i=1+3;
end
(S - su oznacene naredbe u sastavu naredbe if nevazne za rjeSenje zadatka.)
Koliko ¢e se puta izvrSiti gornja while—petlja?

7. IzraCunajte zbroj svih ¢lanova sljedec¢ih nizova koji nisu strogo manji od eps ako je:

a) a, :%;
sinn
T
+t
) = 2-n° —nlnng+n\/n+1 ;
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Graficki rijesite sljedece nejednadzbe na segmentu [-6, 6]:

a) x2+y2S9;

b) 4-x*+4.-y*<25;
¢) 2-xX*+3-y’<6;
d) 3-x"+4-y°<24;
e) 4-x—y <4

) 9 x—4y*<36;
g) 2-x+3-y<6;

h) 3-x-2-y+12<0.

Kreirajte obi¢nu m-datoteku pozivom koje ¢e se ispisati:

a) zbroj kvadrata prvih 50 prirodnih brojeva;
b) zbroj tre¢ih korijena prvih 1 000 000 prirodnih brojeva.

Kreirajte obi¢nu m-datoteku pozivom koje ¢e se prikazati:

a) graf funkcije fix) = x> + 5 - x + 6 na segmentu [-6, 6];
b) graf funkcije f(x) = sin x na segmentu [-8 - &, 8 - 7];
¢) grafovi funkcija fix) = vx+1 i g(x) = In(x + 1) na segmentu [0, 3].

Kreirajte obi¢nu m-datoteku obi¢ni.m pozivom koje ¢e se prikazati graf funkcije

f(x) = Jx+1 na segmentu [-3, 3]. Sto se dogada nakon poziva te datoteke iz komandnoga
prozora? ObrazloZite!

Kreirajte funkcijsku m—datoteku zn.m koja ¢e sadrzavati jedino funkciju zn €iji je jedina
ulazna varijabla prirodan broj n. Funkcija treba ispisati vrijednost zbroja prvih n neparnih
prirodnih brojeva. Provjerite svoje rjeSenje za n = 10. (Funkcija ne treba provjeravati je li
n prirodan broj.)

Kreirajte funkcijsku m—datoteku zkp.m koja ¢e sadrzavati jedino funkciju zkp Cija je
jedina ulazna varijabla prirodan broj n. Funkcija treba ispisati vrijednost zbroja kvadrata
prvih n parnih prirodnih brojeva. Provjerite svoje rjeSenje za n = 10. (Funkcija ne treba
provjeravati je li n prirodan broj.)

Kreirajte funkcijsku m-—datoteku kvadratna.m koja ¢e sadrzavati jedino funkciju
kvadratna ¢ije su ulazne varijable realni brojevi a, b 1 c¢. Funkcija treba ispisati sva
rjeSenja kvadratne jednadzbe a - x> + b - x + ¢ = 0.

Trag kvadratne matrice A (reda n) jest zbroj elemenata na njezinoj glavnoj dijagonali.
Kreirajte funkcijsku m—datoteku trag.m koja sadrZi jedino funkciju trag Cija je jedina
ulazna varijabla realna matrica x. Funkcija treba ispisati trag matrice x ako je x kvadratna
matrica, odnosno tekst "Matrica nije kvadratna." inace.
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Kreirajte funkcijsku m-datoteku kvadratil.m koja sadrzi jedino funkciju kvadratil ¢ije su
ulazne varijable prirodni brojevi m 1 n. Funkcija treba ispisati zbroj kvadrata svih
prirodnih brojeva izmedu m i n ako je m < n, odnosno 0 inace.

Kreirajte funkcijsku m—datoteku umnozakm.m koja sadrzi jedino funkciju umnozakm c&ije
su ulazne varijable matrice x i y. Funkcija treba ispisati 1 ako postoji umnoZzak x x y (X je
standardno matri¢cno mnozenje), odnosno 0 inace.

Kreirajte funkcijsku m—datoteku najveci.m koja sadrzi jedino funkciju najveci ¢ija je
jedina ulazna varijabla realna matrica x. Funkcija treba ispisati najve¢i element matrice x.

Kreirajte funkcijsku m—datoteku zbrojmin.m koja sadrzi jedino funkciju zbrojmin c¢ija je
ulazna varijabla realna matrica x. Funkcija treba ispisati zbroj najmanjih elemenata u
retcima matrice x.

Kreirajte funkcijsku m—datoteku umnozakmax.m koja sadrzi jedino funkciju
umnozakmax Cija je jedina ulazna varijabla realna matrica x. Funkcija treba ispisati
umnoZzak najvecih elemenata u stupcima matrice x.

Kreirajte funkcijsku m-datoteku aritmeticki.m koja sadrzi jedino funkciju aritmeticki Cije
su ulazne varijable realni brojevi a i d, te prirodan broj n. Funkcija treba ispisati zbroj
prvih n ¢lanova aritmetickoga niza kojemu je prvi ¢lan a, a razlika d. Provjerite svoje
rjeSenje zaa = 1, d = 2 i n = 20. (Funkcija ne treba provjeravati je li n prirodan broj.)

Kreirajte funkcijsku m-datoteku naritm.m koja sadrzi jedino funkciju naritm Cije su
ulazne varijable realni brojevi a 1 d, te prirodan broj n. Funkcija treba ispisati n — ti ¢lan
aritmetickoga niza kojemu je prvi ¢lan a, a razlika d. Provjerite svoje rjeSenje zaa=1,d =
=71n = 10. (Funkcija ne treba provjeravati je li n prirodan broj.)

Kreirajte funkcijsku m-datoteku geometrijski.m koja sadrzi jedino funkciju geometrijski
¢ije su ulazne varijable realni brojevi a i g, te prirodan broj n. Funkcija treba ispisati zbroj
prvih n ¢lanova geometrijskoga niza kojemu je prvi ¢lan a, a kolicnik g. Provjerite svoje
rjeSenje za a = 1, g = 2 1 n = 10. (Funkcija ne treba provjeravati je li n prirodan broj.
Oprez: Vrijednost broja n moze biti jednaka 1.)

Kreirajte funkcijsku m-datoteku ngeom.m koja sadrzi jedino funkciju ngeom c¢ije su
ulazne varijable realni brojevi a 1 ¢, te prirodan broj n. Funkcija treba ispisati n—ti ¢lan
geometrijskoga niza kojemu je prvi €lan a, a koli¢nik ¢g. Provjerite svoje rjeSenje zaa = 1,
g =4 1n=23. (Funkcija ne treba provjeravati je li n prirodan broj.)

Kreirajte funkcijsku m-datoteku geomred.m koja sadrzi jedino funkciju geomred Cije su
ulazne varijable realni brojevi a i g. Funkcija treba ispisati tekst ,,Red je konvergentan i
njegov zbroj je jednak:* i potom zbroj geometrijskoga reda ako je geometrijski red

Za -q" konvergentan, odnosno tekst ,,Red nije konvergentan.* inace.
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§5. DIFERENCIJALNI I INTEGRALNI RACUN U MATLAB-U

Jedan od za elektrotehniCare najvaznijih matematickih aparata jest diferencijalni 1 integralni
ratun. U Matematici 1 naucili smo derivirati realnu funkciju jedne realne varijable, a u
Matematici 2 naucdili smo integrirati realnu funkciju jedne realne varijable i racunati odredene,
odnosno neprave integrale. Ovdje ¢emo vidjeti kako te zadatke rijeSiti uz pomo¢ MATLAB-a.

Prije negoli navedemo konkretne primjere, istaknimo jednu vrlo vaznu ¢injenicu. MATLAB
smo dosad ponajviSe koristili za racunanje vrijednosti konkretnih numerickih izraza. No, u
MATLAB-u je moguce izvrSavati matematicke operacije u kojima se ne zahtijeva raCunanje
numerickih vrijednosti. Takve operacije su upravo deriviranje i integriranje. Da bismo mogli
izvrsiti takve operacije, prije zadavanja propisa odgovarajuce funkcije moramo definirati tzv.
simbolicke objekte. Tu “definiciju” u MATLAB-u obavlja funkcija syms. Npr.

sSyms X;

definira x kao varijablu s kojom MATLAB dalje moZe neSto raditi (racunati vrijednosti te
varijable, ispisati neku funkciju doti¢ne varijable itd.). Ako imamo viSe takvih varijabli,
mozemo ih konstruirati istovremeno tako da napiSemo npr.

syms X y Z
Uocite da se objekti ne odvajaju znakom zareza, nego iskljuivo prazninama. Ovdje se

necemo zadrzavati na potankostima takvih konstrukcija, nego ih spominjemo tek uzgredno
radi rjeSavanja primjera koji slijede.

5.1. Deriviranje u MATLAB-u

Deriviranje funkcija u MATLAB-u mozZe se izvrSiti izravno iz komandnoga prozora ili
koriStenjem  funkcijskih m-datoteka. Za pocetnike sklone sintaktickim pogrjeskama
primjereniji je drugi nacin (pomoc¢u m-datoteka), dok je za iskusnije korisnike pogodan prvi
nacin (koji ¢emo i mi koristiti).

Derivacije realnih funkcija odredujemo koriste¢i funkciju diff. Jedna od znacajnih prednosti
te funkcije jest mogucnost odredivanja n-te derivacije polazne funkcije za ,konkretan*
prirodan broj n. Dobiveni izraz mozZemo donekle pojednostavniti i srediti koriste¢i funkciju
simple, te ga eventualno zapisati u ,,ljepSem* obliku koriste¢i funkciju pretty.

Jednako je vazno 1 izraCunati vrijednost dobivena izraza za konkretne vrijednosti varijabli
koje ga tvore. U tu svrhu koristit ¢emo funkciju subs koja omogucuje uvrStavanje
,,konkretnih* vrijednosti pojedinih varijabli.

Pogledajmo sve navedeno na primjerima.
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Primjer 1. Odredimo prve tri derivacije polinoma p(x) = x'® — x° + 1, pa izratunajmo

njihovu vrijednost u tocki x = 1.

Krenimo redom. Ako smo dosad u naSemu komandnom prozoru imali neke tekstove, formule,
funkcije i sl. ,,poCistimo* ih na uobiCajen nacin koriste¢i funkciju clc. U prvi redak
»praznoga‘ komandnoga prozora utipkajmo:

Syms Xx;

Pritisnimo Enter. MATLAB nije ispisao niSta. Negdje smo pogrijesili? Nismo, sve je u redu.
Tako ¢e uvijek biti nakon deklariranja simbolic¢kih objekata. U sljede¢i redak komandnoga
prozora utipkajmo:

p=x"100-x"50+1;

Sto je sad ovo? Polinom iz zadatka zove se p(x). Zasto smo onda napisali p= (...)? Razlog je
opet jednostavan: ime ili naziv funkcije ne moze biti f{x), p(x) 1 sl., nego samo f, p itd. Hoce li
onda MATLAB znati §to je nezavisna, a Sto zavisna varijabla? Nece, jer MATLAB ne zna niti
hrvatski jezik, niti matematiku, ali zna da se varijabla p dobije provedbom odredenih
simbolickih operacija nad varijablom x. To mu je sasvim dovoljno (a i nama takoder).

Ovime smo zadali polinom p. TraZene derivacije toga polinoma odredimo primjenom funkcije
diff. Te derivacije ne smijemo oznacavati s p', p" i p" jer znak ' u MATLAB-u ima posve
drugo znacenje (to je ispis odredenoga teksta, kao Sto mozemo vidjeti u Primjeru 7. iz tocke
4.3.). Zbog toga ¢emo traZene derivacije oznaciti s pl, p2 i p3. Odredit ¢emo ih u jednom
retku, a potom rezultat ispisati u matricnom obliku:

pl=diff(p,1);p2=diff(p,2);p3=diff (p,3);[pl p2 p3]
pa ¢e MATLAB ispisati:

ans =
[100*x799-50*x"49, 9900*x"98-2450*x"748, 970200*x"97-117600*x"47]

Dakle, prva derivacija polinoma p je p'(x) = 100 - x*° — 50 - x*, druga p"(x) = 9900 - x** —
— 2450 - x*, a treéa p"'(x) = 970200 - x°" — 117600 - x*. Ispravnost dobivenih rezultata lako
mozemo provjeriti i analitiCkim deriviranjem.

Preostaje izraCunati vrijednosti dobivenih derivacija u tocki x = 1. U tu ¢emo svrhu iskoristiti
funkciju subs. Utipkamo:

[subs (pl,1) subs(p2,1) subs(p3,1)]
pa ¢e MATLAB ispisati:

ans =
50 7450 852600
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Dakle, p'(1) =50, p"(1) =7 4501 p"'(1) = 852 600. Ovime je primjer u potpunosti rijesen.

2
Primjer 2. Odredimo prve tri derivacije funkcije f(x)=—; 1izraunajmo njihovu vrijednost
e

u tocki x =-1.

Postupamo na nacin analogan onom iz rjeSenja prethodnoga primjera. Pritom se moramo
podsjetiti da potencije broja e raCunamo pomocu funkcije exp. Dakle, u sljedeca tri retka
komandnoga prozora utipkamo:

f=x"2/exp(x+1);
fl=simple(diff (f,1));f2=simple(diff (£, 2));f3=simple(diff(£f,3));
pretty ([f1l £2 £3])

pa ¢ce MATLAB ispisati prilicno neocekivan rezultat:

dobiven zajednickom primjenom funkcije za pojednostavljivanje algebarskih izraza simple
1 funkcije za ,,ljepSi“ zapis dobivena rjeSenja pretty. KoriStenje ovih dviju funkcija u ovom
zadatku, naravno, nije bilo nuzno, ali je bilo zgodno ukazati kakve zapise rezultata moZemo
dobiti.

I ovaj primjer pokazuje da je ,ljudski faktor u nekim situacijama nezamjenjiv. Naime, prvi
ali i tre¢i dobiveni izraz mogu se dodatno pojednostavniti (ali ne pomocu MATLAB-a!), pa
dobivamo konacno rjesenje:

Fi=225 )—% £ )—%

IzraCunajmo joS$ vrijednosti dobivenih derivacija u tocki x = —1. U novi redak komandnoga
prozora utipkajmo:

[subs(fl,-1) subs(f2,-1) subs(f3,-1)]

pa ¢e MATLAB ispisati:

ans =
-3 7 -13

Dakle, f'(-1) =-3,f"(-1)=71f"(-1)=13.
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Primjer 3. Odredimo jednadzbu (u eksplicitnom obliku) tangente povu&ene na krivulju y = x°
~7 - x*+12-x—1utogki krivulje s apscisom x = 1.

Ovakav smo zadatak analiticki rjeSavali u kolegiju Matematika 1, pa ve¢ manje-vise dobro
znamo ideju za njegovo rjeSavanje. Najprije odredimo obje koordinate diraliSta D u kojemu
povla¢imo tangentu na zadanu krivulju. Potom odredimo prvu derivaciju funkcije ¢iji je graf
zadana krivulja, pa izraCunamo vrijednost k dobivenoga izraza za x = 1. Vrijednost k bit ¢e
koeficijent smjera traZene tangente. Naposljetku, piSemo jednadzbu pravca koji ima
koeficijent smjera k i prolazi tockom D.

Krenimo na rjeSavanje. S obzirom na broj ,nnepotrebnih® medurezultata, ovaj je primjer
najpogodnije rijeSiti rabeci funkcijsku m-datoteku tangenta.m. U odgovarajuéi prostor
utipkamo redom:

function z=tangenta (f, xd)

yd=subs (£, xd) ;

fl=diff(f,1);

k=subs (f1l, xd) ;

sprintf ('Jednadzba tangente je: t... y = %d * x + %d',k,yd-k*xd)
end

i pohranimo dobiveni unos kao funkcijsku m-datoteku tangenta.m.
Pojasnimo ukratko sadrzaj datoteke tangenta.m.

U prvom smo retku definirali funkciju fangenta koja ima dvije ulazne varijable: funkciju f1
apscisu diraliSta xd. (Zapravo bi trebalo pisati x4, ali u MATLAB-u takav manevar nije
moguce napraviti.)

U drugome smo retku izraCunali ordinatu diraliSta yd tako §to smo MATLAB-u rekli neka u
izraz za funkciju f umjesto nezavisne varijable x uvrsti vrijednost xd. Doista, ordinata diraliSta
upravo se tako i racuna: uvrStavanjem apscise diraliSta u jednadzbu krivulje.

U tre¢em smo retku odredili prvu derivaciju f1 ulazne funkcije f.

U cCetvrtom smo retku izraCunali vrijednost funkcije f1 za ulaznu vrijednost xd. Kako znamo,
vrijednost prve derivacije f u nekoj tocki ¢ jednaka je koeficijentu smjera tangente povucene
na graf funkcije f'u tocki c.

U petom smo retku ispisali jednadzbu tangente koriste¢i MATLAB-ovu funkciju sprintf.
Sintaksu te funkcije, kao 1 pojedinosti o njoj, moZete pogledati u izborniku MATLAB Help.
Ovdje tek istaknimo da se prvi zapis %d odnosi na ispis prvoga broja navedenoga iza zareza
koji neposredno slijedi iza znaka ' kojim zavrSava tekst koji treba ispisati. Drugi se zapis %d
odnosi na ispis drugoga broja navedenoga iza spomenutoga zareza. Uo¢imo: prvi broj je k, a
drugi broj je yd — k - xd.

Jedina eventualna nejasnoca jest: otkuda se pojavio ovaj ,,udan* izraz yd — k - xd? Odgovor
biste trebali znati iz Matematike 1. Naime, jednadzba tangente ¢ koja ima koeficijent smjera k
i prolazi to¢kom D = (x4, y,) glasi:
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y=ya=k- (x—xa),
odnosno, u preuredenom obliku,

y=k- -x+ Oa—k-x).

Dakle, koeficijent smjera tangente ¢ jednak je k, a odsjeak na osi Oy jednak je y; — k - x4, pa
otuda slijede veli¢ine navedene u datoteci.

Pohranimo dobiveni unos, zatvorimo m-datoteku tangenta.m i vratimo se u komandni prozor.
U dvama novim retcima komandnoga prozora utipkajmo:

f=x"3-7*x" 2+12*x-1;
tangenta(f, 1)

pa ¢e MATLAB ispisati trazenu jednadZbu:
Jednadzba tangente je: t... y =1 * x + 4,

Primjer 4. Koristeci datoteku tfangenta.m odredimo jednadZbu tangente povucene na krivulju
y =In x u tocki s apscisom x = 0.

U ovom zadatku odmah uocavamo opaku zamku koju postavljamo MATLAB-u: niti jedna
realna logaritamska funkcija oblika f (x) = log,x, pri ¢emu je a > 0 1 a # 1, nije definirana u
to¢ki x = 0. Stoga unaprijed znamo da zadatak nema rjeSenja. Sto li ¢ée onda MATLAB
napraviti u tom slu¢aju? Pogledajmo sami. U nova dva retka komandnoga prozora utipkajmo:

f=log(x);
tangenta(f,0)

i promatrajmo ucinak posljednje upisane naredbe. MATLAB c¢e ispisati:

Warning: Log of zero.

> In d:\matlabrl2\toolbox\symbolic\@sym\subs.m at line 118
In D:\matlabRl2\work\tangenta.m at line 2

Warning: Divide by zero.

> In d:\matlabrl2\toolbox\symbolic\@sym\subs.m at line 118
In D:\matlabRl2\work\tangenta.m at line 4

ans =

Jednadzba tangente je: t... y = Inf * x + NaN

Dakle, prijevara nam nije uspjela. MATLAB je, naravno, otkrio i upozorio nas da zahtijevamo
racunanje prirodnoga logaritma od nule, te da pri racunanju prve derivacije logaritamske
funkcije u tocki x = 0 dijelimo s nulom ($to je, naravno, to¢no jer, kako dobro znamo, vrijedi

1
jednakost (Inx)'=—.) Stoga je u rezultatu ispisao unaprijed deklarirane konstante Infi NaN.
X

(vidjeti podtoCku 1.2.3, stranica 9.) Ispisani rezultat je prakticki besmislen, ali izvrsno
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pokazuje kako racunalni program poput MATLAB-a djeluje u takvim ,.ekstremnim‘
situacijama.

Primjer S. Koriste¢i datoteku tangenta.m odredimo jednadzbu tangente povucene na srediSnju
jedini¢nu kruZnicu u tocki s apscisom x = 1.

Iz Matematike 1 znamo: srediSnja jedini¢na kruzZnica nije graf niti jedne realne funkcije jedne
realne varijable jer postoji beskona¢no mnogo pravaca usporednih s osi ordinata koji sijeku
kruZnicu u tocno dvije tocke (umjesto u najviSe jednoj tocki, kako zahtijeva jedno od
osnovnih svojstava grafa funkcije). Medutim, ,,razdvojimo* li srediSnju jedini¢nu kruZnicu na
dvije polukruZnice (koje imaju srediSte u ishodiStu i jedan promjer koji pripada osi apscisa),
onda takve polukruznice predstavljaju grafove realnih funkcija. Budu¢i da sredis$nja jedini¢na
kruZnica ima jednadzbu Hyi=1, spomenute dvije polukruznice odredene su jednadZbama

y=+1-x" i y=—+1-x".Odaberimo npr. prvu polukruZnicu, pa u dvama novim retcima
komandnoga prozora utipkajmo:

f=sqgrt (1-x"2);
tangenta(f, 1)

pa ¢e MATLAB ispisati:

Warning: Divide by =zero.

> In d:\matlabrl2\toolbox\symbolic\@sym\subs.m at line 118
In D:\matlabR1l2\work\tangenta.m at line 4

ans =

Jednadzba tangente je: t... y = -Inf * x + Inf

Dakle, analogno kao i u prethodnom primjeru, zakljuCujemo da traZena tangenta ne postoji.
(Istu poruku bismo dobili i da smo odabrali drugu polukruznicu). No, takav zakljuc¢ak ocito
nije istinit jer traZena tangenta postoji 1 ima jednadzbu x = 1 (pravac usporedan s osi ordinata
koji prolazi diraliStem D = (1, 0)). Gdje je MATLAB pogrijesio? Ispravan odgovor je: nigdje.
U Matematici 1 smo istaknuli da tangente usporedne s osi ordinata ne moZemo izravno
,otkriti primjenom tehnika diferencijalnoga ra¢una na krivulju y = f (x), ve¢ posredno
(najbolje graficki)'’.

U nastavku posebnu ¢emo pozornost posvetiti odredivanju lokalnih ekstrema realne funkcije

jedne realne varijable uz koriStenje MATLAB-a. U tu svrhu najprije razmotrimo sljedeci

Problem: Je li moguce napisati funkcijsku m—datoteku ¢iji ¢e jedini ulazni podatak biti realna
funkcija f'1 koji Ce, kao izlaz, vratiti sve lokalne ekstreme zadane funkcije? Obrazlozite svoj
odgovor.

' Navedeni problem moguée je rijediti zamjenom ,uloga“ varijabli x i y (tj. promatranjem varijable x kao
funkcije varijable y), a potom primjenom spomenutih tehnika diferencijalnoga racuna. Za vjezbu, preuredite
datoteku tangenta.m tako da se pomocu funkcije tangenta mogu otkriti i tangente usporedne s osi x.
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Odgovor: Nije moguce. Naime, kad piSemo funkcijsku m—datoteku mi unaprijed moramo
deklarirati ukupan broj ulaznih i izlaznih varijabli. Za ukupan broj ulaznih varijabli to je
jednostavno uciniti: taj je broj jednak 1. Medutim, ukupan broj izlaznih varijabli nije moguce
unaprijed deklarirati. Problem ,,zapinje* ve¢ kod polinoma gdje se kao dodatna ulazna
varijabla mora zadati stupanj polinoma n (jer znamo da svaki polinom stupnja » ima najvise
n — 1 lokalnih ekstrema), a kod racionalnih i transcendentnih funkcija postaje elementarno
(programerski) nerjesiv'’.

Kojim postupkom odredujemo i klasificiramo lokalne ekstreme? U Matematici 1 naucili smo
dva nalina: f ' — fest (ispitivanje odredenih svojstava prve derivacije zadane funkcije na
otvorenom intervalu oko svake stacionarne tocke) i f " — test (ispitivanje odredenih svojstava
vrijednosti druge derivacije zadane funkcije izraCunane u svakoj stacionarnoj tocki). Ukratko
¢emo opisati implementaciju svakoga od tih dvaju testova. Pritom nedemo provjeravati
svojstva poput neprekidne derivabilnosti funkcije na nekom intervalu oko stacionarne tocke
itd., ve¢ ¢emo preSutno pretpostaviti da su ta svojstva ispunjena.

Podsjetimo da se f' — test algoritamski moze zapisati ovako:

Ulazni podatak: realna funkcija f

Korak 1. Odrediti prvu derivaciju f.

Korak 2. Odrediti nultocke funkcije f ' (tj. stacionarne toCke funkcije f) koje pripadaju
prirodnu podrucju definicije funkcije f. Oznac¢imo te stacionarne tocke s xi, x2, ..., Xp.

Korak 3. 7Za svaki i = 1, ..., n odabrati ¢; > 0 takav da je funkcija f neprekidno derivabilna na
intervalu (x; — e;, x; + ¢;) i da navedeni interval ne sadrZi niti jednu drugu stacionarnu tocku
osim x;.

Korak 4. Odrediti predznak brojeva a, = f '(xi _%j 1h=1 '(Xi +%j 3

Korak 5. Ako je istodobno a; < 01 b; > 0, onda za x = x; fima lokalni minimum f (x;). Ako je
istodobno @; > 01 b; < 0, onda za x = x; fima lokalni maksimum f (x;). Inace, za x = x; fnema
lokalni ekstrem.

Pogledajmo kako implementirati ovaj algoritam u MATLAB-u. Ve¢ smo vidjeli kako odrediti
prvu derivaciju neke realne funkcije jedne realne varijable (koriste¢i funkciju diff) i kako
izraCunati vrijednosti bilo koje realne funkcije u proizvoljnoj tocki njezina prirodna podruc¢ja
definicije (koriste¢i funkciju subs). Stoga je jedini preostali problem implementacija Koraka
2., tj. odredivanje nultoCaka prve derivacije, odnosno, opcenito, odredivanje nultocaka bilo
koje realne funkcije jedne realne varijable.

'O rjesivosti algebarskih jednadzbi vidjeti npr. u [7], str. 161.

2 Kao nazivnik razlomka u zagradama moZe se uzeti bilo koji realan broj strogo veéi od 1. Takoder, odabrani
otvoreni interval ne mora biti simetrican s obzirom na x;, ali ¢emo, zbog jednostavnosti, birati upravo takve
intervale.
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Op¢i algoritam za tocno odredivanje svih nultocaka realne funkcije jedne realne varijable ne
postoji. U 10. poglavlju pokazat ¢emo kako se MATLAB moze koristiti u rjeSavanju nekih
problema numeric¢ke matematike, a jedan od tih problema bit ¢e upravo priblizno odredivanje
nulto¢aka realne funkcije. Ovdje ¢emo te nultocke odrediti pomo¢u MATLAB-ove ugradene
funkcije solve. Jedini ulazni argument te funkcije je jednadZzba oblika f (x) = ¢, gdje je ¢ bilo
koji realan broj, a izlazni argumenti su (priblizno izracunana) realna rjeSenja navedene
jednadzbe.

lako, kako smo rekli, ne moZemo stvoriti funkcijsku m-datoteku koja ¢e racunati i ispisivati
sve lokalne ekstreme neke funkcije, ipak mozemo donekle skratiti postupke navedene u
Koracima 3. - 5. Stvorit ¢emo funkcijsku m-datoteku ekstrem1.m ¢iji ¢e ulazni podatci biti
realna funkcija f, njezina stacionarna tocka x i strogo pozitivna realna konstanta e, pa ¢emo
implementirati navedeni algoritam na sljede¢i nacin:

function z=ekstreml (f, x,e)
fl=diff(£,1);

y=subs (f, x) ;

a=x-e/2;

b=x+e/2;

c=subs(fl,a);
d=subs (f1l, b);
if((c<0)&(d>0))

sprintf ('Funkcija ima lokalni minimum %d za x = %d.',y,Xx)
elseif ((c>0)&(d<0))

sprintf ('Funkcija ima lokalni maksimum %d za x = %d.',y, Xx)
else

sprintf ('Funkcija nema lokalni ekstrem za x = %d.',6 x)

end
Pogledajmo primjenu ove funkcije na primjeru.

Primjer 6. Ispitajmo postoje li, i ako postoje, odredimo sve lokalne ekstreme polinoma p(x) =
)
=x+1.

Krenimo redom. Radi preglednosti, ,,po€istimo* komandni prozor koriste¢i funkciju clc. U
nova retka praznoga komandnoga prozora utipkajmo:

p=x"4+1;
pl=diff (p)

pa ¢e MATLAB ispisati:

pl =
4*x™3
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Stacionarne tocke polinoma p;(x) odredit ¢emo tako da u novi redak komandnoga prozora
utipkamo:

solve('4*x"3=0")

Pritisnimo Enter, pa ¢¢ MATLAB (o¢ekivano) ispisati:

a
[
[
[

jer je x = 0 o¢ito jedina (i to trostruka) nultotka polinoma pi(x) = 4 - x°. Stoga je jedina
stacionarna tocka zadanoga polinoma x = 0. Prirodno podrucje definicije bilo kojega
polinoma je skup realnih brojeva R, pa ponasanje prve derivacije polinoma p (tj. polinoma p;)
moZemo promatrati na bilo kojem otvorenom intervalu u R koji sadrzi nulu. Necemo
komplicirati zivot: opredijelimo se za interval (-1, 1), tj. odaberimo e = 1. U sljedec¢i redak
komandnoga prozora utipkajmo:

ekstreml (p,0,1)
Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:

ans =
Funkcija ima lokalni minimum 1 za x = O.

Ovaj jednostavan primjer namjerno je odabran jer se lokalni ekstremi zadanoga polinoma ne
mogu odrediti pomocu f" — testa, kao Sto ¢emo ubrzo vidjeti.

Preostaje opisati implementaciju f "-testa u MATLAB-u. Najprije podsjetimo na njegov
algoritam (presutno ¢emo pretpostavljati da je f barem dvaput neprekidno derivabilna realna
funkcija jedne realne varijable jer ne¢emo rjeSavati zadatke s funkcijama koje nemaju
navedeno svojstvo):

Ulazni podatak: realna funkcija f

Korak 1. Odrediti prvu derivaciju f.

Korak 2. Odrediti nultocke funkcije f'. Oznacimo te nultocke s: xi, x, ..., X,.

Korak 3. Odrediti drugu derivaciju f".

Korak 4. Odrediti predznak vrijednosti f "(x;), za svaki i = 1, ..., n. Ako je f "(x;) > 0, onda f
poprima lokalni minimum f (x;) za x = x;. Ako je f"(x;) < 0, onda f poprima lokalni maksimum
f(x;) za x = x;. Ako je f"(x;) = 0, onda f "~ test ne daje odluku."

Stvorimo funkcijsku m-datoteku ekstrem2.m ciji ¢e ulazni podatci biti realna funkcija fi vrije-

1 Studenti Gesto posve pogresno zakljucuju da iz f"(x;) = 0 slijedi da x; nije lokalni ekstrem. Kako ¢emo vidjeti,
x; moZe biti lokalni ekstrem i ako vrijedi jednakost f "(x;) = 0.
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dnost x. Pomocu f"—testa funkcija ¢e ispisati je li x lokalni ekstrem funkcije f 1, ako jest, je li
rije¢ o lokalnom minimumu ili lokalnom maksimumu.

Otvorimo novu m-datoteku, pa u nju utipkajmo sljedeci niz naredbi:

function z=ekstrem2 (f, x);
a=subs (f, x);
fl=diff (£, 2);

if subs(fl,x)>0

sprintf ('funkcija ima lokalni minimum %d za x = %d',a, x)
else
if subs(fl,x)<0
sprintf ('funkcija ima lokalni maksimum %d za x = %d', a,x)
else
sprintf ('Test ne daje odluku!')
end
end

Zadatak: Objasnite svaki redak ove funkcijske m-datoteke.

Pohranimo navedeni niz naredbi pod imenom ekstrem2.m, pa zatvorimo dobivenu datoteku i
vratimo se u komandni prozor. PokuSajmo rijeSiti Primjer 6. koriste¢i netom stvorenu
funkcijsku datoteku. U novi redak komandnoga prozora utipkajmo:

ekstrem2 (p, 0)
Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:

ans =
Test ne daje odluku!

Takav rezultat smo mogli 1 predvidjeti jer je o€ito p"(x) = 12 - X ip"0)=0. Stoga u ovakvim
slucajevima zadatak moZemo rijesiti iskljucivo primjenom funkcijske m-datoteke ekstrem1.m.

Primjer 7. Ispitajte postoje 1i 1, ako postoje, odredite lokalne ekstreme realne funkcije f (x) =
=2-x-3-F-12-x+11

Koristit ¢emo ranije opisani algoritam, ugradenu funkciju solve i obje m-datoteke
ekstreml.m 1 ekstrem2.m. Budu¢i da argument funkcije solve mora biti ,,prava‘ jednadzba
(npr. x + 2 = 0), a ne samo izraz oblika p(x) = 0, moramo ispisati izraz za prvu derivaciju
zadanoga polinoma, te se dodatno posluZiti kopiraj — zalijepi (engl.: copy — paste) tehnikom
koja se u MATLAB-u primjenjuje kao i u MS Wordu, MS PowerPointu i drugim ra¢unalnim
programima'*. Medutim, argument funkcija ekstrem] i ekstrem2 moze biti simboli¢ki objekt
poput funkcije, pa nije nuzno ispisivati sam zadani polinom.

' Kako mozemo izbjeé¢i uporabu copy — paste tehnike, objasnit ¢emo u tocki 5.4.
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Krenimo redom. U nova dva retka komandnoga prozora utipkajmo:

pP=2*x"3-3*x"2-12%x+11;
pl=diff (p)

pa ¢e MATLAB ispisati:

pl =
6*xX"2—6*x—12

Misem oznacimo tekst 6*x"2-6*x—12, pa istodobno pritisnimo tipke Ctrl i C (ako viSe
volite raditi miSem, lijevom tipkom miSa kliknite na izbornik Edit, pa odaberite opciju Copy).
Vratimo se potom u tekuci radni redak, pa utipkajmo:

solve ('

Bez pritiskanja tipke Enter nakon $to utipkamo znak ', pritisnimo istodobno tipke Ctrl i V
(ako viSe volite raditi miSem, lijevom tipkom miSa kliknite na izbornik Edit, pa odaberite
opciju Paste), pa ¢emo dobiti:

solve ('6*x"2-6*x-12

Iza broja 12 u istom retku preostaje nadopisati:
=0")

1 tek sad pritisnuti Enter. MATLAB Ce ispisati:
ans =
[ -1]

[ 2]

Tako smo utvrdili da su stacionarne tocke zadanoga polinoma x; = —1 1 x, = 2. Preostaje
provjeriti jesu li to doista lokalni ekstremi. Polinom p definiran je za svaki realan broj x, pa
najprije trebamo odabrati otvoreni interval koji sadrzi broj —1, a ne sadrZzi broj 2. Opredijelimo

se za interval (-2, 0), tj. ponovno odaberimo ¢ = 1. U novi redak komandnoga prozora
utipkajmo:

ekstreml (p,-1,1)
Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:

ans =
funkcija ima lokalni maksimum 18 za x = -1

Pritisnimo tipku T na tipkovnici i preuredimo posljednje utipkani redak ovako:

ekstrem2 (p,-1)
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Pritisnimo Enter, pa ¢¢ MATLAB (ponovno) ispisati:

ans =
funkcija ima lokalni minimum 18 za x = -1.

Preostaje provjeriti ima li polinom p lokalni ekstrem za x = 2. Provjeru pomocu funkcije
ekstrem1 napravite sami za vjezZbu. Ovdje ¢emo napraviti provjeru pomocu funkcije ekstrem?2.
U novi redak komandnoga prozora utipkajmo:

ekstrem2 (p, 2)
Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:

ans =
funkcija ima lokalni minimum -9 za x = 2

Za vjezbu, prikazite graficki zadani polinom na segmentu [-3, 3] i uvjerite se u tocnost
dobivenih rezultata.

Primjer 8. Ispitajte postoje li i, ako postoje, odredite sve lokalne ekstreme realne funkcije
In x

f(x)=—

X
Postupimo analogno kao u Primjeru 7. U nova dva retka komandnoga prozora utipkajmo:

f=log(x)/x"3;
fl=simple(diff (f))

Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:

fl =
(1-3*log(x))/x"4

Utipkajmo nadalje:

solve ('

prekopirajmo izraz (1-3*1og(x)) /x"4 i nadopiSimo:
=0")

Sljedeci redak treba izgledati ovako:

solve (' (1-3*log(x))/x"4=0")

Nakon $to pritisnemo Enter, MATLAB Cce ispisati:

ans =
exp (1/3)
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Dakle, jedina stacionarna toCka je x = Je. Provjerimo je 1i to lokalni ekstrem upisujuci
ekstrem2 (f,exp(1/3))
u sljedeci redak komandnoga prozora. Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:

ans =
funkcija ima lokalni maksimum 1.226265e-001 za x = 1.395612e+000

Sto se dogodilo? Je li MATLAB nesto ,,zabrljao®, pa smo dobili ovako ¢udne rezultate?
Odgovor je: nije, sve je u najboljem redu. Broj 1.395612e+000 je zapravo znanstveni prikaz

broja 1.395612, a taj je decimalan broj aproksimacija broja e na Sest decimalnih mjesta.
Nadalje, 1.226265e-001 je zapravo znanstveni prikaz broja 0.1226265, a taj je broj

aproksimacija broja f (\3/2)=3— na sedam decimalnih mjesta. (Provjerite istinitost
e

prethodnih dviju tvrdnji racunajuéi priblizne vrijednosti brojeva e i W .) Dakle, dobili
-e

) ) y ) . .. ) A
smo posve ispravnu tvrdnju, samo Sto umjesto to¢nih vrijednosti Je i 30 piSu njihove
e

decimalne aproksimacije. Tu ,,pojavu®, nazalost, ne moZemo izbjeci jer se ona javlja kad god
rezultat dobivamo koriste¢i funkciju zapisanu u funkcijskoj m-datoteci.

Napomena: Ma koliko god vam se ,moc¢na‘“ Cinila funkcija solve, zapamtite da ona
(priblizno) moze rjesavati isklju¢ivo jednadzbe. Dakle, rjesavanje bilo koje vrste nejednadzbi
ne dolazi u obzir. U MATLAB-u ne postoji funkcija za rjeSavanje bilo kojega tipa
nejednadzbi, pa se prigodom rjeSavanja zadataka s nejednadzbama moramo snalaziti kako god
znamo 1 umijemo. Za ,utjehu* valja re¢i da se rjeSavanje nejednadzbi Cesto svodi na
rjeSavanje odredenih tipova jednadzbi, a u tu nam svrhu vrlo solidno moze posluZiti i
spomenuta funkcija solve.

U nastavku ¢emo rijeSiti jo§S jedan problem iz primjene diferencijalnoga racuna, a to je
problem odredivanja prijevojnih tocaka (toCaka infleksije) neke realne funkcije jedne realne
varijable. Podsjetimo se, kandidati za prijevojne tocke funkcije f su sve nultocke druge
derivacije te funkcije. U Matematici 1 promatrali smo predznak druge derivacije na okolini
svakoga pojedinoga kandidata i zakljucivali mijenja li druga derivacija predznak pri prolasku
kroz svoju nultocku. To smo ucinili tako da smo uzeli ,,konkretne* brojeve iz ,,male* -
okoline svakoga pojedinoga kandidata i racunali predznake vrijednosti f "(x) za svaki od tih
brojeva. Analogno ¢emo postupiti i sad, pri ¢emu ¢emo preSutno pretpostaviti da je funkcija f
barem dvaput neprekidno derivabilna u tocki x.

Najprije ¢emo formirati funkcijsku m-datoteku infleksija.m. Ulazni podatci za funkciju
infleksija bit ¢e: polazna funkcija f, apscisa ,,kandidatkinje* za prijevojnu tocku x i polovica
Sirine okoline oko toCke x (oznacimo je ponovno s e). Funkcija infleksija ¢e ispisati ima li po-
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lazna realna funkcija f prijevojnu tocku te, ako ima, ispisati i njezine koordinate.

Otvorimo novu m-datoteku, pa u odgovarajuci prostor utipkajmo redom:

function z=infleksija(f, x,e)
fl=diff (£, 2);
y=subs (£, x);
a=x-e/2;
b=x+e/2;
c=subs(fl,a);
d=subs (fl,Db);
if c*d<0
sprintf ('Funkcija ima prijevojnu tocku (%d, %d)',x,y)
else
sprintf ('Funkcija nema prijevojnu tocku.')
end

Zadatak: Objasnite svaki pojedini redak ove funkcijske m-datoteke.

Pohranimo uneseni niz naredbi pod nazivom infleksija.m, pa se vratimo u komandni prozor.
Potom rijeSimo sljedeci primjer.

Primjer 9. Ispitajmo ima li polinom p(x) = x* + 1 prijevojnu to¢ku, pa, ako ima, odredimo je.

Ovaj je primjer namjerno odabran za ,,ispitivanje* valjanosti rada funkcije infleksija. Naime,
lako se vidi da je p"(x) = 12 - x> >0, za svaki x € R, pa sve vrijednosti koje moZe poprimiti
polinom p" imaju isti predznak. To znaci da zadani polinom p nema prijevojnu tocku.

Sad kad smo otkrili ,tajnu®, tj. krajnji rezultat, prijedimo na rjeSavanje zadatka. Ranije
opisanim postupkom najprije ¢emo doznati ,,kandidate* za prijevojnu tocku. Utipkajmo:

p=x"4+1;
p2=diff (p, 2)

Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:

p2 =
12%x"2

Formalno rijeSimo jednadzbu p"(x) = 0, tj. po(x) = 0 iako rjeSenja moZemo otkriti i napamet:
solve('12*x"2=0")

MATLAB C¢e ispisati:
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Preostaje provjeriti ima li polazni polinom p prijevojnu tocku u tocki s apscisom O.
Promatrajmo ,,ponasanje polinoma p", tj. polinoma p, na segmentu [-0.0001, 0.0001], tj.
zadajmo e = 0.0001. Utipkajmo:

infleksija(p,0,0.0001)
pa ¢e MATLAB ekspresno ispisati ocekivani rezultat:

ans =
Funkcija nema prijevojnu tocku.

Primjer 10. Ispitajmo ima li realna funkcija f (x) = n_zx prijevojnu tocku. Ako ima, odredimo
X

koordinate te tocke.
U nova dva retka komandnoga prozora utipkamo:

f=log(x)/x"2;
f2=simple(diff (£, 2))

pa ¢e MATLAB ispisati:

f2 =
(=5+6*log(x))/x"4

U sljedec¢i redak najprije upiSimo

solve ('

potom prekopirajmo izraz (-5+6*1og(x) ) /x"4, pa nadopi§imo:
=0")

tako da dobijemo:

solve (' (-5+6*log(x))/x"4=0")

Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:

ans =
exp (5/6)

Preostalo je joS provjeriti je li toCka ¢ija je apscisa )C:Q/e_5 doista prijevojna tocka. U tu
svrhu opet uzmimo e = 0.0001, pa u sljede¢i redak komandnoga prozora utipkajmo:

infleksija(f,exp(5/6),0.0001)

Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:
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ans =
Funkcija ima prijevojnu tocku (2.300976e+000, 1.573963e-001)

Ovdje imamo situaciju analognu onoj iz Primjera 8. Priblizna vrijednost broja ?/e_5 je broj

5-3e

2300976, a priblizna vrijednost broja f(é/e_S ): -

- Je broj 0.1573963 Ciji je zapis u
-e
znanstvenom obliku 1.573963e-001. (Provjerite istinitost navedenih aproksimacija.)

5.1.1. Kompozicija funkcija. Inverz funkcije. Derivacija kompozicije funkcije.

Derivacija inverza funkcije

Pomoéu MATLAB-a moZzemo odredivati i kompoziciju dviju funkcija, inverz bilo koje
bijekcije, te derivaciju tako dobivenih funkcija. Kompoziciju dviju realnih funkcija jedne
realne varijable odreduje funkcija compose, dok inverz neke realne bijekcije odreduje
funkcija finverse. Pogledajmo primjenu tih dviju funkcija na primjerima.

Primjer 1, Zadane su realne funkcije f (x) = x> i g(x) = ¢". Odredimo kompozicije funkcija
fogigef.

Najprije ,,0Cistimo“ MATLAB-ov komandni prozor koriste¢i funkciju clc. Odredimo
najprije kompoziciju f o g. U nova tri retka MATLAB-ova komandnoga prozora utipkajmo:

syms x £ g;
f=x"2;g=exp(x);
simplify (compose (f, g, x))

Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:

Kako smo mogli i ocekivati, rezultat je (fog)(x)=e*". Odredimo kompoziciju go f .
Pritisnimo tipku T i preuredimo posljednje utipkani redak ovako:

simplify (compose (g, f, x))
Ponovno pritisnimo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
exp(x"2)

Dakle, (go f)(x) =e¢" . Kako dobro znamo iz Matematike 1, opcenito vrijedi nejednakost
fog#go f,ustonas je uvjerio i ovaj primjer.

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 98



TVZ

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL

Matematicki alati u elektrotehnici

Sljedeci ¢e nam primjer pokazati §to se dogada kad neka jednadZba ima beskona¢no mnogo
medusobno razli¢itih realnih rjeSenja.

Primjer 2. Zadane su realne funkcije f (x) = sin x 1 g(x) = IxI. RijeSimo jednadZzbu:
(go fHx)=1.

Oznacimo h:= go f . Funkciju & odredimo kao u Primjeru 1. U nova dva retka MATLAB-ova
komandnoga prozora utipkajmo:

f=sin(x) ;g=abs (x) ;
h=compose (g, £, x)

Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:

h =
abs(sin(x))

Dakle, h(x)=(go f)(x)= |sin x| . Stoga trebamo rijesiti jednadZbu:

[sin x| = 1.

Rijesimo li je analitic¢ki, dobivamo:
X, =§+k-7r, ke Z.

MATLAB, medutim, kao rezultat ne moze ispisati ovakav izraz, nego iskljucivo , konkretan*
realan ili kompleksan broj jer je izlazni argument te funkcije kona¢nodimenzionalna matrica.
Stoga utipkavanjem:

solve('abs(sin(x))=1", x)
kao rezultat ne dobivamo gornji izraz, nego:

ans =
[ 1/2*pi]
[ -1/2*pi]

Dobivena rjeSenja nisu slu¢ajno odabrana. Naime, umjesto ,,prave funkcije f (x) = sin x,
prigodom rjesavanja ove jednadzbe MATLAB je zapravo ,,promatrao restrikciju funkcije f

na segment [—%,%}, tj. funkciju F(x) = Sin x. Podsjetimo se da je ovakav segment odabran

jer je na tom segmentu funkcija F(x) bijekcija i ima inverz F ~'(x) = arcsin x. Stoga je
MATLAB zapravo rijesio jednadzbu (g o F)(x) =1, tj. jednadZbu ISin x| = 1.
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Napomena: Analogno razmatranje vrijedi zamijenimo li funkciju f (x) = sin x funkcijom
" . T . S
fi(x) = cos x, samo $to se umjesto segmenta [—5,5} promatraju segment [0, 7] na kojem je

funkcija f; bijekcija i pripadna restrikcija funkcije f; na taj segment, tj. funkcija F(x) = Cos x.
Uvjerite se u to.

Primjer 3. Odredimo inverz bijekcije f: R — (1, +00) definirane propisom f (x) = ¢" + 1. (Za
vjezbu provjerite da je funkcija f doista bijekcija.)
U nova dva retka MATLAB-ova komandnoga prozora utipkajmo:

f=exp(x)+1;
simplify (finverse(f))

pa ¢e MATLAB (ocekivano) ispisati:

ans =
log(-1+x)

Ovaj izraz valja paZzljivo interpretirati:
f'(x) =In(x - 1).
Primjer 4. Zadane su realne funkcije f(x) = x> + 1 i g(x) =+/x . Izradunajte (fe g)_1 ).

U ovom primjeru kombiniramo funkcije compose, finverse i subs. U nova tri retka
MATLAB-ova komandnoga prozora utipkavamo redom:

f=x"2+1;g=sqgrt (x);
h=finverse (compose(f, g, x));
subs(h, 1)

Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
0

Dakle, (fog)" (1) = 0. Provjerite ovaj rezultat i analitickim rjeSavanjem zadatka.

Primjer S. Zadane su realne funkcije f (x) = In x 1 g(x) = arctg x. RijeSite jednadZzbu:
(gof) (x)=e.

Najprije postupimo kao u prethodnom primjeru. U nova dva retka MATLAB-ova
komandnoga prozora utipkajmo:
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f=log(x) ;g=atan(x) ;
h=finverse (compose (g, f, x))

Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

h =
exp(tan(x))

Preostaje iskoristiti funkciju solve:
solve('exp(tan(x))=exp(l) ', x)
Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:
ans =

1/4*pi

Dakle, dobili smo x = % , 1 to je jedino rjeSenje polazne jednadzbe (zasto?).

Napomena: Primjer 5. smo mogli rijeSiti neSto krace i ,,Jukavije”. Naime, oznac¢imo li
h=go f, onda polaznu jednadZbu moZemo zapisati u obliku:

h(x) = e.
Na lijevu i desnu stranu jednadZbe djelujemo s funkcijom 4, pa dobijemo:
hK™ (0] = h(e),
Prema definiciji inverza funkcije, lijeva je strana jednaka x, pa gornja jednakost prelazi u:
x = h(e).
Stoga u nova tri retka MATLAB-ova komandnoga prozora utipkajmo:
f=log(x);g=atan(x);
h=compose (g, £, X) ;
xl=subs (h,exp (1))
Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:
x1 =
0.78539816339745
Lako se provjeri da je %z 0.78539816339745. Zbog primjene funkcije subs, rjeSenje zadatka

nismo mogli dobiti u obliku x = % .
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Primjer 6. Zadane su realne funkcije f (x)=\3/; i g(x) = arcctg x. Odredimo derivacije

funkcija fog, gof,f Tig™ (Za vjezbu, analitiCki odredite te derivacije.)

Oznacimo traZzene derivacije redom s fi, f>, f3 1 fs. Radi preglednosti, sve rezultate zapisat
¢emo u matricnom obliku. U sljedeca tri retka komandnoga prozoral15 utipkajmo:

f=x"(1/3) ;g=acot (x);
fl=diff (compose(f,qg,x),1);f2=diff (compose(qg, f,x),1);
f3=diff (finverse(f),1);f4=diff (finverse(g),1l);F=[f1l f2 £3 f4]

Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:
F =
[-1/3/acot(x)"(2/3)/(x*2+1),-1/3/x"(2/3)/(1+x"~(2/3)),3*x"2,-1-cot (x) 2]

Ovaj rezultat treba paZljivo interpretirati:

1
3-%/arcctg2x (D)
1
30 (1440)
(F)'x)=3-x% (g7)'(x) =-1-ctg’x.

Primijetimo da je MATLAB prividno pogrije§io u odredivanju (¢')". Naime, o¢ito vrijedi:

(fog)(x)=—

(gof)(x)=—

(g7)'(x) = (ctgx)' = ————,
sin” x

a MATLAB je ispisao:

(g™)'(x)=f,(x)=—1-ctg’x.

Medutim, nije tesko provjeriti jednakost funkcija — i —1 — ctg’x. Uginite to za vjeZbu.

sin’ x

Primjer 7. Zadane su realne funkcije f (x) = cos x i g (x) = ¢". Izra¢unajmo [( fo g)‘lJ'(O), pa
rijesimo jednadzbu | (go )™ |'(x)=—1 .

Prije rjeSavanja ovoga primjera napravite veliko spremanje i ,,oCistite* MATLAB-ov koman-

'> Sve potrebne funkcije mogu se deklarirati i u samo jednom retku. Radi preglednosti, odlu¢ili smo se za
viseretCano deklariranje. Ista napomena vrijedi i za daljnja deklariranja varijabli, funkcija i sl.
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dni prozor pomocu funkcije c1c. Oznadimo h, = [(f 0 g)’l] i h:= [(g o f)_l] Potom u
nova Cetiri retka komandnoga prozora utipkajmo:

f=cos (x) jg=exp(x);

hl=diff (finverse (compose(f,qg,x)),1);
h2=diff (finverse (compose(g,f,x)),1);
subs (hl, 0)

Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:
ans =
-0.63661977236758

N ) . e . .. _ 2
Rijesimo li prvi dio zadatka analiticki, dobit ¢emo to¢nu vrijednost [( fog) 1}'(0):——.
V4

Nije tesko provjeriti jednakost _2 =—0.63661977236758 .
V4

Za drugi dio zadatka utipkajmo najprije:
h2
pa ¢e MATLAB ispisati:

h2 =
-1/x/(1-1log(x)"2)"(1/2)

Preostaje primijeniti kopiraj—zalijepi tehniku i funkciju solve:
solve('-1/x/(1l-log(x)"2)"(1/2)=-1",x)
pa ¢e MATLAB ispisati prilino neocekivan rezultat:

ans =
exp (0)

Ovakav je zapis posljedica primjene funkcije solve 1 pribliZnoga rjeSavanja nealgebarskih
jednadzbi. Utipkamo li u sljede¢em retku komandnoga prozora

simplify(ans)
dobit ¢emo znatno ljepsi oblik rjeSenja zadane jednadzbe:

ans =
1
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5.2. Racunanje granicnih vrijednosti

U ovoj ¢emo tocki ukratko objasniti kako pomocu MATLAB-a moZemo racunati razlicite
grani¢ne vrijednosti funkcija. U tu nam svrhu sluzi MATLAB-ova ugradena funkcija 1imit.
Pomocu te funkcije mozZzemo racunati razli¢ite jednostrane ili obostrane granic¢ne vrijednosti
funkcije u nekoj tocki ili u ,,plus* ili ,,minus beskonacnosti“. Pogledajmo to na primjerima.

3 +n’

Primjer 1. Izracunajte grani¢nu vrijednost niza Ciji je op¢i ¢lan a, = .
2" +n’

Ako to dosad niste ucinili, svakako ,,pocistite MATLAB-ov komandni prozor Koristeci
funkciju c1c. Potom u nova dva retka ,,0¢iS¢enoga‘“ komandnoga prozora upisimo:

syms n;
limit ((3”"n+n"3)/(2”n+n"2),n, inf)

Uocimo sintaksu funkcije 1imit u ovom slu¢aju: najprije se upisuje op€i €lan niza, potom
ime nezavisne varijable, te naposljetku vrijednost prema kojoj teZi ta nezavisna varijabla.
Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
inf

Taj rezultat smo mogli i unaprijed ocekivati. Naime, za ,jako velike“ n € N vrijedi
3+n’ 3
2"+n* 2"

funkciju ¢ija je baza a > 1 vrijedi lim a” = +oo, polazni niz nema svoju grani¢nu vrijednost.

X—>+oo

asimptotska aproksimacija: a, = = (%) . Budu¢i da za bilo koju eksponencijalnu

2n
Primjer 2. Izracunajte grani¢nu vrijednost niza ¢iji je op¢i ¢lan a, = 3 (1 +4—) .
‘n

»Doajeni* pismenih ispita iz Matematike 1 mogli bi vam potvrditi da su vrlo sli¢ni zadatci bili
zadavani na tim pismenim ispitima i da je njihova rijeSenost bila — pristojno reCeno — vrlo
skromna. Eh, da im je na pismenom ispitu jo§ bio dostupan MATLAB, gdje bi im bio kraj!
Ostavimo spomenute ,,doajene* neka uZivaju u svojim slatkim mastarijama, a mi rijeSimo
postavljeni zadatak uz pomo¢ MATLAB-a. U novi redak komandnoga prozora utipkajmo:

limit (((1+3/(4*n))"(2*n))"~(1/3),n,inf)

Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:
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ans =
exp(1/2)

0| =

_Je.

Dakle, grani¢na vrijednost zadanoga niza iznosi e

.. . .y .. C e o arcsinn
Primjer 3. Izracunajmo grani¢nu vrijednost niza ¢iji je op¢i ¢lan a, = ———.
n

Jo$ jedna ,,opaka zamka* za MATLAB! Znamo da je prirodno podrucje definicije realne
funkcije arcsin x segment [—1, 1]. Stoga zadani niz ima to¢no jedan Clan, i to je a; = % Stoga
bi valjalo o¢ekivati da traZena grani¢na vrijednost ne postoji. Utipkamo li, medutim,

limit (asin(n)/n,n, inf)

MATLAB C¢e ispisati:

ans =
0

Neki ¢e moZda dobiti neodoljiv poriv otvoriti Sampanjac i nazdraviti novom znanstveno-
tehnickom otkricu bug-a u MATLAB-u, ali, na njihovu Zalost, nema valjana razloga za
zdravicu. Naime, u ovom slucaju MATLAB promatra arkussinus kao kompleksnu funkciju
jedne kompleksne varijable, Preciznije, za x € [-1, 1] rezultat funkcije arcsin x je, kao i

. . . T . .
obi¢no, neki realan broj iz segmenta [—5,3}, dok je za sve ostale realne brojeve x

vrijednost arkussinusa odredena izrazom
arcsin x =—i-ln(x-i+\/1—x2)

i predstavlja kompleksan broj. Metodama i tehnikama kompleksne analize moze se pokazati
da je, uz tako definiranu funkciju arcsin x, traZzena grani¢na vrijednost doista jednaka 0.

Grani¢na vrijednost neke realne funkcije odreduje se potpuno analogno kao i grani¢na
vrijednost niza (uostalom, znamo da je svaki niz realnih brojeva poseban slu€aj realne
funkcije jedne realne varijable). Pogledajmo to na primjerima.
arctg x arcsinx
.. . . .. . —e
Primjer 4. IzraCunajmo grani¢nu vrijednost lim 3
=0 ]—cos” x

Ovu grani¢nu vrijednost relativno teSko bismo izracunali na elementaran nacin (pokuSajte to
ipak uciniti!) ili uz uporabu L'Hopitalova pravila, ali za MATLAB teSko¢a nema. Utipkavanje
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limit ( (exp(atan(x))-exp(asin(x)))/(1l-(cos(x))"3),x,0)
kao rezultat daje

ans =
0

Napomena: Isti rezultat dobili bismo 1 utipkavanjem
limit ((exp(atan(x))-exp(asin(x)))/(l-(cos(x))"3))

jer izostavljanjem oznake varijable i vrijednosti prema kojoj teZzi ta varijabla MATLAB
dogovorno pretpostavlja da doticna varijabla ima oznaku x i da tezi prema nuli. Spretniji
medu vama prigodom racunanja grani¢nih vrijednosti mogu primijeniti ovo pravilo, dok se
onima manje spretnijima preporucuje neka zapisuju i oznaku varijable i vrijednost prema
kojoj tezi ta varijabla (kao Sto se, uostalom, mora uciniti u svim drugim slucajevima).

o 5 ‘ N - ' T ctg(7-sinx)
Primjer S. IzraCunajmo grani¢nu vrijednost lim| tg e sin x .
T

A
Ovoga puta utipkavanje

limit ((tan(pi/4*sin(x)) )" (cot(pi*sin(x))),x,pi/2)
kao rezultat daje

ans =
exp(1/2)

Pokusajte 1 ovu grani¢nu vrijednost izraCunati bez uporabe L'HoOpitalova pravila.

In(x> +2-x+8) }1

Primjer 6. Izratunajmo grani¢nu vrijednost lim >
In(x"+4-x+6)

X—>+oo

Analogno kao i1 kod grani¢ne vrijednosti niza, u novi redak komandnoga prozora utipkavamo:
limit (((log(x"2+2*x+8))/1log(x"2+4*x+6)) " (x*log(x)),x,inf)

pa ¢e MATLAB ispisati:

ans =

exp (-1)

3
.. N . .. . Jx
Primjer 7. Izracunajmo grani¢nu vrijednost lim

TR x4+
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Grani¢na vrijednost u ,,minus beskonacnost* racuna se potpuno analogno kao i grani¢na
vrijednost u ,,plus beskonacnost®, pri ¢emu ispred konstante inf treba staviti znak -. Dakle,
utipkamo:

limit (x*(1/3) / (x+(x+x"~(1/3))"(1/3))~(1/3),%x,-1inf)
Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:

ans =
1

Osim ,,tipi¢nih* obostranih grani¢nih vrijednosti, pomocu funkcije 1 imit mogu se racunati i

razliCite jednostrane grani¢ne vrijednosti. Evo nekoliko primjera.

.. . oy .. . Nl=e" =+/1=cosx
Primjer 8. Izratunajmo grani¢nu vrijednost lim - .
x—0+ \/sm X

U ovom slucaju u novi redak komandnoga prozora utipkavamo:
limit ((sgrt(l-exp(-x))-sgrt(l-cos(x)))/sqrt(sin(x)),x,0, 'right'")

Uocimo da rijec¢ right (engl.: desno) mora biti zapisana pod znakom jednostrukih navodnika.
Ovdje, naravno, nismo mogli izostaviti nulu kao u napomeni iza Primjera 4. jer MATLAB-u
treba dati do znanja da se radi o jednostranoj, a ne o obostranoj grani¢noj vrijednosti.

Pritisnemo tipku Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
1

.. .. . .. . arcsin(1— x)
Primjer 9. IzraCunajmo grani¢nu vrijednost lim ——————=
== sin(7xr- x)

U ovom slucaju u novi redak komandnoga prozora utipkavamo:
limit (asin(l-x)/sin(pi*x),x,1,'left")

Buduc¢i da je rijec€ o grani¢noj vrijednosti slijeva, posljednji ulazni podatak funkcije 1imit je
rijec left (engl: lijevo). Pritisnemo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:

ans =
1/pi

Primjer 10. Pomo¢u MATLAB-a moZemo izravno provjeriti valjanost derivacija
elementarnih funkcija. Podsjetimo se, prema definiciji, derivacija neke realne funkcije jedne
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fx+h)— f(x)
h

realne varijable u tocki x je grani¢na vrijednost lim

. Provjerimo je 1i doista
h—0

derivacija funkcije sin x jednaka cos x.
U sljedec¢a dva retka komandnoga prozora utipkamo:

syms h
limit ((sin(x+h)-sin(x))/h,h,0)

Pritisnemo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati rezultat koji smo i o¢ekivali:

ans =
cos (x)

5.3. Integriranje u MATLAB-u

Integiranje u MATLAB-u izvodi se koriStenjem funkcije int. Ta funkcija zahtijeva
definiranje podintegralne funkcije kao simbolickoga objekta. Medutim, za razliku od funkcije
diff koja ne omogucuje izravan izraCun derivacije neke funkcije u ,konkretnoj* tocki,
funkcija int omogucuje izravno racunanje odredenih i nepravih integrala. Osnovni razlog je
mogucnost svodenja tzv. viSestrukih integrala na konacCan niz ,,0bi¢nih* (jednostrukih)
odredenih integrala (vidjeti Primjer 3. u tocki 10.5., str. 238).

Pri odredivanju neodredenih integrala u MATLAB-u treba upozoriti da MATLAB ne
odreduje neodredeni integral kao skup svih mogucih primitivnih funkcija, nego iskljucivo
primitivnu funkciju &iji je slobodni ¢lan C = 0. Zelimo li, pak, ispisati neodredeni integral, na
MATLAB-ovo rjeSenje treba dodati nepoznatu realnu konstantu C. Ovdje se ne¢emo baviti
pitanjima integrabilnosti pojedinih realnih funkcija, nego ¢emo preSutno pretpostavljati da su
sve funkcije integrabilne na svojim prirodnim podruc¢jima definicije.

Primjer 1. Odredimo J-arcctg x-dx.

PokusSajte navedeni zadatak rijeSiti analiti¢ki primjenom djelomicne (parcijalne) integracije. U
novi redak komandnoga prozora utipkamo:

int (acot (x))

Uocite da nismo naveli varijablu po kojoj se integrira jer MATLAB dogovorno pretpostavlja
da je ta varijabla x. Pritisnemo Enter, pa ¢ce MATLAB ispisati:

ans =
acot (x)*x+1/2*1log(l+x"2)

Dakle, vrijedi:
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1
jarcctgx-dx:x-arcctgx+§-ln(1+x2)+C, CeR.

Primjer 2. Pogledajmo Sto se dogada s funkcijama za koje znamo da imaju primitivnu
funkciju, ali tu funkciju nije moguce zapisati u ,,zatvorenom‘ (analitickom) obliku, odnosno

kao linearnu kombinaciju elementarnih funkcija. Odredimo jarctgzx -dx .

U novi redak komandnoga prozora utipkamo:
int ((atan(x))"2)
Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

Warning: Explicit integral could not be found.

> In d:\matlabrl2\toolbox\symbolic\@sym\int.m at line 58
ans =

int (atan(x) "2, x)

Dakle, MATLAB je ispisao poruku da nije mogao eksplicitno odrediti traZzeni integral, te
varijabli ans dodijelio ,,vrijednost* jednaku pocetnom integralu.

U nekim sluajevima, medutim, integral koji nije prikaziv kao linearna kombinacija
elementarnih funkcija moguce je prikazati kao linearnu kombinaciju nekih drugih funkcija
koje je vrlo komplicirano (ili ¢ak nemoguce) zadati uobi¢ajenom zatvorenom formulom.

Takav je npr. integral J-e‘)rz “dx .

U novom retku komandnoga prozora utipkamo:
int (exp(-x"2))

Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
1/2*pi”~(1/2) *erf (x)

U ovome je rjeSenju erf tzv. Gaussova funkcija pogrjeSke definirana s

erf (x) = e -dt,

N[

O Sy

pa smo zapravo dobili izraz koji nije jednostavniji od polaznoga, ali Cija se priblizna
vrijednost za svaki ,.konkretan‘ realan broj x moZe izraCunati s proizvoljnom to¢noscu.
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1
Primjer 3. Izratunajmo odredeni integral I DX

Pokusajte ovaj primjer najprije rijeSiti analiticki pomoc¢u djelomicne integracije i Newton-
Leibnizove formule. U MATLAB-u jednostavno utipkamo:

int (log(x)/(x*(1/3)),1,exp(3/2))

Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
3/2251799813685248*50459333067912337(2/3)*1125899906842624"(1/3)*1og(5045933306791233) -
75/1125899906842624*50459333067912337(2/3)*1125899906842624"(1/3)*1log(2)-
9/4503599627370496*50459333067912337(2/3)*1125899906842624~(1/3)+9/4

Kakav 1i je ovo ,,uZasan*“ rezultat? Ako ste najprije raCunali analiticki, rezultat je bio
- .9 y . L o .. L.

,»pristojan‘‘: to¢no rE Zasto se onda i ovdje nije pojavila ta vrijednost? Razlog je sljedeci.

Kad god je to mogu¢e, MATLAB nastoji to¢no izraunati vrijednost integrala i u tom obliku

Inx

ispisati rezultat. Odredimo li najprije neku primitivnu funkciju funkcije f (X):T
/X

postupkom analognim onom iz Primjera 1., dobit ¢emo npr.
3 \3/—2 9 \3/—2
F(x):E-lnx~ X —Z- X,

U taj izraz MATLAB najprije uvrStava x = e- Je , potom x = 1 i izraCuna razliku dobivenih
vrijednosti ne pokusavaju¢i pojednostavniti dobiveni numericki izraz, niti ga izracunati na
to¢no odreden broj decimalnih mjesta. Stoga treba odrediti pribliznu vrijednost toga izraza.

PribliZzan izraCun bilo kojega numeri¢koga izraza s ,konkretnim* brojevima u MATLAB-u
obavlja funkcija double. Pritisnimo tipku T, pa posljednji upisani redak preuredimo ovako:

double (int (log(x)/x~(1/3),1,exp(3/2)))
i dobit ¢emo pribliZnu (zapravo, to¢nu) vrijednost polaznoga integrala:

ans =
2.25000000000000

T
2

Primjer 4. Izracunajmo odredeni integral I cos’ x - dx .
0
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Na temelju iskustva iz prethodnoga primjera unaprijed nas moZe obuzeti nelagoda. Tko zna
kakav li ¢e se sad izraz pojaviti kao krajnji rezultat! Ipak, utipkamo li:

int (cos(x)"3,0,pi/2)
1 pritisnemo Enter, MATLAB ce ispisati:

ans =
2/3

Zbog Cega 1 u ovom slucaju nismo dobili neki ,,grozan* rezultat? Rad s eksponencijalnim 1
logaritamskim funkcijama u MATLAB-u nije ba$ potpuno isti kao i rad s trigonometrijskim
funkcijama. Drugim rije¢ima, nije svejedno raCunamo li cos O ili e- Je , a pogotovo ne kad su
u pitanju izrazi sa simbolickim objektima. Za vjezbu provjerite valjanost dobivena rezultata
analitickim na¢inom.

Navedenim primjerima Zeljeli smo ukazati kakvi se problemi i situacije mogu pojavljivati kod
racunanja odredenih integrala. Preostaje nam utvrditi mogu li se pomoéu MATLAB-a
raCunati i teSki nepravi integrali koje smo rjeSavali u Matematici 2. Odgovor je, naravno
potvrdan. Evo nekoliko primjera.

Primjer S. IzraCunajmo (vjerojatno najpoznatiji) nepravi integral .[ e dx.

—o0

Ovaj nepravi integral vjerojatno izaziva ne bas ugodna sjecanja svakome tko je ikad u Zivotu
imao nekakva posla s normalnom razdiobom (vidjeti stranicu 214.). MATLAB takvih
sjecanja, niti problema, nasrecu, nema. U novi redak komandnoga prozora utipkamo:

int (exp(-x"2),—-inf, inf)
pritisnemo Enter, pa ¢c¢ MATLAB ispisati (tocnu!) vrijednost zadanoga nepravog integrala:

ans =
pi~(1/2)

+oo
Doista, .[ e dx = \/; .

—oo

3

-1
a -dx .
x_

6
Primjer 6. IzraCunajmo nepravi integral .[

Iskusniji i vjestiji medu nama odmah ¢e uociti da u segmentu integracije [0, 6] podintegralna
3

racionalna funkcija f(x)= i

ima uklonjiv pol x = 1, Sto zna¢i da zadani integral
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konvergira. Pogledajmo Sto ¢e ispisati MATLAB. U novi redak komandnoga prozora
utipkajmo:

int ((x"3-1)/(x-1),0,3)
i utvrdit ¢emo da se MATLAB nije dao prevariti:

ans =
96

Provjerite ispravnost dobivenoga rezultata analitickim odredivanjem nepravoga integrala.
1

Primjer 7. IzraCunajmo nepravi integral .[ x-Inx-dx.
0

Nekima od vas ¢e se mozda ponovno javiti nelagoda kao u Primjeru 4. Idemo najprije utvrditi
zasto je zadani integral nepravi. Oznacimo li f (x) = x - In x, onda lako vidimo da je prirodno

podrucje definicije funkcije f interval (0, +c0), Sto znaci da podintegralna funkcija nije
definirana u donjem kraju podrucja integracije. Dakle, doista je rije¢ o nepravom integralu.

U novi redak komandnoga prozora utipkajmo:
int(x*log(x),0,1)
pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:

ans =
-1/4

Provjerite ispravnost dobivenoga rjeSenja analitickim odredivanjem nepravoga integrala.

0
L L. .. t
Primjer 8. Izratunajmo nepravi integral I —(?rc g23)€2 .
SU+x

Analiticko odredivanje ovoga integrala preporucujemo samo studentima koji su Matematiku 2
uspjeli poloziti s ocjenom izvrstan (5). Pogledajmo hoce li taj integral MATLAB-u stvoriti
probleme. Upit

int (atan(x)/ (1+x72)" 2,-inf,0)
¢init ¢e mu se kao da ste ga pitali koliko je 2 + 2 jer je brzinom munje ispisao:

ans =
1/4-1/16%pi~2
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arcctg x X

V1+x?

Primjer 9. Izracunajmo nepravi integral I

Pocetak je jasan: utipkajmo
int (acot (x)/sqgrt (x*2+1),0, inf)
pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:

Warning: Explicit integral could not be found.

> In d:\matlabrl2\toolbox\symbolic\@sym\int.m at line 58
ans =

int (acot(x)/ (1+x"2)"(1/2),x = 0 .. inf)

Cini se da zadani integral ne konvergira i da je zadatak gotov. Medutim, ako ispred funkcije

int zapiSemo funkciju double, tj. utipkamo li:

double (int (acot (x) /sgrt (x"2+1),0,inf))

dobit ¢emo:

Warning: Explicit integral could not be found.
> In d:\matlabrl2\toolbox\symbolic\@sym\int.m at line 58
ans =

1.83193118835444

Dakle, zadani integral ipak konvergira 1 priblizno je jednak 1.832! Razlog zbog kojega ,,u
prvom pokusSaju‘ nismo dobili taj rezultat jest relativno sloZen. Naime, zadani nepravi integral
jednak je 2 - K, gdje je K tzv. Catalanova konstanta definirana kao zbroj reda

K=Y —"— CU i2+i2—i+ ~0.915965594177 .
=@ k+1) ¥ 57

Pitanje (i)racionalnosti Catalanove konstante danas je joS uvijek nerijeSen problem. Njegovo
bi ispravno rjeSenje originalnom autoru donijelo Fieldsovu medalju, svjetsku slavu i pristojnu
svotu ameriCkih dolara. (Ima li mozda medu vama zainteresiranih za rjeSavanje ovoga
problema?)

Ovu tocku zaklju€ujemo s integralom poznatim iz Matematike 2.
¢ dx
Primjer 10. Neka je p € R. Ispitajte konvergenciju nepravoga integrala J.—p
X
0

U nova dva retka komandnoga prozora utipkajmo:
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sSyms x p
int(1/x%p,0,1)

Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:

ans =
limit ((x-exp(p*log(x)))/(-1+p)/exp(p*log(x)),x = 0,right)

Kao rezultat smo dobili nekakvu jednostranu grani¢nu vrijednost. MoZe li je MATLAB barem
pribliZno izracunati? Kopirajmo dobiveni odgovor u novi redak naSega komandnoga prozora i
malo ga preuredimo tako da dobijemo:

limit ((x-exp(p*log(x)))/(-1+p)/exp(p*log(x)),x,0, 'right")

Pritisnimo Enter. NiSta od njega u ovom zadatku: opet je ispisao ,stari“ izraz. To je 1
razumljivo jer zadani integral konvergira za p < 1, a divergira za p > 1. Budu¢i da MATLAB
nema nikakve dodatne informacije o vrijednosti parametra p, a nije dovoljno mudar da nam
ispisuje kad bi integral mogao konvergirati, dobili smo navedeni rezultat. U ovom je slu¢aju
analiticko odredivanje nepravoga integrala podesnije od racunalnoga.

5.4. Dodatak: Preinaceno rjesavanje (ne)algebarskih jednadzbi®

Jedan od ozbiljnijih nedostataka funkcije solve jest Sto prigodom njezina pozivanja moramo
napisati cjelovitu jednadZzbu koju Zelimo rijeSiti. Dosad smo taj problem rjeSavali
staromodnom kopiraj—zalijepi (engl.: copy — paste) tehikom. U ovoj ¢emo tocki kratko opisati
kako lukavo moZemo izbjeci navedeni problem.

Za programerski nastrojene Citatelje kazimo da je osnovna ideja ovoga preinacenoga nacina
rjeSavanja (ne)algebarskih jednadzbi najprije pohraniti lijevu, odnosno desnu stranu polazne
jednadzbe u tzv. polje znakova (engl: string), a potom ,,slijepiti* (konkatenirati) tako dobivene
nizove znakova u jedan simbolicki objekt i na njega primijeniti funkciju solve. MATLAB-
ova funkcija koja simbolicki objekt pretvara u polje znakova jest funkcija char, a funkcija
koja horizontalno sljepljuje barem dva niza znakova jest strcat.'”

Bez smanjenja opcenitosti pretpostavit ¢emo da je nepoznanica po kojoj rjeSavamo jednadZbu
oznacena s x. Metodu za preinaceno rjesavanje (ne)algebarskih jednadzbi implementirat ¢emo
u funkcijskoj m-datoteci rijesi.m. U MATLAB-ovu komandnom prozoru otvorimo novu
m—datoteku i u nju upisimo sljedece nizove naredbi:

'® Ova tocka nastala je na temelju ideja i poticaja kolege-nastavnika Luke Marohnié¢a, na ¢emu mu iskreno
zahvaljujem.
' Nizove znakova moguée je ,.slijepiti“ i vertikalno koriste¢i funkciju st rvcat.
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function r=rijesi(f,qg);
syms X;

F=char (f);

G=char (qg) ;
h=strcat (F, '=',G);
r=double (solve (h));

Uocimo strukturu ovoga niza naredbi: ulazni podatci su lijeva i desna strana jednadZzbe koju
Zelimo rijesiti, Sto znaci da desna strana jednadZbe moZe biti razli¢ita od nule. Najprije lijevu
stranu jednadZbe zapiSemo kao niz znakova. Potom to isto u€inimo i s desnom stranom
jednadzbe, pa slijepimo tako dobivene nizove znakova i na dobiveni simbolicki objekt
primijenimo funkciju solve. Budu¢i da kao rjesenja zZelimo dobiti realne ili kompleksne
brojeve, dobivene simboli¢ke brojeve trebamo pretvoriti u ,,obi¢ne* realne brojeve pomocu
funkcije double. Svi tako dobiveni brojevi bit ¢e pohranjeni u izlaznu varijablu r.

Ovdje treba napomenuti da desna strana jednadZbe (tj. funkcija g) obavezno treba sadrzavati
varijablu x. Npr. ako je na desnoj strani jednadzbe prirodan broj n (tj. ako je g(x) = n),
prigodom izvrSenja funkcije char MATLAB ¢e kao niz znakova G pohraniti znak ¢iji je
ASCII-kod jednak n, Sto ¢e uzrokovati nemogucnost rjeSavanja jednadzbe. No, takvu
,»opasnost* moZemo lako ukloniti zapiSemo li funkciju g(x) =n u obliku g(x) =0 - x + n.

Pohranimo navedeni niz naredbi kao datoteku rijesi.m i vratimo se u komandni prozor.
Pogledajmo primjenu dobivene funkcije na dvama primjerima.

Primjer 1. Odredite zajednicke toCke grafova polinoma p;(x) = X +6i pax)=2- X +5x

Apscise trazenih toCaka su rjeSenja jednadZbe pi(x) = pa(x). Stoga u nova dva retka
komandnoga prozora najprije utipkajmo:

pl=x"3+6;
P2=2*x"2+5%x;

Potom primijenimo funkciju rijesi na polinome p; 1 p,. U novi redak komandnoga prozora
utipkajmo:

rijesi(pl,p2)
Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:

ans =
1

3

-2
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Dakle, apscise traZzenih toCaka su x; = =2, x, = 1 1 x3 = 3. Ordinate tih toCaka dobijemo
uobicajeno koristec¢i funkciju subs. U novi redak komandnoga prozora utipkajmo:

yl=subs (pl,—-2), y2=subs(pl,1l), y3=subs(pl, 3)

Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:

vyl =
-2

y2 =
7

y3 =
33

Dakle, trazene toCke su redom 7, = (-2, -2), T, = (1, 7)1 T5 = (3, 33).
Primjer 2. Rijesite jednadzbu: 4 - arctgx +x— (mt+ 1) =0.

,OCistimo* svoj komandni prozor pomocu funkcije clc. U sljede¢a tri njegova retka
utipkajmo:

f=4*atan (x)+x—(pi+1);
g=0*x;
rijesi(f,qg)

Ovakav redoslijed smo namjerno odabrali tako da ilustriramo Sto upisati ako je desna strana
jednadzbe 0. Pritisnimo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
1

Isto rjeSenje dobili bismo i ako bismo polaznu jednadZzbu zapisali u obliku
4-arctgx+x=m+ 1.

U tom bismo slucaju upisali:

f=4*atan (x) +x;

g=0*x+pi+1;

rijesi(f,qg)

pa bi nakon pritiska tipke Enter MATLAB ponovno ispisao:

ans =
1
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5.5. Zadatci za vjezbu

1. Odredite prve tri derivacije sljedecih realnih funkcija:

2

a) f(x)= )ZC_X ; d) f(x) =x- arsh x;
e
b) f(x)= arccos x : & f(x)= \/1‘+x :
X sin x

Inx

¢) f<x>=(7j ; f f(x)= J;E

Pojednostavnite dobivene izraze Sto je viSe moguce.

2. Ispitajte ima li svaka od sljedecih realnih funkcija lokalne ekstreme i, ako ima, odredite ih:
a) f()=6-x +15-x" =130 x> =210 - x* + 720 - x — 400;
tgx
b) f(x)=-5;

P
c) f(x):(%-lnxj -1;
d) f(0)=—5;

e
e) f(x)= arcsin\/; - arccos\/; ;
f) f(x)=3Y(chx—shx)’ .

3. Odredite (u eksplicitnom obliku) jednadZbu tangente i jednadZbu normale povucene na
krivulju K u tocki 7, pa izracunajte njihove duljine s to¢noscu od 107 ako je:

a) K...y=In’x, T=(1,y);
b) K...y=¢""",T=(x, ¢);
c) K...yzexz_l,T:(x>0,e3);

d) K...4-x2+25-y2:100,T:(x>()’_§);
e) K...%/;+%/?=5, T=(x>0,8);

3
f) K.y = al ,T:(%,y<0j.

1-x

4. Odredite (ako postoje) sve prijevojne toCke sljedecih krivulja:
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a) y=x—tgx;
b) y=arcctg——;
x+1

¢) y=x-—2-arctgx;
d) y=arth(x + 1);
e y=Q2-x-6-x+7-x-4)- &%

f) y=x-ln(1—l).
X

5. Odredite prvu derivaciju funkcija fog, (fo g)_1 ,gofil(ge f)_1 ako je:

a) f(x)=tgx, gx)=Inx;
b) f<x>=ﬁ, g(x)=+/x;
0 f)=Yr+1 gx)=¢";
d) f(x)=arcsin+/x, g(x):i

7
X

e) f(x)=e'", g(x)=sin’x.

6. Tratunajte (fog)" ), [(fog) T, [(Fo0) ] 0, (go)" @ [(go5)" ) i
[(go1)] ) akoje:

W f=m— g =in(2);

b) f(x)=arccosvx—1, g(x)=x>+1;
¢ f(x)=arctg’x, g(x)=4x;

d) f(x)=-arcctg(e™), g(x)=lnx—1;

e) f(x)=arcsin(Inx), g(x)=e"".

7. Zadane su realne funkcije f (x) = X i g (x) = In x. Odredite sve realne nultocke funkcije
h(x) = (f o g—geo f)(x).Provjerite svoje rjeSenje graficki.

8. Zadane su realne funkcije f(x)= \/; i g (x) = ¢". Odredite sve realne nultocke funkcije

h= [( fog) 'T. Provjerite svoje rjeSenje graficki.
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9. Zadane su realne funkcije f (x) = sin(2 - x) 1 g(x) = % Odredite barem jedno rjeSenje

-1

T
jednadZzbe [(g of )':I R Provjerite svoje rjeSenje graficki.

10. Zadane su realne funkcije f (x) = cos % 1 g(x) = 8 - x. Odredite barem jedno rjeSenje
jednadZbe [( fo g)']_1 = 7 . Provjerite svoje rjeSenje graficki.

11. Izracunajte sljedece grani¢ne vrijednosti:

a) hm4-arcctgx—7£ :
=l 2 (x=1)

b) 1irr3(1+2-tg2x)“g2*;

22X+ x+l

¢) lim—; 5 ;
xote "+ 2 x" + x+1

2 3

d) lim 243-x—x"—x

b
o3P 42 x7 —x—1
1
e) lim x2h~;

x—0+

f) lim(2— x)m(ng .

x—2—
12. IzraCunajte (ako postoji) grani¢nu vrijednost niza (a,),en Ciji je op¢i €lan:

2012

a) an:sm(n 3+n+1);
2-n" +1
Isinn |
b) a,=—
1
arctg (j -(n+1)
¢) a = n ;
! n*+n+1
‘arctg(n’Z +n)+arcctg(n” —n)
d) a, = 3 ;
2012-n +1
2
e) an:%+£gj +...+L2_1);
n n n
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. AUn+1-:n-1
! Yn-1+n

Zasvakin e {1, 2, 3,4, 5} odredite derivaciju reda n sljedecih realnih funkcija:

f)

2012
(x—2011)*"
b) f(x)=n222;
X
¢) f(x)=e " -sin(2-x);
d) f(x) = arccos x;
e) f(x)=ux- (arsh x — arch x);
f) f(x)=arcthux.

a) f(x)=

Odredite sve kose asimptote (uracunavajuci i horizontalne) sljedecih krivulja:

2011 x*

Jx2+2011°

a) y=x—-2011+

X

e
b = ;
)y -
2011-x

y: 2011_62011~x ’

¢)

d vy :arctgL;
2—x

e) y=x-2-arcctgx;
f) y=x+cthux

Kreirajte m—datoteku horas.m koja ¢e sadrzavati jedino funkciju horas ¢iji je ulazni
parametar realna funkcija f. Funkcija horas treba ispisati eksplicitni oblik jednadzbi svih
horizontalnih asimptota na graf realne funkcije f, pri ¢emu uz svaku pojedinu asimptotu
treba ispisati je li rije¢ o lijevoj, desnoj ili obostranoj horizontalnoj asimptoti. Ako graf
funkcije f nema horizontalnih asimptota, funkcija treba ispisati tekst Nema niti jedne

horizontalne asimptote.

Kreirajte m—datoteku kosas.m koja ¢e sadrzavati jedino funkciju kosas Ciji je ulazni
parametar realna funkcija f. Funkcija kosas treba ispisati eksplicitni oblik jednadZzbi svih
pravih (nehorizontalnih) kosih asimptota na graf funkcije f, pri ¢emu uz svaku pojedinu
asimptotu treba ispisati je li rije o lijevoj, desnoj ili obostranoj kosoj asimptoti. Ako graf
funkcije f nema kosih asimptota, funkcija treba ispisati tekst Nema niti jedne kose

asimptote.
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17. Provjerite je li funkcija F primitivna funkcija funkcije f ako je zadano:

2

_1 ?
a) F(x)= %,f(x)=2012+ (ﬁ) :

b) F(x)=(x+2)-In2-x) + % flx) = x'(1+ln2):+lnx+2 ;

6036-cos* (2012 x)
sin*(2012 - x)
e"-[sin(2-x)-cos(2-x)-2]

sin?(2- x) ’

¢) F(x) = ctg’(2012 - x) + In(sin 2012), f(x) =

d) F(x)=e" - ctg2 - x) —tg(e™), fix) =

e) F(u)=u-arcsinu++1—u> , f(u) = arcsin u;

f)y F(x) :x-arccthx+%-ln(x2 +1),f(x) = arccth x.

18. Odredite sljedece neodredene integrale:

a) J'x.3/x2.é/;,££_3);j dx:
X

X

b J(ﬁ+\/;)-(2+x)-(\/;—\/§)
(Vx+1)-(x+1)-(1-x)

c) I arcctgé/; -dx;

d) J-72-x5+36~x4—135-x3—65~x2—85~x—36.

36-x°—65-x"—=36-x

e J~x4+x3+x2+x+1.

\/2+x—x2

COs X
-d.
D I(S—sinx)'(4+sinx) *

-dx;

dx;

dx;

19. Izracunajte sljedece odredene integrale:

1
a) I\/7—3~x2-dx;
-1

b) jx-ez'x-dx;

0
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c) I In® x-dx;
1

sin x-cos x - dx

d ;
. ',[ \/cos2(2 -x)+cos(2- x)

sh’x-dx ;

f)

arth x-dx ;

e — O — —

20. IzraCunajte prosjecnu vrijednost realne funkcije f na njezinu prirodnu podrucju definicije
ako je:

a) f(x) = arcsin x;
b) f(x) = arccos(2 - x);

O fx)=v4-x;

d) f)=v2x-2;
& f(x)=\8-T x—x;
f) f(x):x-e_ﬁ.

21. Izracunajte povrsSinu ravninskoga lika omedenoga krivuljama:

. . T
a) y=cosx,y=sinx,x=1ix= Z;

b) y=x2—xiy=x—x2;

c) y=%+ln\/1—xziy=0;
d y= 21 ,y=1+In(x+1)ix=2;
x +1

e) y=arcsin VI-x*iy=0

f) y:arcsin%in.x_é;,y:o_

X X

22. Izracunajte duljinu luka krivulje y =%(e“ +e_“J nad segmentom [0, a], gdje je a > 0

proizvoljan, ali fiksiran realan broj.

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 122



TVZ

M8 : LAl
POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL

Matematicki alati u elektrotehnici

23. Izracunajte obujam rotacijskoga tijela koje nastaje rotacijom lika omedenoga krivuljama
y2 =x, y=01x=1 oko osi ordinata.

24. IzraCunajte obujam rotacijskoga tijela koje nastaje rotacijom krivulje x> +4 - y* =4 oko
osi apscisa.

25. Ispitajte konvergenciju sljedec¢ih nepravih integrala pa, ako konvergiraju, izraCunajte ih:

e 2
a) jx-e"‘dx;
0
+°° d
b) [—= :
5 x-(In"x—Inx-2)

0
2 X
¢ | x -e dx;

—o0

-3
6-¢"-dx
d —
) _'[05—4-6)‘—6“
T dx
e | 5—
) J.xz+x+1

—oo

+o0

f) J. arctg xdx .

—oo

26. Ispitajte konvergenciju sljedecih nepravih integrala, pa, ako konvergiraju, izracunajte ih:

1
dx
a) ;
.([ZOIZX
¢ dx
b) ;
!xlnzx
2
dx
c) ;
!&—1
1
dx
d
: _Ilé/}—l
1
e’ -dx
o [
oVe 1
dx

=
ot—
pop
&
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§6. REDOVI BROJEVA. REDOVI FUNKCIJA.

U prethodnim smo se poglavljima upoznali s nizovima i raCunanjem grani¢ne vrijednosti niza
(ako je postojala). U ovom ¢emo se poglavlju pozabaviti s redovima brojeva (numeri¢kim
redovima), te nekim poznatim redovima funkcija. Poseban naglasak stavit ¢emo na
implementaciju poznatih kriterija za ispitivanje konvergencije redova brojeva, odredivanje
Taylorova razvoja u red realne funkcije f oko neke tocke iz njezina prirodnoga podrucja
definicije, te odredivanje kona¢no mnogo Fourierovih koeficijenata u razvoju periodi¢ne
realne funkcije f u Fourierov red (ali bez provjere Dirichletovih uvjeta).

6.1. Redovi brojeva.

Opcenito izraCunavanje zbrojeva konvergentnih redova je vrlo teSko. No, MATLAB ima
implementiranu funkciju symsum koja nam omogucuje izraCunavanje zbroja nekih
konvergentnih redova definiranih kao simboli¢ki objekti. Ista funkcija omogucuje i
izraCunavanje zbroja prvih n ¢lanova konvergentnoga reda.

Pogledajmo primjenu navedene funkcije na primjerima.

Primjer 1. Analiti¢ki i pomo¢u MATLAB-a izrac¢unajmo zbroj reda Z(illj . ZapiSimo
n=0 +

dobiveni rezultat u znanstvenom obliku uz pretpostavku da mantisa ima to¢no 6 znamenaka.

Najprije primijetimo da vrijedi jednakost

=l er1 )" &l fe+1) |
;‘(7[+1j _;‘[(7{+1j}’

pa zbog nejednakosti (provjerite je!)

e+1
T+1

<1

slijedi da je zadani red konvergentan geometrijski red kojemu je prvi ¢lan a; = 1, a koli¢nik

q= ( etl j . Stoga je zbroj toga reda jednak:
T+1

s=4 - 1 _30361.

I-¢q 1— e+1
7T+1
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Rijesimo isti zadatak koriste¢i MATLAB. Ako dosad niste, obavezno ,pocistite” svoj
komandni prozor koriste¢i funkciju c1lc. U nova dva retka toga prostora utipkajmo:

sSyms n
symsum( ((exp(1)+1)/(pi+1l)) " (exp(1l)*n),n,0,1inf)

Uocimo sintaksu simbolicke funkcije symsum. Najprije piSemo op¢i ¢lan reda, potom oznaku
nezavisne varijable (u ovom slucaju n) i, naposljetku, granice sumacije.

Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

??? Error using ==> sym/maple

Error, (in sum/indefnew) integer too large in context

Error in ==> d:\matlabrl2\toolbox\symbolic\@sym\symsum.m

On line 43 ==> r = maple('map', 'sum',f, [x.s '='" a.s '..' b.s]l);

Sto se dogodilo i zasto smo dobili ovakvu poruku? Naime, brojevi e i T, definirani na gornji
nacin, su ,,preglomazni* za funkciju symsum i ona ne moze nista raditi s njima. Stoga ¢emo
se posluZziti uobi¢ajenim ,,trikom*: koli¢nik reda g definirat ¢emo zasebno, pa ga uvrstiti kao
argument funkcije symsum. Dakle, u nova dva retka komandnoga prozora utipkamo:

a=(((exp(1)+1)/(pi+1)) " (exp(1)));
symsum(g”n,n, 0, inf)

Nakon $to pritisnemo Enter, slijedi ugodno iznenadenje:

ans =
140737488355328/35752781694167

Hitro.hr pozovemo funkciju double da nam dobiveni razlomak pretvori u decimalan broj.
Utipkamo

double (ans)
1 pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati pribliznu vrijednost koju smo ve¢ ranije dobili:

ans =
3.93641

oo (ctgS+cth6)n
Primjer 2. IzraCunajmo zbroj reda Z(—l)" (Mj . ZapiSimo dobiveni

pr sin 3+sh 4
rezultat u znanstvenom obliku uz pretpostavku da mantisa ima to¢no 6 znamenaka.

cos 1+ch 2
sin 3+sh 4
rjeSenje ovoga zadatka prepustamo Citateljima. I ovoga ¢emo puta posebno zadati koli¢nik ¢,

ctg5+cth6
U ovom slu€aju je ponovno a; = 1, dok je q=(—1)-( j . Analiticko
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pa postupiti kao u prethodnom primjeru. Dakle, u nova dva retka MATLAB-ova komandnoga
prozora utipkamo:

g=((cos(l)+cosh(2))/(sin(3)+sinh(4))) " (cot (5)+coth(6));
symsum(g®n,n, 0, inf)

Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati jos jedan simpati¢an razlomak:

ans =
18014398509481984/13127017543403183

Pomocu funkcije double dobivamo traZeni znanstveni zapis rjeSenja. Dakle, utipkamo
double (ans)
pritisnemo Enter, pa ¢ce MATLAB ispisati:

ans =
1.37231

n

< 2
Primjer 3. IzraCunajmo vrijednost zbroja reda Z—' .
n=0 1

Iz Matematike 2 znamo da za svaki x € R vrijedi jednakost

Izvedimo ovaj rezultat koriste¢i MATLAB. Najprije razrijeSimo mali problem vezan uz
zadavanje funkcije f (n) = n! kao simbolicke funkcije. Definirajmo je u novom retku radnoga
prozora kao simbolicku funkciju nfact s:

nfact=sym('n!");

TraZeni zbroj reda dobivamo utipkavajudi:
symsum(2°n/nfact, n, 0, inf)

u novi redak komandnoga prozora. Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
exp(2)
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Pomo¢u MATLAB-a moZemo ne samo izracunati tocne vrijednosti zbrojeva nekih redova
brojeva, nego i brzo i jednostavno razrijeSiti neke aproksimacijske probleme vezane uz
zamjenu zbroja reda zbrojem prvih n ¢lanova toga reda. Pogledajmo dva takva problema.

2" -n!

Primjer 4. Koriste¢i Cauchyjev kriterij (vidjeti tocku 6.2.) moZe se pokazati da red

n=1
konvergira. Odredimo apsolutnu vrijednost pogrjeske koju ¢inimo kad to¢nu vrijednost zbroja
reda zamijenimo zbrojem prvih 100 ¢lanova toga reda.

nn

U novi redak komandnoga prozora utipkamo
double (symsum(2"n*nfact/n"n,n, 1, inf))-double (symsum(2"n*nfact/n"n,n,1,100))
Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
3.355538069627073e-012

Dakle, pogrjeska je reda veli¢ine 3.35554 - 1072, Provjerite da utipkavanjem
symsum(2°n*nfact/n”n,n, 1, inf)

ne dobivamo nikakav ,,konkretan‘ rezultat. Stoga utipkajmo:

double (symsum(2”°n*nfact/n”n,n, 1, inf))

u novi redak komandnoga prozora. Pritisnimo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati pribliznu
vrijednost zbroja polaznoga reda:

ans =
12.94895036267534

1

Primjer S. Poznato nam je da harmonijski red Z— vrlo sporo divergira. Odredimo najmanji
n

prirodan broj n tako da zbroj prvih n ¢lanova toga reda bude strogo vec¢i od 17.

Ovaj je primjer bolje i prakti¢nije rijeSiti koriste¢i obi¢nu m-datoteku. Nazovimo tu datoteku s
primjerS.m. Otvorimo je u novom prozoru, pa utipkajmo sljede¢i niz naredbi:

n=1;

z=0;

while z<=17
z=z+1/n;
n=n+1;

end

n-1
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(Objasnite svaki redak ove m—datoteke.) Pohranimo upisane naredbe i vratimo se u komandni
prozor. U njegov novi redak utipkamo

primjer>b
Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

n =
13562027

Dakle, treba zbrojiti ,,samo* prvih 13 562 027 ¢lanova zadanoga reda da se (prvi put) dobije
zbroj strogo veci od 17.

6.2. Kriteriji konvergencije redova brojeva

U Matematici 2 naucili smo ispitivati konvergenciju redova brojeva pomocu nekoliko kriterija
(Cauchyjev, D'Alembertov, Raabeov, Leibnizov, integralni kriterij itd.). Ovdje ¢emo ukratko
prikazati implementaciju prvih triju spomenutih kriterija u MATLAB-u.

Primjer 1. Kreirajmo funkcijsku datoteku cauchy.m koja sadrZzi jedino funkciju cauchy ¢ija je
jedina ulazna varijabla op¢i ¢lan reda Zan . Funkcija treba ispisati je li red konvergentan ili

divergentan prema Cauchyjevu kriteriju, odnosno tekst ,,Nema odluke prema Cauchyjevu
2.n+1j”‘”

kriteriju.” inaCe. Provjerimo ispravnost svojega rjeSenja na primjeru reda Z( 3
‘n

Podsjetimo da red Zan konvergira prema Cauchyjevu kriteriju ako je r:= lim %/ an| <1, dok

n—>+oo

u slucaju r = 1 kriterij ne daje odluku. Stoga otvorimo novu m—datoteku, pa u nju utipkajmo:

function y=cauchy (red);
syms nj;
b=red” (1/n);
r=double (abs (limit (b, n, inf)));
if r<1
'Zadani red je konvergentan.'

else
if r>1
'Zadani red je divergentan.'
else
'Nema odluke prema Cauchyjevu kriteriju.'
end
end
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Detaljno objasnite svaki redak ove m-—datoteke. Uocite korisnost funkcije double koja
simbolicki objekt (grani¢nu vrijednost) pretvara u numeric¢ku varijablu s kojom se potom dalje
moZe lako racunati.

Pohranimo dobivenu datoteku pod nazivom cauchy.m i vratimo se u MATLAB-ov komandni
prozor. Ako je potrebno, ,ocistite* taj prozor od rezultata prethodnih primjera/zadataka
koriste¢i funkciju c1c. U nova tri retka toga prozora utipkajmo:

syms a nj;
a=((2*n+1)/(3*n)) " (pi*n);
cauchy (a)

Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
Zadani red je konvergentan.

(Za vjezbu rijesite ovaj primjer i analiticki.) Potom prepravite izraz za a u:
a=1l/n;
1 ponovno pokrenite funkciju cauchy. Ovoga puta MATLAB c¢e ispisati:

ans =
Nema odluke prema Cauchyjevu kriteriju.

Takav rezultat smo, naravno, mogli i predvidjeti jer se divergencija harmonijskoga reda ne
moZe utvrditi pomocu Cauchyjeva (ali niti D'Alembertova i Raabeova!) kriterija.

Primjer 2. Kreirajmo funkcijsku datoteku dalembert.m koja sadrzi jedino funkciju dalembert
¢ija je jedina ulazna varijabla op¢i Clan reda Zan. Funkcija treba ispisati je 1li red
konvergentan ili divergentan prema D'Alembertovu kriteriju, odnosno tekst ,,Nema odluke

prema zadanu kriteriju. inace. (Utvrdite zaSto ne mozemo ispisati tekst ,,Nema odluke prema
D'Alembertovu kriteriju®.) Provjerimo ispravnost rada svojega rjeSenja na primjeru reda

Ze-n+7r

T-n+e

an+1
a,

Podsjetimo da red Zan konvergira prema D'Alembertovu kriteriju ako je r:= lim <1,

n—>+oo

te da u slu€aju r = 1 kriterij ne daje odluku. Otvorimo novu m—datoteku, pa u nju utipkajmo:

function r=dalembert (red);
syms n;

x=subs (red, n+1);

y=red;
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a=double (abs (limit (x/y,n,inf)));
if a<l
'Zadani red je konvergentan.'

else
if a>1
'Zadani red je divergentan.'
else
'Nema odluke prema zadanu kriteriju.'
end
end

Detaljno objasnite svaki redak ove funkcijske m-datoteke. Uoc¢imo korisnost funkcije subs
pomoc¢u koje mozemo odrediti (n + 1)-vi Clan niza koji generira zadani red (tj. krace i
nepreciznije: (n + 1)-vi Clan reda).

Pohranimo dobivenu m-datoteku pod nazivom dalembert.m i vratimo se u MATLAB-ov
komandni prozor. U nova dva retka toga prostora utipkajmo:

a=(exp (1) *n+pi)/ (pi*n+exp (1)) ;
dalembert (a)

Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
Zadani red je konvergentan

(Za vjezbu rijesite zadatak 1 analiticki.) Potom prepravite izraz za a u:
a=1/n
pa ponovno pokrenite funkciju dalembert. Prema o¢ekivanju, MATLAB Ce ispisati:

ans =
Nema odluke prema zadanu kriteriju.

Primjer 3. Kreirajmo funkcijsku datoteku raabe.m koja sadrZi jedino funkciju raabe &ija je
jedina ulazna varijabla op¢i Clan reda Zan . Funkcija treba ispisati je li red konvergentan ili

divergentan prema Raabeovu kriteriju, odnosno tekst ,,Nema odluke prema zadanu kriteriju.*
2-n+3

(n*+5-n+4)""

inace. Provjerimo ispravnost rada svojega rjeSenja na primjeru reda z

Podsjetimo da red Zan konvergira prema Raabeovu kriteriju ako vrijedi
n.(l_hj
aVl
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toteku, pa u nju utipkajmo:

function y=raabe(red);

syms n;
b=subs (red, n+1);
c=red;
r=double (abs (limit (n* (1l-a/b),n,inf)));
if r>1
'Zadani red je konvergentan.'
else
if r<i1
'Zadani red je divergentan.'
else
'"Nema odluke prema Raabeovu kriteriju.'
end
end

Detaljno objasnite svaki redak ove m-—datoteke. Pohranimo dobivenu m-—datoteku pod
nazivom raabe.m, pa se vratimo u MATLAB-ov komandni prozor. U nova dva retka toga
prostora utipkajmo:

a=(2*n+3)/ (n"2+45*n+4) " 2;
raabe (a)

Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:

ans =
Zadani red je konvergentan.

(Za vjezbu rijeSite zadatak 1 analiticki.) Zadani je red primjer reda koji konvergira prema
Raabeovu kriteriju, dok Cauchyjev 1 D'Alembertov kriterij ne daju odluku. Provjerite tu
tvrdnju pokretanjem odgovarajucih funkcijskih datoteka.

Napomena: Cesto se pogresno smatra da je kod Cauchyjeva i D'Alembertova kriterija valjana
ekvivalencija: (red konvergira) < (r < 1), a kod Raabeova kriterija ekvivalencija (red
konvergira) < (r > 1). Te ekvivalencije nisu istinite jer za svaki pojedini kriterij postoje
primjeri konvergentnih redova takvih da je r = 1. Zbog toga smo pisali da slu¢aj r = 1 ne daje
odluku. Detaljnije o tome moZe se naci u [2] i [8], a spomenuti primjeri u [3].
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6.3. Redovi funkcija. Redovi potencija.

Osim zbroja reda brojeva, pomocu MATLAB-a mozemo izraCunavati i razliCite zbrojeve
redova funkcija. U tu svrhu takoder koristimo dobro poznatu funkciju symsum, pri ¢emu
moramo pripaziti da unaprijed deklariramo sve potrebne simbolicke objekte (najcesce
nezavisnu varijablu x i indeks sumacije n). Pogledajmo nekoliko primjera.

n

+oo
Primjer 1. Izratunajmo zbroj reda Z al , pa odredimo za koji x € R taj zbroj iznosi In 2.

n=1

+oo
g 1 . ey N . 0 I "
Analiticki bismo ovaj zadatak rijeSili integriranjem jednakosti Zx :1— ¢lan po ¢lan. U
n=0 - X
MATLAB-u je posao daleko jednostavniji. Prije rjeSavanja svakako ,pocistite svoj
komandni prozor. U nova dva retka toga prozora utipkajmo:

syms X n
symsum(x*n/n,n, 1, inf)

Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati traZzeni zbroj:

ans =
-log(1l-x)
Doista,
- X" < 1
;7:j§ =IE-dx:—ln(l —X).
Preostaje rijesiti jednadZbu
—In(1 —x) =1n 2.

Tu jednadZbu puno brZe mozemo rijeSiti analiticki, negoli pomocu MATLAB-a, ali u ovom
slu€aju brzinu rjeSavanja zanemarujemo. U novom retku MATLAB-ova komandnoga prozora
utipkajmo:

x=solve('-log(l-x)=1log(2)")
Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati traZeno rjesenje:
X =

1/2

1
Dakle, za x = 5 zbroj zadanoga reda jednak je In 2.
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Primjer 2. Izratunajmo zbroj reda Zn -x", pa odredimo za koji x € R taj zbroj iznosi 2.

n=1

+oo
et 1 . e s . . . " 1 ..
Analiti¢ki bismo ovaj zadatak rijeSili deriviranjem jednakosti Zx =—— (lijevu stranu
n=0 -
deriviramo ¢lan po €lan, a desnu kao racionalnu funkciju) i mnoZenjem dobivene jednakosti s
x. (Uc€inite to za vjezbu!) U novom retku MATLAB-ova komandnoga prozora utipkajmo:

symsum(n*x~n,n, 0, inf)
Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
x/(x=1)"2

Dakle,

Preostaje rijesiti jednadzbu

U novi redak MATLAB-ova komandnoga prozora utipkajmo:
solve ('x/(x-1)"2=2")
Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
1/2]
[ 2]

Na prvi bismo pogled zakljucili da je zbroj zadanoga reda jednak 2 za xe {%, 2} . Medutim,

+oo
to nije to¢no. Lako vidimo da za x = 2 dobivamo red Zn~2" takav da je

n=1

. . .. . . .. 18 VI
lim a, = lim n-2" =+o00, pa primjenom nuZnoga uvjeta konvergencije reda ° zakljucujemo

n—>+oo n—>+oo

da za x = 2 polazni red divergira, odnosno da njegov zbroj ne moZze biti jednak 2. Stoga je je-

' Vige 0 nuznom uvjeru konvergencije reda vidjeti npr. u [8], str.187.
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TR .. o 1
dino rjeSenje drugoga dijela ovoga primjera x = 5"

400

Primjer 3. IzraCunajmo zbroj reda Zﬁn, pa odredimo za koji x € R taj zbroj iznosi 2.
n=l1

Postupimo analogno kao u Primjeru 2. U novi redak komandnoga prozora utipkajmo:

symsum(n/x"n,n, 1, inf)

Pritisnimo Enter, pa ¢¢ MATLAB — na naSe sveopc¢e iznenadenje — ispisati:

ans =
x/(x=1)"2

U prvi trenutak pomisSljamo da nesto nije u redu jer, zbog tranzitivnosti relacije ,,biti jednak®,
iz rezultata Primjera 2. i dobivenoga rezultata slijedi ,,cudna* jednakost funkcija:

PokaZimo da ta jednakost nije istinita niti za jedan x € R. Npr. pomoc¢u Cauchyjeva kriterija
lako se provjeri (ucinite to sami) da jednakost

+oo

. X
Z”‘x _(x—1)2

n=1

vrijedi za x € (-1, 1), dok jednakost

n X
an - (x_l)Z

n=l

vrijedi za x € R\ [-1, 1]. Dakle, polazna jednakost moZe biti valjana jedino za x € {-1, 1}.

Za x = -1 dobivamo red Z(—l)” -n, dok za x = 1 dobivamo red Zn Nije teSko provjeriti

n=1 n=1
da su oba ta reda divergentna (divergencija prvoga reda najlakSe se utvrduje pomocu
Leibnizova kriterijalg, a divergencija drugoga iz Cinjenice da o€ito ne vrijedi nuZan uvjet
konvergencije reda.) To znaci da polazna jednakost nije valjana niti za x € {-1, 1}. Tako
zakljuCujemo da ne postoji niti jedan x € R za koji vrijedi polazna jednakost, a to smo i Zeljeli
pokazati.

% Vige o Leibnizovu kriteriju vidjeti u [8], str. 193.
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Drugi dio primjera rijeSimo isto kao u Primjeru 2., ali uvazavaju¢i uvjet x € R\ [-1, 1].
. 1 . . . . 1 . .
Ponovno dobivamo xe {5’ 2}, ali ovoga puta odbacujemo rjeSenje x =5. Stoga je zbroj

polaznoga reda jednak 2 samo za x = 2.

6.4. Razvoj realne funkcije u Taylorov red

Odrediti Taylorov razvoj neke realne funkcije f jedne realne varijable u okolini tocke ¢ iz
prirodnoga podrucja definicije te funkcije pomo¢u MATLAB-a vrlo je jednostavno. Naime,
MATLAB-ova funkcijska ,.knjiznica® sadrzi ugradenu funkciju taylor koja omogucuje
ispis upravo ovoga razvoja. Argumenti te funkcije mogu biti:

— samo realna funkcija f (u tom slucaju dobivamo tzv. MacLaurinov polinom (u
varijabli x) stupnja najviSe 5, tj. aproksimaciju funkcije f Taylorovim polinomom
stupnja najviSe 5 u okolini toc¢ke ¢ =0) ;

— realna funkcija f'i prirodan broj n (u tom slucaju dobivamo MacLaurinov polinom (u
varijabli x) stupnja najviSe n — 1);

— realna funkcija f, prirodan broj n i simboli¢ka varijabla v (u tom slu¢aju dobivamo
MacLaurinov polinom (u varijabli v) stupnja najviSe n — 1);

— realna funkcija f 1 realan broj a (u tom slu¢aju dobivamo Taylorov polinom stupnja
najvise 5 u okolini tocke a);

— realna funkcija f, prirodan broj n i realan broj a (u tom slu¢aju dobivamo Taylorov
polinom stupnja najvise n — 1 u okolini tocke a)

— realna funkcija f, prirodan broj n, simbolic¢ka varijabla v i realan broj a (u tom slu¢aju
dobivamo Taylorov polinom stupnja najviSe n — 1 u varijabli v oko tocke a).

Uobicajeno, Taylorov polinom stupnja n oznacavamo s 7,,, dok MacLaurinov polinom stupnja
n oznacavamo s M,,.

Pogledajmo svaki pojedini slu¢aj na konkretnom primjeru.

Primjer 1. Aproksimirajmo realnu funkciju f(x)=+e"+1 MacLaurinovim polinomom
stupnja najviSe 5. Potom odredimo apsolutnu i relativnu pogrjesku aproksimacije vrijednosti

1 1
f (5) s vrijednosti dobivenoga polinoma u tocki x = > pa na istoj slici prikazimo grafove

obiju funkcija na segmentu [-1, 1].
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U ovome je primjeru, dakle, rije¢ o prvom od ranije spomenutih Sest slucajeva. Ako to jos
nismo ucinili, ,,0¢istimo* MATLAB-ov komandni prozor, pa u nova tri retka toga prozora
utipkajmo:

syms f x;
f=sqgrt (exp(x)+1);
g=taylor (f)

Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

g =

27 (1/2)+1/4%27 (1/2) *x+3/32%27 (1/2) *x"2+7/384*27 (1/2) *x"3+3/2048%2" (1/2) *x 4
+1/122880*2"(1/2) *x"5

I ovaj rezultat treba paZzljivo interpretirati. TraZeni polinom je jednak:

1 3 7 3 1
M = \/5 5+_.\/§. 4+_. 2. 3+_.\/§. 2+_.\/§. +\/§_
)= Togg0 V2N T ogag VA gy VA Xty VoAV

Vrijednosti apsolutne, odnosno relativne pogrjeSke aproksimacije zadane funkcije
o . o . . . ..
MacLaurinovim polinomom u tocki x = 5 izraCunat ¢emo koriste¢i funkciju subs.

Oznacimo s ap apsolutnu, a s rp relativnu vrijednost pogrjeske aproksimacije. U novi redak
MATLAB-ova komandnoga prozora utipkajmo:

ap=abs (subs(f,1/2)-subs(g,1/2)), rp=abs(ap/subs(f,1/2))*100
Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:

ap =
1.038984905887830e-006

rp =
6.383973986720478e-005

Dakle, apsolutna vrijednost pogrjeske aproksimacije iznosi (priblizno) 1.03898 - 107, dok je
relativna vrijednost pogrjeSke aproksimacije (priblizno) 6.38397 - 10° %. Stoga mozemo
zakljuciti da se radi o vrlo dobroj aproksimaciji zadane funkcije MacLaurinovim polinomom.
Provjerimo taj zaklju€ak i graficki. U nova cetiri retka MATLAB-ova komandnoga prozora
utipkajmo:

x=-1:0.001:1;
yl=subs (f, x);
y2=subs (g, x) ;
plot(x,vy1l,x,y2)

Pritisnimo Enter, pa ¢emo dobiti sljedecu sliku:
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\ \ \ | . \
-1 08 08 04 02 0 02 04 06 08 1
Slika 1.

Kvalitetu dobivene aproksimacije na cijelom segmentu [-1, 1] moZemo provjeriti i tako da
nacrtamo graf funkcije h(x) = Ifix) — gx)l = Ifix) — Ms(x)l na tom segmentu. U novi redak
komandnoga prozora utipkajmo:

plot (x,abs(yl-y2))
Pritisnimo Enter, pa ¢emo dobiti sljedecu sliku:

x10°

Slika 2.

Sa slike vidimo da je najveca vrijednost funkcije 4 na segmentu [-1, 1] strogo manja od
8107, pa mozemo zakljuciti da je rije€ o vrlo dobroj aproksimaciji.
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Primjer 2. Aproksimirajmo realnu funkciju f (x) = arctg x MacLaurinovim polinomom stupnja

najviSe 8. Potom odredimo apsolutnu i relativnu pogrjeSku aproksimacije vrijednosti f (gj S

1
vrijednosti dobivenoga polinoma u tocki x = 3’ pa na istoj slici prikaZzimo grafove obiju
funkcija na segmentu [-1, 1].

Ulazni podatci za funkciju taylor su funkcija fi prirodan brojn =st(tM) + 1 =8+1=9.U
nova dva retka MATLAB-ova komandnoga prozora utipkamo:

f=atan(x) ;
g=taylor(f,9)

Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

g:
x=1/3*x"3+1/5*x"5-1/7*x"7

Dakle, ne postoji MacLaurinov polinom stupnja 8 koji aproksimira zadanu funkciju, ve¢ je

najbolja aproksimacija MacLaurinov polinom stupnja 7:

M7(x):—l-x7+l-x5—l-x3+x.
7 5 3

Vrijednosti apsolutne, odnosno relativne pogrjeSke aproksimacije u tocki x =% raunamo
kao u prethodnom primjeru. U novi redak komandnoga prozora utipkamo:

ap=abs (subs(f,1/3)-subs(g,1/3)), rp=abs(ap/subs(f,1/3))*100
Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:

ap =
5.175861140183091e-006

rp =
0.00160865647921

1
Dakle, apsolutna vrijednost pogrjeSke aproksimacije u tocki x = 3 iznosi priblizno 5.17586 -

- 107°, dok relativna vrijednost pogrjeske aproksimacije iznosi (priblizno) 0.00161%. Stoga
zakljuCujemo da je rije¢ o vrlo dobroj aproksimaciji.

Provjerimo svoj zakljucak 1 graficki. Potpuno analogno kao u prethodnom primjeru dobivamo
sljedecu sliku:
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08 T T T T T T

06 b

02r b

02+ =

04t g

0.8 I 1 I 1 | I I

Slika 3.

Kvalitetu dobivene aproksimacije na cijelom segmentu [-1, 1] ponovno moZemo provjeriti
crtanjem grafa funkcije h(x) = |f(x) — M7(x)l = If(x) — g(x)| na tom segmentu. Dobivamo:

0.07

0.06+

0.05- H

003+ B

0.02- =

001 o

Slika 4.

Sa slike vidimo da je najveca vrijednost funkcije 4 na segmentu [-1, 1] pribliZzno jednaka 0.06
i da se postize u krajevima segmenta (tj. za x € {—1, 1}). Grubo mozZemo re¢i da smo dobili
aproksimaciju na cijelom segmentu loSiju od one u Primjeru 1, ali odmah treba napomenuti da
njezina kvaliteta bitno ovisi o ulaznim podatcima (funkciji, stupnju MacLaurinovoga
polinoma, izboru segmenta itd.).
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Primjer 3. Aproksimirajmo realnu funkciju g(¢) =1In (\/t +1+ 1) MacLaurinovim polinomom

1
stupnja 7. Potom odredimo apsolutnu i relativnu pogrjesku aproksimacije vrijednosti f (—5)

.. . . . oy 1 e e .
s vrijednosti dobivenoga polinoma u tocki ¢ = —5 pa na istoj slici prikazimo grafove obiju
funkcija na segmentu [-1, 1].

U ovom primjeru moramo pripaziti i na oznaku nezavisne varijable: u ovom slucaju ta je
varijabla oznacena slovom 7. Vrijednost varijable n jednaka je n =7 + 1 = 8. U nova tri retka
komandnoga prozora utipkajmo:

syms g t;
g=log(sgrt(t+1)+1);
h=taylor(g,t, 8)

Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

h =
log(2)+1/4*t-3/32*t"2+5/96*t"3-35/1024*t"4+63/2560*t"5-77/4096*t"6+429/28672*t"7

I ovdje treba biti oprezan s interpretacijom rezultata. TraZeni je polinom jednak:

429 , 77 . 63 5 35 t4+i.t3_i.;2+l-t+ln2.

M, (1) = 1 - 0+ - :
28672 4096 2560 1024 96 32

Apsolutnu 1 relativnu pogrjeSku aproksimacije odredimo kao u prethodnim primjerima.
Utipkavanje

ap=abs (subs(g,-1/2)-subs (h,-1/2)), rp=abs(ap/subs(g,-1/2))*100
u novi redak komandnoga prozora daje:

ap =
8.336880340131803e-005

rpe =
0.01558878158369
.. . o oy I . . .
Dakle, apsolutna vrijednost pogrjeske aproksimacije u tocki x = ) iznosi (pribliZno)

8.33688 - 107, dok je relativna vrijednost te pogrjeske (priblizno) 0.01559%. Stoga
zaklju¢ujemo da je rije€ o vrlo dobroj aproksimaciji.

Provjerimo svoj zakljucak 1 grafic¢ki. U nova Cetiri retka komandnoga prozora utipkajmo:

t=-1:0.001:1;
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yl=subs (g, t);
y2=subs (h, t);
plot(t,vl,t,y2)

Pritisnemo Enter, pa ¢emo dobiti sljedecu sliku:

09

08l
07+
06
05
04
03l
02/

01

-1 -0.8 -D‘G -0‘4 -Gl2 0‘ 0‘2 0‘4 D,‘G 08 1
Slika 5.
Analogno kao u prethodnim primjerima provjerimo kvalitetu dobivene aproksimacije na

cijelom segmentu [—-1, 1]. Dobivamo:

025

021 A

0151 =

0.1 -

0.051 B

0 I L 1 I 1 | | L L
=1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 02 0.4 0.6 0.8 1

Slika 6.

Sa slike vidimo da je najveca vrijednost funkcije h;(r) = lg(r) — M7(¢)l = Ig(¥) — h(¢)| na
segmentu [—1, 1] pribliZno jednaka 0.2 i da se postiZze na lijevom kraju segmenta (tj. za x =
= —1). Da smo npr. odabrali segment [-0.6, 0.6], spomenuta najveca vrijednost bila bi
priblizno 4.4 - 107,
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Primjer 4. Aproksimirajmo realnu funkciju g(x)=</x+2 Taylorovim polinomom stupnja
najviSe 5 oko tocke ¢ = —1. Potom odredimo apsolutnu i relativhu pogrjeSku aproksimacije

.. . 1 . . . . o 1 N
vrijednosti f (_Ej s vrijednosti dobivenoga polinoma u tocki x = 3 pa na istoj slici
prikazimo grafove obiju funkcija na segmentu [-2, 0].

U ovom su slu€aju ulazni podatci za funkciju taylor realna funkcija g i1 to¢ka ¢ = —1.
,PocCistimo* komandni prozor, pa u nova tri njegova retka utipkajmo:

syms X
g=(x+2) " (1/3);
h=taylor (g, -1)

Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

h=
4/3+1/3*x-1/9*% (x+1)"2+5/81* (x+1)"3-10/243* (x+1)"4+22/729* (x+1)"5

Stoga je trazeni Taylorov polinom:

22 s 10 i, 5 s 1 2, 14
I,(x)=—7(x+1) ——-(x+1)"+—-(x+1) ——-(x+1) " +=—-x+—.
)=y (WD g (D g (D mg (ek DP e

Odmah primijetimo da je MATLAB pojednostavnio zapis posljednjih dvaju ¢lanova toga

1
polinoma. Naime, umjesto ,,pravoga‘ izraza g-(x+1)+1 MATLAB je ispisao reduciraniji

. 1 4 L . . . . . .
izraz g . x+§ . Takvo se reduciranje ,linearnih®“ (i samo ,linearnih*) ¢lanova Taylorova
polinoma pojavljuje kod razvoja oko racionalnih tocaka, pa to treba imati na umu prigodom
zapisivanja polinoma.

. . . . .. .. e 1 .
Apsolutnu 1 relativnu pogrjesSku aproksimacije polazne funkcije u tocki x = 3 dobivamo kao
u prethodnim primjerima. Utipkavanje
ap=abs (subs(g,-1/3)-subs (h,-1/3)), rp=abs(ap/subs(g,-1/3))*100
u novi redak komandnoga prozora daje nesto slabiji rezultat nego u prethodnim primjerima:

ap
.00134355796692

0
rp =
0.11332006770281
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Dakle, apsolutna vrijednost pogrjeSke aproksimacije u navedenoj tocki iznosi (priblizno)
0.00134, a relativna vrijednost te pogrjeske 0.11332%. Stoga moZemo zakljuciti da je rije¢ o
dobroj aproksimaciji (ali lo$ijoj nego npr. u prethodnom primjeru).

Provjerimo svoj zakljucak i graficki. U nova Cetiri retka komandnoga prozora utipkajmo:

x=—2:0.001:0;
yl=subs (g, x);
y2=subs (h, x) ;
plot(x,v1l,x,y2)

Pritisnemo Enter, pa ¢emo dobiti sljedecu sliku:

2 18 16 14 2 E] 08 06 04 02 o

Slika 7.

Provjerimo kvalitetu dobivene aproksimacije na cijelom segmentu [-2, 0]. Dobivamo:

I L L I L L I I L
2 -1.8 -1.6 -1.4 A2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0
Slika 8.

Sa slike vidimo da je najveca vrijednost funkcije h;(x) = Ig(x) — Ts(x)l = Ig(x) — h(x)l na
segmentu [-2, 0] priblizno jednaka 0.43 i da se postiZze na lijevom kraju segmenta. Da smo
polazni segment ,,smanjili“ na [-1.6, —0.6], ta bi vrijednost iznosila priblizno 2.1 - 107,
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Primjer S. Aproksimirajmo realnu funkciju hA(x) = In*x Taylorovim polinomom stupnja
najviSe 8 u okolini tocke ¢ = 1.

Ulazni podatci za funkciju taylor su funkcija i, prirodan brojn =8 + 1 =9itockac=1.U
nova tri retka MATLAB-ova komandnoga prozora utipkamo:

syms h;
h=(log(x))" 2;
taylor(h,9,1)

Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
(x=1)"2-(x-1)"3+11/12*(x-1)"4-5/6* (x-1)"5+137/180* (x-1)"6-7/10* (x-1) " 7+363/560* (x-1) "8

Stoga je trazeni Taylorov polinom

363 137 6 5 s MLl 2
T(x)_EEB (x —1)-——— (x=1) +1§6 (x=1) ; (x 1)+12 (x=D"=(x-D"+(x-1)".

. o s .. . 13 .
Za vjezbu prikazite graficki funkcije h, Tg i hy = h — Ty na segmentu [5,5} , pa provjerite da
je najveca vrijednost funkcije /#; na tom segmentu priblizno jednaka 2.3 - 107,

Primjer 6. Aproksimirajmo realnu funkciju f (#) = sin(2 - ) Taylorovim polinomom stupnja

najvise 9 u okolini tocke ¢ =—

U ovom su slucaju, dakle, ulazni podatci funkcije taylor: nezavisna varijabla u, vrijednost
V3

varijable n =9 + 1 = 10 1 tocka ¢ :E. Stoga u nova tri retka MATLAB-ova komandnoga

prozora utipkamo:

syms u;
f=sin(2*u);
taylor (f,10,u,pi/2)

Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
—2%u+pi+4/3% (u-1/2%pi)~3-4/15% (u-1/2%pi)~5+8/315% (u-1/2%pi)~7-4/2835% (u-1/2*pi) 9

Preostaje zapisati dobiveni polinom u uobi¢ajenom zapisu:
9 7 5 3
T(u)——i u-= +i~ u-= —i-(u—zj +i-(u—Z -2-u+rw.
2835 2 315 2 15 2 3 2
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6.5. Razvoj periodicne realne funkcije u Fourierov red

U Matematici 2 naucili smo kako periodi¢nu realnu funkciju (s temeljnim periodom 7 > 0 i
definiranu na osnovnom segmentu [a, a + T]) aproksimirati Fourierovim (zapravo,
trigonometrijskim) polinomom oblika:

Fn()c):Z{ak'cos(2 k ”'xj+bk-sin(2.k%-xﬂ. (1)
k=0 T
Najcesce je T =2 - w, pa relacija (1) tada prelazi u:

F,(x)=Y [a, -cos(k-x)+b, -sin(k-x)] .* (2)

k=0

U opc¢em su sluc¢aju koeficijenti ay 1 by dani sljede¢im formulama:

1N}
¥
=

IS}

1
ay = j f(x)-dx,
a+T
ak_%. J' f(x)'cos(z k ﬂ.xj-dx, zasvakik =1,...,n; 3)
_2”
T

,[ f(x)- s1n(2 k-7 xj-dx, zasvakik=1,....n

Za T =2 - 1t te formule moZemo zapisati u pojednostavljenom obliku:

1 a+2-w
Q=7 I f(x)-dx,
1 +2-
- .[ f(x)-cos(k - x)-dx, za svaki k =1,...,n; 4)
o
1 +2-
— I f(x)-sin(k - x)-dx, za svaki k =1,..
o

Gornje je integrale Cesto tehnicki mukotrpno analiti¢ki raCunati, pa ¢emo taj postupak
implementirati u MATLAB-u. Pritom ne¢emo provjeravati tzv. Dirichletove uvjete (uz koje je
mogu¢ razvoj funkcije u Fourierov red), niti se baviti pitanjem periodi¢nosti, nego ¢emo
pretpostaviti da je periodi¢na funkcija f definirana propisom na svojem osnovnom segmentu.

U ovom se slucaju prirodan broj n naziva stupanj Fourierova polinoma.
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Primjer 1. Kreirajmo funkcijsku m-datoteku fr.m koja sadrzi isklju¢ivo funkciju fr ¢ije su
ulazne vrijednosti periodi¢na realna funkcija f, realni brojevi a i b, te prirodan broj n. Funkcija
treba ispisati koeficijente ay, ai, ..., a,, bi, ..., b, Fourierova polinoma koji aproksimira
funkciju f definiranu na osnovnom segmentu [a, b] s temeljnim periodom T := b — a.
(Koeficijent by ne treba ispisivati jer je taj koeficijent uvijek jednak 0.)

Odmah napomenimo da naziv funkcije ne moze biti fourier jer MATLAB ve¢ ima
implementiranu jednu ,,gotovu‘ funkciju istoga imena. Nadalje, koeficijent ap moramo ispisati
posebno jer se racuna po posebnoj formuli, dok koeficijente uz ,prave” (netrivijalne)
argumente funkcija sinus i kosinus moZemo izracunati koristeci for-petlju.

Otvorimo novu m—datoteku, pa u nju utipkajmo:

function y=fr(f,a,b,n)

syms X;

al0=double(1l/ (b-a)*int(f,a,b));

for k=1:n
c(k)=2/(b-a)*double (int (f*cos (2*k*pi/ (b-a)*x),x,a,b));
d(k)=2/(b-a)*double (int (f*sin (2*k*pi/ (b-a) *x),x,a,b));

end;

'Slobodni clan je:'

a0

'Koeficijenti uz argumente funkcije sin su:'

d

'Koeficijenti uz argumente funkcije cos su:'

c

Detaljno objasnite svaki pojedini redak ove datoteke. Pohranimo tako stvorenu datoteku i
vratimo se u MATLAB-ov komandni prozor. Preostaje ,ispitati je na konkretnim
primjerima.

Primjer 2. (2 - m)—periodi¢na funkcija f definirana je propisom f (x) = X%, za x € [-m, 7.
Aproksimirajmo zadanu funkciju Fourierovim polinomom stupnja 5.

Uocimo da je zadana funkcija parna, Sto znai da Ce ,preZivjeti“ samo koeficijenti uz
argumente funkcije kosinus. Zbog (2 - m)-periodi¢nosti argumenti funkcije kosinus bit ¢e
,prirodni viSekratnici* varijable x, tj. x, 2 - x,3 - x,4 - x15 - x.

Ako to ve¢ niste napravili, obavezno ,,o¢istite* komandni prozor. Zbog ,kratkoce* propisa
funkcije f, ne¢emo deklarirati posebnu varijablu f, nego ¢emo kao argument funkcije fr
izravno uvrstiti simbolicki objekt x*. Dakle, u novim dvama retcima komandnoga prozora
utipkamo:

Syms Xx;
fr('x"2',-pi, pi,5)
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Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
Slobodni clan je:
a0 =

3.28986813369645
ans =
Koeficijenti uz argumente funkcije sin su:
d =

0 0 0 0 0

ans =
Koeficijenti uz argumente funkcije cos su:
C:

-4.00000000000000 1.00000000000000 -0.44444444444444

0.25000000000000 -0.16000000000000

Ovakav smo rezultat mogli i ocekivati jer smo u izrazima za odredivanje Fourierovih
koeficijenata koristili funkciju double. Kako god bilo, trazeni Fourierov polinom stupnja 5
je:

Fs(x) = 3.28986813369645 — 4 - cos x + cos(2 - x) — 0.44444444444444 - cos(3 - x) + 0.25 -
-cos(4 - x)—0.16 - cos(5 - x).

Grafove funkcija f1i Fs zgodno je prikazati na istoj slici. Dobivamo:

Slika 9.

(Svijetloplava krivulja je graf funkcije f, a roza krivulja je graf trigonometrijskoga polinoma
Fs.) Kvalitetu aproksimacije ve¢ uobi¢ajeno mozemo provjeriti crtanjem grafa funkcije h(x) =
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= Ifix) — Fs(x)l na segmentu [T, ). Dobivamo:

0.8

071 B

051 -

0.4+ -

03r B

02 B

01F -

Slika 10.

Primijetimo da najveca vrijednost funkcije 4 iznosi priblizno 0.7 i postize se za x € {-7, T},
tj. na krajevima segmenta.

Primjer 3. (2 - m)—periodi¢na realna funkcija f definirana je propisom f (x) = x°, za x € [T, T).
Aproksimirajmo funkciju f Fourierovim polinomom stupnja 4.

Primijetimo da je zadana funkcija neparna, $to znaci da ¢e u Fourierovu polinomu ,,prezivjeti*
iskljucivo koeficijenti uz argumente funkcije sinus, kao i da ¢e slobodni ¢lan biti jednak nuli.
Za funkciju f vrijede Dirichletovi uvjeti, pa nas ne smeta $to funkcija (prividno) nije
definirana na segmentu, nego na poluzatvorenu intervalu. U ovakvim slu¢ajevima rubna tocka
ne moZe utjecati na vrijednost odredenoga integrala.

U novom retku komandnoga prozora utipkajmo:
fr('x"3',-pi,pi, 4)

Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:

ans =
Slobodni clan je:
a0 =

0
ans =
Koeficijenti uz argumente funkcije sin su:
d =

7.73920880217872 -8.36960440108936 6.13529182294846

-4.74730220054468
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ans =
Koeficijenti uz argumente funkcije cos su:
C =

0 0 0 0

Prema tome, traZeni Fourierov polinom je:

Fa(x) = 7.73920880217872 - sin x — 8.36960440108936 - sin(2 - x) + 6.13529182294846 -
-sin(3 - x) — 4.74730220054468 - sin(4 - x).

PrikaZemo li graficki funkcije fi F4 na istoj slici, dobit ¢emo:

40

30+

20+

20k

30k

-40
-4

Slika 11.

Ve¢ na prvi pogled uoavamo da je ova aproksimacija bitno loSija od one u Primjeru 2. U to
nas uvjerava i graficki prikaz funkcije i = | f — F4l na segmentu [T, 7]

Slika 12.
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Jedan od razloga za ovako loSu aproksimaciju jest i relativno mali stupanj Fourierova
polinoma. Odluc¢imo li se za aproksimaciju Fourierovim polinomom stupnja 12, dobit ¢emo:

Fia(x) = 7.73920880217872 - sin x — 8.36960440108936 - sin(2 - x) + 6.13529182294846 -
- sin(3 - x) — 4.74730220054468 - sin(4 - x) + 3.85184176043574 - sin(S - x) -
—3.2343125781409 - sin(6 - x) + 2.78490154899929 - sin(7 - x) —2.44396360027234 - sin(8 -
- X) + 2.17678451711451 - sin(9 - x) — 1.96192088021787 - sin(10 - x) + 1.78545774985997 -
- sin(11 - x) — 1.63798962240378 - sin(12 - x),

Uobicajenim postupkom nacrtajmo grafove funkcija fi F, na istoj slici. Dobijemo:

40

30~

Slika 13.

Graf funkcije h; = If — F2l na segmentu [T, 7] prikazan je na sljedecoj slici.

35

30+

251

201

Slika 14.

,Problemati¢nost* aproksimacije funkcije Fourierovim polinomom u krajevima osnovnoga
segmenta nismo uspjeli ukloniti, ali smo zato bitno poboljSali kvalitetu aproksimacije u
apsolutnoj vec¢ini unutrasnjih tocaka toga segmenta.
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Primjer 4. T — periodi¢na realna funkcija definirana je propisom f (x) = €', za x € [0, 7).
Aproksimirajmo tu funkciju Fourierovim polinomom stupnja 12.

Ovdje moramo pripaziti jer iz formula (3) slijedi da su argumenti funkcija sinus i kosinus
»parni viSekratnici varijable x, tj. 2 - x,4 - x, 6 - x, 8 - x, 10 - x 1 12 - x. Zadana funkcija nije
niti parna, niti neparna, pa ¢e aproksimacija Fourierovim polinomom stupnja 12 sadrzavati i
kosinuse i sinuse naznacenih argumenata.

U novi redak MATLAB-ova komandnoga prozora utipkamo:
fr('exp(x)',0,pi,6)
Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
Slobodni clan je:
a0 =

7.04760135197026
ans =
Koeficijenti uz argumente funkcije sin su:
d =

-5.63808108157621 -3.31651828328012 -2.28570854658495 -

1.73479417894653 -1.39556462415253 -1.16649953411922
ans =
Koeficijenti uz argumente funkcije cos su:
CcC =

2.81904054078810 0.82912957082003 0.38095142443082
0.21684927236832 0.13955646241525 0.09720829450993

Dakle, trazeni Fourierov polinom je:

F12(x) =7.04760135197026 + 2.8190405407881 - cos(2 - x) — 5.63808108157621 - sin(2 - x) +
+0.82912957082003 - cos(4 - x) —3.31651828328012 - sin(4 - x) + 0.38095142443082 - cos(6
- x) — 2.28570854658495 - sin(6 - x) + 0.21684927236832 - cos(8 - x) — 1.73479417894653 -
sin(8 - x) + 0.13955646241525 - cos(10 - x) — 1.39556462415253 - sin(10 - x) +
+0.09720829450993 - cos(12 - x) — 1.16649953411922 - sin(12 - x).

Iako je gornji zapis prilicno ,.nezgrapan® jer sadrzi dvanaest decimalnih brojeva, to¢ne
vrijednosti Fourierovih koeficijenata relativno je teSko izraCunati (ali ne i nemoguce —
pokusSajte to uciniti analiti¢ki, pa provjerite svoje rezultate koriste¢i MATLAB, ali bez
funkcije double), pa je gornji nacin posve primjeren za prakticne svrhe (uz ne nuzno toliku
tocnost).

Ve¢ uobicajeno na istoj slici prikazimo grafove funkcija f1 F'j2. Dobivamo:
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25

20

Slika 15.
Kvalitetu aproksimacije provjerimo crtajuci graf funkcije 4 = If — Fi»l. On je prikazan na Slici
16.

35
Slika 16.

I u ovom primjeru primjecujemo ,,problemati¢nost” aproksimacije u rubnim tockama

osnovnoga segmenta [0, 7], dok za vrijednosti koje zadana funkcija poprima u unutrasSnjim
toCkama toga segmenta moZemo govoriti o relativno dobroj aproksimaciji2 .

! Laici su mozda ocekivali da ée u ovom sludaju slobodni ¢lan ay — koji je u Primjeru 3. bio jednak O - bitno

popraviti kvalitetu aproksimacije vrijednosti funkcije u rubnim to¢kama. Aproksimacija Fourierovim polinomom
zapravo se odnosi na aproksimaciju vrijednosti funkcije na otvorenom intervalu {(a, a + T).
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6.6. Zadatci za vjezbu

. IzraCunajte zbrojeve (ako postoje) sljedecih redova i zapiSite ih u znanstvenom obliku

(pretpostavite da mantisa ima to¢no 6 znamenaka):
w S,

n=0 \/; ,

too e (m—e)n
b) Z(—j ;

n=0 T

oo _ (e+7)n

n=0 72’._2

b

Q) i ( sin2012 4+ cos 2012 j(tg 2012+ b 2012)n
sh2+ch?2

n=0

In?3n
o) Z(—l)"' log2+1n3 :
oo log, 3+1log,2

1 [arctg%#—arth% }n
oo arcsin— + arsh—

f) Z (-1)"-
n=0

4
arccos— +arch—
3 3

. Odredite apsolutnu i relativnu vrijednost pogrjeske koju ¢inimo ako zamijenimo zbroj

reda z 201'2 zbrojem prvih 100 ¢lanova reda. ZapiSite rezultate u znanstvenom obliku.
n=0 n:

. Odredite apsolutnu i relativnu vrijednost pogrjeske koju ¢inimo ako zamijenimo zbroj

+oo
reda 2—4 zbrojem prvih 100 ¢lanova toga reda. ZapiSite rezultate u znanstvenom obliku.

n=1

. Odredite najmanji prirodan broj n tako da razlika zbroja reda z
k=1 1

— 1 zbroja prvih n

¢lanova toga reda bude strogo manja od 107°.

. . o . . . - 1 . . .
. Odredite najmanji prirodan broj n tako da razlika zbroja reda Z—' i zbroja prvih n
k=0 " -
Clanova toga reda bude strogo manja od 107

. Odredite najmanji prirodan broj n tako da zbroj prvih n ¢lanova harmonijskoga reda bude

strogo veci od 12.
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7. Primjenom svih triju kriterija obradenih u ovom poglavlju ispitajte konvergenciju
sljedecih redova:

9 16 25 36
—+—+—+—+—+...; (Naputak: Najprije odredite op¢i ¢lan reda.
)10 2030 20 50 NP P P )
4 8 12 16 20
—+—+—+—+—++...; (Naputak: Najprije odredite op¢i ¢lan reda.
)2612 >0 30 (Napu jprij p )

0 > — +2n;

9 Z2012( j

)Zjoi

1
D Z(3-n—1)-(3.n+2)’

2012-n-2011
g > L ;

o

2013 311

. 2-n-1)°
l) Z:(3'n+1)-(9-n 3n+1)

8. IzracCunajte zbroj reda Z(—l X
n

n=l

+oo 1\
9. Izracunajte zbroj reda z(n—l)' 1 odredite sve x € R za koje je taj zbroj jednak e.
n=0 X ‘n!

+oo
10. Izracunajte zbroj reda an -x" 1odredite sve x € R za koje je izracunani zbroj jednak 1.
n=0

11. Aproksimirajte sljede¢e funkcije MacLaurinovim polinomom stupnja najvise n, izraunaj-
te apsolutnu 1 relativhu pogrjeSku aproksimacije u tocki ¢ = 0.25, prikazite graficki
funkciju f1 dobiveni MacLaurinov polinom na segmentu [-0.5, 0.5] u istom pravokutnom
koordinatnom sustavu u ravnini, te nacrtajte graf pripadne funkcije greSke aproksimacije:
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a) f(x)=3-vx+1,n=5;
b) f(x) =(—%)~ln(x+1) ,n=>5;

o f(x) :sin(%-xj, n=4:

d f(x)=tg(%'XJ,n=6;

e) f(t)=arcsint,n=4;
f) f(u)=arcctgu,n=4.

Aproksimirajte sljedece realne funkcije Taylorovim polinomom stupnja »n u okolini tocke
¢, odredite apsolutnu i relativnu vrijednost pogrjeSke aproksimacije u tocki ¢ + 0.1,
prikazite graficki funkciju f 1 dobiveni Taylorov polinom na segmentu [c — 1, ¢ + 1] u
istom pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini, pa nacrtajte graf pripadne funkcije
greSke aproksimacije:

a) f(x)=ctgx,n=5,c=%;

b) f(x)=cthx,n=5,c=1In2;

¢) f(x)=logx,n=4,c=10;

d) fx)=2"n=6,c=-1;

e) f(t)=sint+cos3t,n=4,c=n;
f) f(u):thzx,n:6,c:—ln2.

Fourierovim polinomom stupnja 8 aproksimirajte sljedece (2 - ®) — periodi¢ne funkcije,
odredite apsolutnu i relativnu pogrjeSku aproksimacije u razrednoj sredini intervala, pa
zadanu funkciju 1 dobiveni Fourierov polinom prikaZite graficki na zadanom intervalu u
istom pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini:

a) f: [, m), f(x)=—x;

b) f: [, 7, f (x) = sin(x?);
¢) f:[-m m),f(x)=arctg x;
d) f:[-=w, 7], f(x) =chx;
e) f:10,2-m),f(x)=x"

n f: [0,2-n],f(x):sin%.

U svakom pojedinom slucaju nacrtajte i graf pripadne funkcije pogrjeske aproksimacije.

Kreirajte funkcijsku m-datoteku zbprvm.m koja sadrzi jedino funkciju zbrprvm ¢iji su
argumenti op¢i ¢lan reda (u varijabli n) i prirodan broj m. Funkcija treba ispisati zbroj pr-
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vih m €lanova zadanoga reda.

Kreirajte funkcijsku m—datoteku razlika.m koja sadrZi jedino funkciju razlika ciji su
argumenti op¢i ¢lan reda (u varijabli n) i prirodan broj m. Funkcija treba odrediti koji je od
prvih m ¢lanova reda najve¢i, a koji najmanji, te ispisati apsolutnu vrijednost njihove
razlike.

Kreirajte funkcijsku m—datoteku veciodk.m koja sadrzi jedino funkciju veciodk ¢iji su
argumenti op¢i €lan reda (u varijabli n), te prirodni brojevi k i m. Funkcija treba generirati
(ali ne 1 ispisati) prvih m ¢lanova reda, te ispisati ukupan broj generiranih ¢lanova koji su
strogo veci od k.

Kreirajte funkcijsku m—datoteku najveciodk.m koja sadrzi jedino funkciju najveciodk ¢iji
su argumenti op¢i €lan reda (u varijabli n), te prirodni brojevi k i m. Funkcija treba
generirati (ali ne 1 ispisati) prvih m ¢lanova reda, te ispisati najveci od svih generiranih
Clanova koji je strogo manji od k. Ako takav ¢lan ne postoji, funkcija treba ispisati NaN.

Kreirajte funkcijsku m—datoteku zbrmac.m koja sadrzi jedino funkciju zbrmac ¢iji su
argumenti realna funkcija f (u varijabli x) 1 prirodan broj n. Funkcija treba ispisati zbroj
svih koeficijenata MacLaurinova polinoma stupnja ne vecega od n koji najbolje
aproksimira funkciju f. Bez provjere smijete pretpostaviti da je funkcija f beskona¢no puta
derivabilna na nekoj okolini tocke ¢ = 0.

Kreirajte funkcijsku m—datoteku zbrtay.m koja sadrzi jedino funkciju zbrtay c¢iji su
argumenti realna funkcija f (u varijabli x), realan broj a i prirodan broj n. Funkcija treba
ispisati zbroj svih koeficijenata Taylorova polinoma stupnja n koji najbolje aproksimira
funkciju fu okolini tocke a. Bez provjere smijete pretpostaviti da je funkcija f beskonacno
puta derivabilna na nekoj okolini tocke a.

Kreirajte funkcijsku m—datoteku frparna.m koja sadrZi jedino funkciju frparna ¢iji su
argumenti parna funkcija f definirana na segmentu [0, a], strogo pozitivan realan broj a i
prirodan broj n. Temeljni period funkcije f jednak je 2 - a. Funkcija treba ispisati
koeficijente ay, ay, ..., a, odgovaraju¢ega Fourierova polinoma koji aproksimira funkciju f
na njezinu osnovnu segmentu. Bez provjere smijete pretpostaviti da funkcija f zadovoljava
Dirichletove uvjete. (Naputak: Koristite preina¢ene formule za izraCun Fourierovih
koeficijenata parne funkcije.)

Kreirajte funkcijsku m—datoteku frneparna.m koja sadrzi jedino funkciju frneparna ¢iji
su argumenti neparna funkcija f definirana na intervalu (0, a), strogo pozitivan realan broj
a 1 prirodan broj n. Temeljni period funkcije f jednak je 2 - a. Funkcija treba ispisati
koeficijente by, by, ..., b, Fourierova polinoma koji aproksimira funkciju f na njezinu
osnovnu segmentu. Bez provjere smijete pretpostaviti da funkcija f zadovoljava
Dirichletove uvjete. (Naputak: Koristite preina¢ene formule za izraCun Fourierovih
koeficijenata neparne funkcije.)

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 156



TVZ

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL

Matematicki alati u elektrotehnici

§7. RJESAVANJE OBICNIH DIFERENCIJALNIH JEDNADZBI

U ovom ¢emo poglavlju opisati kako se pomocu MATLAB-a mogu rjeSavati obicne
diferencijalne jednadzbe i razli¢ite Cauchyjeve zadace. Pritom ¢emo dodatno opisati
odredivanje Laplaceovih transformata i njihovih inverza.

7.1. Rjesavanje obicnih diferencijalnih jednadzbi

Kao 1 prigodom deriviranja, odnosno integriranja, tako i prigodom rjeSavanja obi¢nih
diferencijalnih jednadzbi u MATLAB-u sa samim jednadZbama postupamo kao sa
simbolickim objektima. Dakle, treba definirati nezavisnu varijablu pomoc¢u funkcije syms, pa
potom zadati obi¢nu diferencijalnu jednadzbu koju Zelimo rijeSiti. Pritom koristimo funkciju
dsolve koja rjeSava obicne diferencijalne jednadzbe. Za pojednostavljivanje dobivenoga
izraza dodatno moZemo koristiti funkciju simplify.

Pogledajmo sve izreCeno na primjerima.
Primjer 1. Rijesimo jednadzbu (1+x%)-y'—=2-[y =0.
U nova dva retka komandnoga prozora utipkajmo

syms x y
dsolve (' (1+x"2) *Dy-2*sqrt (y)=0", 'x")

Komentiraymo sintaksu funkcije dsolve. Kako vidimo, derivacija nepoznate funkcije y
oznacava se s Dy. Nakon §to napiSemo obicnu diferencijalnu jednadzbu koju treba rijesiti, kao
posljednji argument moramo upisati naziv nezavisne varijable. Dogovorno se kao oznaka za
nezavisnu varijablu uzima slovo .

Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
atan(x)"2+2*atan(x)*Cl+C1"2

Dobro nam je poznato da opcée rjeSenje obi¢ne diferencijalne jednadzbe 1. reda sadrzi tocno
jednu nepoznatu realnu konstantu. U ovome je slu¢aju ona oznacena s C1. Stoga je traZzeno
opce rjesenje polazne jednadzbe

y=arctg2x+2 - C - arctg x + C’,CeR.
ili, ekvivalentno,

y = (arctg x + C)z, Ce R.
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Napomena 1.: Izostavimo li 'x' u sintaksi funkcije dsolve, MATLAB bi ispisao pogresno
rjeSenje:

ans =
(E+C1+C1*x"2) "2/ (1+x72) "2

Naime, kako smo istaknuli, ne navedemo li naziv nezavisne varijable, MATLAB c¢e
dogovorno pretpostaviti da je nezavisna varijabla #, a nepoznata funkcija y = y(¢). Zbog toga je
u gornjem slu¢aju MATLAB varijablu x navedenu u izrazu — argumentu funkcije dsolve
tretirao kao realnu konstantu, a ne kao nezavisnu varijablu i argument nepoznate funkcije y.
Stoga pripazite da pri pozivu funkcije dsolve ne zaboravite naziv nezavisne varijable!

Primjer 2. Rijesimo jednadZbu: e - y'+ 2-x-e" - Yy=X-COSX.

U novi redak komandnoga prozora utipkamo:

dsolve ('exp (x"2) *Dy+2*x*exp (x"2) *y=x*cos(x) ', 'x")
Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
exp (—-x"2) *cos (x)+exp (—x"2) *x*sin (x)+exp (-x"2) *C1

Stoga je opce rjesenje polazne jednadZbe
y= e “(cosx+x-sinx+C),Ce R.

Primjer 3. Rijesimo jednadzbu: y" — y' — 30 - y = 0. (Pretpostavimo da nezavisnu varijablu
uobi¢ajeno oznacavamo S Xx.)

U ovom primjeru rjeSavamo obicnu diferencijalnu jednadzbu drugoga reda. Prigodom poziva
funkcije dsolve drugu derivaciju nepoznate funkcije oznaCavamo s D2y. (Opcenito,
derivaciju n-toga reda nepoznate funkcije oznaCavamo s Dn.) Dakle, u novi redak
komandnoga prozora utipkamo:

dsolve ('D2y-Dy-30*y=0", 'x")
Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
Cl*exp (-5*x)+C2*exp (6*x)

Kako znamo, opce rjeSenje bilo koje homogene obi¢ne diferencijalne jednadZzbe 2. reda sadrzi
tocno dvije nepoznate realne konstante: C; i C,. Stoga je opCe rjeSenje polazne jednadzbe:

y=C1'€75'x+C2'€6.x, Ci,Ce R.
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Primjer 4. RijeSimo jednadzbu: y"—y'=e " - [(5 x> =10-x+2)-sinx—x-(5-x—4)-cos x] .

U tocki 7.3. vidjet ¢emo kako nehomogenu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu 2. reda mozemo
rijeSiti pomocu Laplaceovih transformata i njihovih inverza. Sad u novi redak komandnoga
prozora utipkamo:

dsolve ('D2y-Dy=exp (-x) * ((5*x"2-10*x+2) *sin(x) -x* (5*x-4) *cos (x)) ', 'x")
Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
2*%exp (—x) *xX*cos (x) +exp (—x) *cos (X) +2*exp (—x) *sin (x) *x"2—-exp (-
X)*sin(x)+exp (-x)*x"2*cos (x)+CLl+C2*exp (x)

Stoga je opce rjeSenje polazne jednadZbe zapisano u uobicajenom obliku:
y=Cr- &'+ Ci+e [ +2-x+1)-cosx+(2-x"—1)-sinx], C;, C2€ R.

av)

Primjer 5. RijeSimo jednadzbu: y©"’ —y" =¢™.

Ova jednadzba 4. reda analiticki se rjeSava uvodenjem zamjene u := y". (Pokusajte je rijesSiti i
na taj nacin.) U novi redak MATLAB-a utipkamo:

dsolve ('D4y-D2y=exp(-x)"', 'x")
Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
-1/2*x*exp (-x)-5/4%*exp (-x) +C1l+C2*x+C3*exp (x) +Cd*exp (—-x)

Stoga je opce rjeSenje polazne jednadZbe zapisano u uobiCajenom obliku:

y=Cl+C2~x+C3~e”+C4~e"‘—i'(2~x+5)'e_”,C1, C,y, C3,Cse R

7.2. Rjesavanje Cauchyjevih zadaca

Pomoc¢u funkcije dsolve moguce je i rjeSavanje razli¢itih Cauchyjevih zadaéa. Poziv
funkcije u tom slucaju istovjetan je kao u prethodnoj toc¢ki, osim Sto se kao argumenti moraju
zadati i svi pocetni uvjeti. Pogledajmo navedeno na sljede¢im primjerima.

X yiey+x-y =1,

Primjer 1. RijeSimo Cauchyjevu zadacu: { (1)=2
yu) = 2.
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Ako to ve¢ ranije nismo ucinili, ,,po¢istimo* svoj komandni prozor. Time, dakako, MATLAB
nece zaboraviti da smo deklarirali simbolicke objekte x i y. U novi redak komandnoga prozora
utipkajmo:

dsolve ('x 2%y~ 2*Dy+x*y~3=1", 'y (1)=2", 'x")
Uocimo da se, kao i u postavci Cauchyjeve zadace, pri pozivu funkcije dsolve najprije

zasebno piSe obi¢na diferencijalna jednadZzba, potom zasebno pocetni uvjet i naposljetku
oznaka nezavisne varijable (ako ta oznaka nije t). Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
1/2*%(12*x"2+52)7(1/3)/x

RjeSenje svake Cauchyjeve zadace (ako postoji) je jedinstveno, pa u ovom slu€aju nemamo
niti jednu nepoznatu realnu konstantu. Dakle, rjeSenje zadatka u uobiajenom zapisu je
funkcija

12-x*+52

2-x

Primjer 2. Rijesimo Cauchyjevu zadacu:

y"-2-y'=24-y+4-cosx+27-sinx+25-x-cosx =2-x-sin x;
y(0)=-1
y'(0) =26.

U novi redak komandnoga prozora utipkajmo:

dsolve ('D2y-2*Dy-24*y+4*cos (x)+27*sin (x)+25*x*cos (x)=2*x*sin(x)"', 'y (0)=-1",'Dy(0)=26"', 'x")

Uo¢imo da smo drugi podetni uvjet zadali u obliku Dy (0) =26. Opéenito, uvjet y"(x) = yn
zadaje se u obliku Dny(xp)=yn. Pritisnemo Enter, pa ce MATLAB ispisati:

ans =
Sin(x)+x*cos (x)-3%*exp(-4*x)+2*exp (6*x)

Dakle, rjeSenje zadatka (zapisano u uobi¢ajenom obliku) je realna funkcija

6 4. .
y=2-€ " "=3-¢ T+sinx+x-cosx.

(y) =y =1,

Primjer 3. Odredimo funkciju y iz jednakosti: { 0)=0
y)y=u.

Primijetimo da obi¢na diferencijalna jednadzba koju treba rijeSiti ne pripada u ,tipi¢ne*
obicne diferencijalne jednadzbe kakve smo rjeSavali u Matematici 2. To je donekle i razlog
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zbog kojega se ovaj problem ne ubraja u klasu Cauchyjevih zada¢a. No, MATLAB s tim
nema problema. U novi redak komandnoga prozora utipkamo:

dsolve (' (Dy)"2-y"2=1"',"'y(0)=0","'x")
Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati ono $§to smo mogli i naslutiti:

ans =
[ sinh(x)]
[ —sinh(x)]

Dakle, rjeSenje zadatka su dvije realne funkcije: y;(x) = sh x i y,(x) = —sh x. Napomenimo da
bi zadatak imao jedinstveno rjeSenje da smo kao dodatni pocetni uvjet zadali npr. y(In 2) = 2
Provjerite to!

u'=u-—sint,

Primjer 4. Rijesite Cauchyjev problem: ( 7;) 0
u| —|=0.

2

Ovaj je primjer poneSto drugaciji od ostalih jer je nepoznata funkcija oznacena slovom u, a
njezina nezavisna varijabla slovom 7. Stoga u novi redak komandnoga prozora najprije
moramo zapisati deklaraciju novih simobli¢kih varijabli:

syms u t

Dalje postupamo na uobicajen nacin. U novi redak komandnoga prozora utipkamo:
dsolve ('Du=u-sin(t)"', 'u(pi/2)=0")

Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
1/2*cos(t)+1/2*sin(t)-1/2*%exp(t)/ (cosh(1/2*pi)+sinh(1l/2*pi))

Budu¢i da za svaki r € R vrijedi jednakost
cht+sht=¢,

dobiveno rjeSenje mozemo zapisati u jednostavnijem obliku:
1 . —
u =5' cost+sint—e 2 |.

Primjer 5. Odredite jednadZbu krivulje koja prolazi to¢kom 7 = (1, 2) i ima svojstvo da bilo
koja njezina tangenta na osi ordinata odsijeca odsjecak jednak kvadratu apscise diraliSta iste
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tangente.

Ovaj zadatak svodimo na rjeSavanje Cauchyjeva problema. Neka je y = y(x) traZena jednadZba
krivulje. Iz podatka da krivulja prolazi tockom 7 slijedi y(1) = 2. Nadalje, jednadzba tangente
u proizvoljnoj tocki A = (x4, ya) krivulje glasi:

y=Y'(xa) - (x —Xa) + ya,
Njezin odsjecak na osi ordinata je:
['=ya—y'(xa) - xa.
Prma uvjetima zadatka slijedi da mora vrijediti jednakost:
Ya— V(%) x, = x5,

i to za svaku tocku A, pa dobivamo obi¢nu diferencijalnu jednadzbu

y-yhx=x’,
odnosno Cauchyjev problem
{y -y x=x7,
y(1)=2.

U novi redak komandnoga prozora utipkamo:
dsolve ('y-Dy*x=x"2"','y(1)=2","'x")
Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
—-X"2+3*x

Stoga je rjeSenje zadatka parabola y = 43 x
7.3. Odredivanje Laplaceovih transformata i njihovih inverza

U Matematici 2, a 1 u kasnijim kolegijima, zahtijeva se rjeSavanje Cauchyjevih problema u
kojima se pojavljuje obi¢na diferencijalna jednadzba 2. reda pomocu Laplaceovih
transformata i njihovih inverza. Ovdje ¢emo ukratko opisati kako pomoc¢u MATLAB-a naci
Laplaceov transformat neke funkcije ili inverz nekoga Laplaceova transformata®.

*? Definiciju Laplaceova transformata i njegova inverza vidjeti npr. u [8], poglavlje 9., str. 325.
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Laplaceov transformat zadane realne funkcije odredujemo pomoc¢u MATLAB-ove funkcije
laplace. Pogledajmo dva primjera.

Primjer 1. Odredimo Laplaceov transformat funkcije f(x)=x>-e'".

U nova tri retka MATLAB-ova komandnoga prozora utipkajmo redom:

syms £ F x s t
f=x"2*%exp(1l-x);
laplace(f)

Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati traZzeni Laplaceov transformat:

ans =
2%exp(l)/(s+1)"3

ZapiSimo dobiveno rjesenje u uobi¢ajenom zapisu:

2-e

F(S):m.

Primijetimo da se kao oznaka varijable u Laplaceovu transformatu dogovorno pojavljuje
slovo s. Zelimo li da varijabla u zapisu Laplaceova transformata bude oznacena slovom t,
posljednji utipkani redak trebamo preinaciti u:

laplace(f, t)

Primjer 2. Odredimo Laplaceov transformat funkcije f (x) = x - sin® x, pri ¢emu varijabla u
rjesenju treba biti z.

Postupamo analogno kao u prethodnom primjeru:

f=x*sin(x)"2;
laplace(f, t)

Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
2/£72/(£7°2+4)+4/ (£72+4) "2

Zelimo li nesto ljepsi i dotjeraniji zapis dobivenoga transformata, u novi redak komandnoga
prozora utipkajmo:

pretty (simplify (ans))

Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:
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2
3t +4
o
22 2
t(t+4)
.. . 3-t7+4
Dakle, traZeni Laplaceov transformat je F'(1) =2-————— .
(" +4)

Inverz Laplaceova transformata odredujemo koriste¢i funkciju i laplace. Dogovorno se za
oznaku varijable Laplaceova transformata uzima slovo s, ali je moguce uzeti i druge oznake.
Pogledajmo sljede¢a dva primjera.

Primjer 3. Odredimo inverz Laplaceova transformata F(s) = > I Varijabla u inverzu treba

s+

biti x.
U nova dva retka komandnoga prozora utipkajmo:

F=s"2/(s"3+1);
ilaplace (F, x)

Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:

ans =
1/3*%exp(-x)+2/3%exp (1l/2*x)*cos (1/2*37(1/2)*x) .

. y L . . 12 o
Ovaj izraz nije tesko ,,deSifrirati. Trazeni inverz je f(x) = 3 e +—-e? -cos [g . xj.

Napomenimo da izostavljanjem varijable x u izrazu ilaplace (F, x) MATLAB dogovorno
pretpostavlja da je nezavisna varijabla u trazenu inverzu t.

3 2
Primjer 4. Odredimo inverz Laplaceova transformata F(s) = % . Varijabla u inverzu
s-(s—1)

treba biti x.
U nova dva retka komandnoga prozora utipkajmo redom:

F=(s"3+s"2+1)/(s*(s-1))"2;
ilaplace (F, x)

Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:
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ans =
X+2+3*x*exp (X) —exp (x)

Dakle, traZeni inverzje f(x) =x+2+ (3 -x—-1) - €".
7.4. Zadatci za vjeZzbu

1. Rijesite sljedece obicne diferencijalne jednadzbe:

a) y'+y +y=cosx;

b) ym+y"+ y'+y+_x=0,

0 x=xy)y=y=0;

d) y':y'Chx;

e) cos(2-x)-y'+sin(2-x)-y=y;

f) x> y+x-y=x+1;

) y'+%=\/x'y?

h) y'+4-y+4.y=3-3-x+2)-¢";

i) y'=7 y+10-y+5:[7-cos(5-x)+3-sin(5-x)] =0;

j) y'—-2-y+2-y=4-¢"-(cosx+sinx+x-cosx— x-sinx).

2. Rijesite sljedece Cauchyjeve probleme:

y'+x-y=0;
a)

y(\/2-1n2)=%.

y|+_:x2;
b) * |

H=—.
y() 1
In x e’
-dx + -dy =0;

c) X 1+e” Y

y(e*) =In(e* - 1).
y'=2-y'+y=cosx;
d) <y(0)=0; ;
v'(0)=1.
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y'=3-y'—4-y+(6-x+1)-¢" =0;

e) :y(0)=0;

y'(0)=6.
y'+4-y'+29-y=20-e7"[sin(5- x) —cos(5- x)];
f) <y0)=4

y'(0) =35.

3. Odredite jednadZzbu krivulje koja prolazi to¢kom 7(4, 1) tako da koeficijent smjera bilo
koje njezine normale bude jednak kvadratu apscise sjecista te normale s krivuljom.

4. Odredite jednadzbu krivulje takve da je odsjeCak na osi Ox bilo koje njezine normale
trostruko veci od ordinate sjeciSta te normale i traZzene krivulje.

5. Odredite jednadZzbu krivulje takve da koeficijent smjera bilo koje njezine normale bude
trostruko manji od umnoska ordinate i apscise sjecista te normale i krivulje.

6. Zadana je diferencijalna jednadzba y" — y' — 2 - y = 0. Odredite integralnu krivulju koja
dodiruje pravac y = 3 u tocki 7 = (0, y).

7. Odredite Laplaceove transformate sljedecih realnih funkcija:

a) f(x):\/4-e”2-sin§-cos§;
b) f(t)=\/;'(c0sé—sin%j;

¢) f(a)=(cosa—sina) e ;
d) f(w)y=e"- [ch w—sh(2- W)]

8. Odredite inverz sljedecih Laplaceovih transformata:

2

2+s5s—s
a) F(s)=—————;
) W=
s2+s+1
b) F(s)=—7F7—;
s —1
st+4.5°-8-57+16-5+16
¢ F(s)= 6 5 4 3 2 )
s —4-57+12-5—32-574+48-5°—64-5+64
3 2_zgy.
d) F(s)= 6-5"+18-5°—54-5+162

8 —6-57+27-5* —108-5° +243-5> —486-5+729
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§8. OSNOVE DESKRIPTIVNE STATISTIKE

U svakodnevnome se Zivotu gotovo "od malih nogu" susre¢emo s obradom raznih tipova
podataka. Primjerice, jedna od glavnih "briga" svakoga u¢enika nekoga od razreda osnovne ili
srednje §kole jest posti¢i §to bolji uspjeh na kraju svake $kolske godine. Sto je uspjeh bolji,
vece su mogucnosti za upis zeljene srednje Skole (za osnovnoskolce), te vise ili visoke Skole,
odnosno fakulteta (za srednjoskolce). Na temelju ¢ega se odreduje taj uspjeh? Na to pitanje
dobro znamo odgovor: na temelju svih zaklju¢nih ocjena iz odslusanih nastavnih predmeta. A
kako se odreduje taj uspjeh? I na to pitanje znamo odgovor: odreduje se prosjek ocjena iz svih
odsluSanih nastavnih predmeta, i to tako da se zbroj svih ocjena podijeli ukupnim brojem
odsluSanih nastavnih predmeta. Zapravo moZemo re¢i da smo skup od ukupno n ocjena
opisali samo jednom ocjenom — prosjekom ocjena.

Ovaj primjer je samo jedan od slucajeva kada odredeni skup nekih podataka (koji ne moraju
nuzno biti brojevi) trebamo opisati jednim jedinim podatkom. Razlog je najcesce "velik" broj
elemenata pocetnoga skupa podataka pa nam je znatno lakSe prakti¢no baratati samo s jednim
podatkom koji dovoljno dobro opisuje cijeli "veliki" skup. Obrada i analiza podataka, te
interpretacija dobivenih rezultata dio su znanstvene discipline koja se naziva statistika.

U ovome ¢emo poglavlju podrobnije upoznati nacine obrade i analize numerickih podataka —
dakle, podataka Cije su vrijednosti (tzv. modaliteti) iskazani brojevima. (Podatci, inace, mogu
biti 1 nenumericki, kao §to su npr. spol, bracno stanje, tip automobila itd.) Vidjet ¢emo kako
pomocu osnovnih i dopunskih funkcija MATLAB-a mozemo grupirati podatke, prikazati ih
graficki, te ih opisati osnovnim parametrima statistickoga niza numerickih podataka:
aritmetickom sredinom (uobi¢ajeno zvanom prosjek), varijancom i standardnom devijacijom.
Detaljnija teorijska razmatranja ovdje izostavljamo, a mogu se naci u [6] ili [9].

8.1. Kvalitativna statisticka obiljeZja

Osnovni pojam u statistici je statisticki skup (kao, uostalom, i skup u matematici). Tvore ga
statisticke jedinice ili elementi (osobe, poslovni subjekti, regije, drzave, predmeti itd.) koji
imaju barem jedno zajednitko svojstvo (obiljeZje ili varijabla®) koje od elementa do
elementa ocituje statisticku promjenjivost. Ukupan broj elemenata statistiCkoga skupa naziva
se opseg statistickoga skupa.** Svako obiljeZje se javlja u viSe pojavnih oblika (modaliteta).
Skup svih modaliteta nekoga obiljeZzja naziva se skala®. Tako je npr. skala modaliteta

¥ U opisnoj se statistici izraz varijabla obiéno poistovjeéuje s izrazima obiljeZje i svojstvo, dok se u
matematickoj statistici odnosi isklju¢ivo na numericka obiljezja.

* U teoriji skupova taj se broj, inade, naziva kardinalni broj skupa, dok se termin opseg vise koristi u
geometrijskim razmatranjima.

» Unato¢ upornu zagovaranju glazbeno nadarenih statisti¢ara, sintagma ljestvica modaliteta (jos) nije usla u
svakodnevnu uporabu.
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obiljezja "spol" muski i Zenski, skala modaliteta obiljezja "dan u tjednu" ponedjeljak, utorak,
srijeda, Cetvrtak, petak, subota 1 nedjelja, skala modaliteta "mjesec u godini" sijecanj, veljaca,
oZujak, travanj, svibanj, lipanj, srpanj, kolovoz, rujan, listopad, studeni i prosinac itd.
Prilikom podjele elemenata statistickoga skupa prema barem jednom obiljezju kad god je to
moguce treba utvrditi skalu modaliteta. To se poglavito odnosi na obiljeZja Ciji se modaliteti
ne iskazuju numerickim vrijednostima (tzv. kvalitativna obiljeZja).

Opcéa podjela obiljezja razlikuje kvalitativna, kvantitativna i1 vremenska obiljeZja.
Kvalitativna obiljeZja su obiljezja kod kojih su svojstva elemenata statistickoga skupa
iskazana odredenim pridjevima ili atributima, kategorijama i sl. Ova obiljeZja mogu biti
nominalna i redosljedna (obiljeZja ranga). Potonja se razlikuju od prvih po tome $to pripadne
modalitete moZemo rangirati prema nekom prirodnom kriteriju, tj. poredati ih od najboljega
prema najloSijemu ili obrnuto. Kvantitativna obiljeZja su obiljezja kod kojih se svojstva
elemenata statistickoga skupa izraZzavaju brojevima, a vezana su uz intervalnu i omjernu skalu
iskazivanja modaliteta. Kvantitativna obiljezja Cesto se nazivaju i numericka obiljeZja, a
dodatno se dijele na diskretna (diskontinuirana) i kontinuirana.

U ovoj ¢emo tocki ukratko opisati kako u MATLAB-u mozemo graficki prikazati kvalitativna
statisticka obiljezja 1 izraunati neke numericke pokazatelje vezane uz njih. NaZalost, u
MATLAB-u nije moguce grupirati kvalitativne statistiCke podatke (podatke koji se odnose na
kvalitativna obiljeZja). Grupiranjem podataka za svaki pojedini modalitet utvrdujemo kolikom
je broju elemenata statistickoga skupa pridruzen taj modalitet. Dobiveni broj naziva se
apsolutna frekvencija (ucestalost). Neformalno, apsolutna frekvencija nekoga modaliteta
jednaka je ukupnom broju pojavljivanja toga modaliteta u pripadnom statistickom nizu.
Budu¢i da je svakom elementu statistickoga skupa nuzno pridruZzen to¢no jedan modalitet,
zbroj apsolutnih frekvencija svih modaliteta mora biti jednak opsegu statistickoga skupa.

Relativna frekvencija nekoga modaliteta jednaka je kolicniku odgovarajuce apsolutne
frekvencije toga modaliteta i opsega statistickoga skupa. Takav se racun provodi jer Zelimo
vidjeti kolikom dijelu statistiCkoga skupa je pridruzen odredeni modalitet. Iako je relativna
frekvencija opCenito neki nenegativan realan broj iz segmenta [0, 1], radi prakti¢nih ga je
potreba vrlo prikladno izraziti u proporcijama?®, postotcima ili promilima.

Primjer 1. U sljedecoj je tablici prikazana podjela svih Zena — magistara znanosti koje su tu
akademsku titulu stekle u Republici Hrvatskoj u 2011. godini (stanje na dan 31.12.2011.)
prema znanstvenom podrucju magistarskoga rada.

Dakle, u ovom je slucaju statisticki skup Zene — magistri znanosti koje su tu akademsku titulu
stekle u Republici Hrvatskoj u 2011. godini. Obiljezje prema kojemu su podijeljeni elementi
statistiCkoga skupa je znanstveno podrucje magistarskoga rada i to je kvalitativno nominalno
statistiCko obiljezje (svi modaliteti su medusobno ravnopravni). Npr. neki modaliteti toga
obiljeZja su prirodne znanosti, tehnicke znanosti, drustvene znanosti itd.

*% Proporcija oznatava odredeni dio jedini¢ne veli¢ine. Ona je zapravo decimalan broj izmedu 01i 1.
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Znanstveno podrucje | Broj osoba
prirodne znanosti 13
tehnicke znanosti 40

biomedicina i zdravstvo 47

biotehnicke znanosti 35

drustvene znanosti 157
humanisticke znanosti 20
Ukupno: 312

Izvor: Priop¢enje Drzavnoga zavoda za statistiku Republike Hrvatske, Zagreb, ozujak 2012. (dostupno na www.dzs.hr)

S to¢noséu od 107 izratunajmo pripadne relativne frekvencije (iskazane u postotcima) i
prikazimo dobivene podatke grafi¢ki strukturnim krugom. Uz grafikon navedimo sve
potrebne oznake. Potom interpretirajmo dvije apsolutne frekvencije i njima odgovarajuce
relativne frekvencije.

Ako to jo$ nismo ucinili, ,,0€istimo* MATLAB-ov komandni prozor. Apsolutne frekvencije iz
drugoga stupca zadane tablice pohranit ¢emo u matricu A. Dakle, u novi redak komandnoga
prozora utipkajmo:

A=[13 40 47 35 157 20];

Matricu u kojoj ¢e biti ispisane relativne frekvencije iskazane u postotcima ozna¢imo s R.
Prema definiciji relativne frekvencije, matricu R dobit ¢emo tako da matricu A podijelimo
zbrojem svih njezinih elemenata. Taj zbroj je realan broj razliCit od nule, pa je dijeljenje
dobro definirano 1 odvija se prema nacelu ,Clan po ¢lan“. Dobiveni koli¢nik jo§ treba
pomnoziti sa 100 jer rezultat treba biti iskazan u postotcima. Stoga u novi redak komandnoga
prozora utipkajmo:

R=(1/sum(A)*A)*100

Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

R =
Columns 1 through 4
4.16666666666667 12.82051282051282 15.06410256410256 11.21794871794872
Columns 5 through 6
50.32051282051282 6.41025641025641

Tako smo dobili sljedec¢u tablicu:

Znanstveno podrucje | Struktura [%)]
prirodne znanosti 4.17
tehnicke znanosti 12.82

biomedicina i zdravstvo 15.06

biotehni¢ke znanosti 11.22
drustvene znanosti 50.32

humanisti¢ke znanosti 6.41

Ukupno: 100
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Iz dobivenih tablica slijedi npr. da je to¢no 13, odnosno priblizno 4.17% promatranih osoba
magistriralo iz podrucja prirodnih znanosti, tocno 40, odnosno priblizno 12.82% promatranih
osoba magistriralo iz podru¢ja tehnickih znanosti itd. Uocite da je ovdje bitno istaknuti rijeci
tocno 1 pribliZno: apsolutne frekvencije 13 i 40 su to¢no odredene (brojanjem pojavnosti
pripadnih modaliteta u statistickom nizu), dok su relativne frekvencije 4.17% i 12.82%
pribliZno izra¢unane (s to¢nos$¢u od 10'2).

Graficki prikaz dobivenih relativnih frekvencija dobit ¢emo koriste¢i funkciju pie. Njezin
prvi argument bit ¢e matrica s relativnim frekvencijama, dok ¢e drugi argument biti skala
modaliteta napisana u prvom stupcu tablice. Stoga u novi redak komandnoga prozora
utipkamo:

pie (R, {'Prirodne znanosti', 'Tehnicke znanosti', 'Biomedicina
i zdravstvo', 'Biotehnicke znanosti', 'Drustvene znanosti',
'"Humanisticke znanosti'})

Pritisnemo Enter, pa ¢emo dobiti sljedecu sliku:

Prirodne znanosti
Tehnicke znanosti Humanisticke znanosti

Biomedicina i zdrdvstvo

Biotehnicke znal
stvene znanosti

Slika 1.

Ovisno o estetskim ukusima, vizualno dojmljivija slika dobije se koriStenjem funkcije pie3 s
istom sintaksom kao i funkcija pie. Dakle, utipkavanjem

pie3 (R, {'Prirodne znanosti', 'Tehnicke znanosti', 'Biomedicina
i zdravstvo', 'Biotehnicke znanosti', 'Drustvene znanosti',
'"Humanisticke znanosti'})

dobijemo:
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Humanisticke znanosti

Slika 2.

Napomena: Cesta pogrjeska nestatistiara je na grafikon uvrStavati razli¢ite numeri¢ke podatke. To je
potpuno pogresno. Za kvantitativnu usporedbu numerickih podataka prikladne su iskljucivo tablice, dok su
grafikoni prikladni za usporedbe tipa ,,Cega ima najviSe, a ¢ega najmanje”. U ovom slucaju iz gornjega
grafikona moZzemo zakljuciti da je najviSe promatranih osoba magistriralo iz druStvenih znanosti, a
najmanje iz prirodnih znanosti i niSta drugo. Ako su nam bitne numericke vrijednosti relativnih frekvencija,
onda je tablica na str. 166. daleko primjerenija za prikaz takvih podataka od bilo kojega grafikona.

Primjer 2. U sljedecoj je tablici prikazana podjela studenata svih hrvatskih veleuciliSta u
akademskoj godini 2010/2011. prema godini studija.

Godina studija | Broj studenata
prva 10 959
druga 7 569
treca 5594

Ukupno: 24 122

Izvor: Priop¢éenje DrZzavnoga zavoda za statistiku Republike Hrvatske, Zagreb, oZujak 2012. (dostupno na www.dzs.hr)

Obiljezje godina studija pripada u kvalitativno redosljedno obiljezje, pa, osim relativnih
frekvencija, ima smisla formirati i tzv. kumulativne nizove apsolutnih i relativnih frekvencija.
Njihove formalne definicije su sljedece:

Pretpostavimo da su modaliteti promatranoga redosljednoga obiljeZja (obiljeZja ranga)
poredani od najslabijega prema najboljemu. Tada je:

— kumulativna apsolutna frekvencija "manje od" modaliteta x jednaka zbroju apsolutnih
frekvencija svih modaliteta (elemenata niza) koji su jednaki ili slabiji od x;

— kumulativna apsoltuna frekvencija "vece od" modaliteta x jednaka zbroju apsolutnih
frekvencija svih modaliteta (elemenata niza) koji su jednaki ili bolji od x;

— kumulativna relativna frekvencija ''manje od" modaliteta x jednaka koli¢niku apsolutne
kumulativne frekvencije "manje od" toga modaliteta i opsega statistickoga skupa;

— kumulativna relativna frekvencija ''vece od" modaliteta x jednaka koli¢niku apsolutne
kumulativne frekvencije "vece od" toga modaliteta i opsega statistickoga skupa.
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Izracunajmo relativne frekvencije (iskazane u postotcima), kumulativne apsolutne frekvencije
manje od, kumulativne relativne frekvencije manje od (iskazane u postotcima), kumulativne
apsolutne frekvencije vece od i kumulativne relativne frekvencije vece od (iskazane u
postotcima) za svaki modalitet promatranoga obiljeZja, pa interpretirajmo vrijednosti koje
odgovaraju obiljezju druga. (Relativne frekvencije izradunajmo s to¢noéu od 107
Naposljetku, prikazimo zadanu tablicu graficki jednostavnim stupcima, a niz kumulativnih
relativnih frekvencija manje od graficki tzv. kumulantom.

Pocinjemo kao i u prethodnom primjeru. Svakako ,,poc€istimo* MATLAB-ov komandni
prozor, pa u novi redak toga prozora utipkajmo matricu s apsolutnim frekvencijama:

A=[10959 7569 5594];
Matricu s relativnim frekvencijama iskazanima u postotcima dobijemo utipkavajuci:
R=(1/sum(A)*A)*100;

u novi redak komandnoga prozora. Zasad tu matricu ne¢emo ispisivati nego ¢emo njezin ispis
ostaviti za kraj zadatka.

Matricu kumulativnih apsolutnih frekvencija manje od izravno racuna MATLAB-ova funkcija
cumsum. Ona pretpostavlja da su modaliteti poredani od najslabijega prema najboljemu (bas
kao i mi maloprije), a njezin jedini argument je matrica apsolutnih frekvencija A. U novi
redak radnoga prostora utipkamo:

AM=cumsum (A) ;

Analogno, matricu kumulativnih relativnih frekvencija manje od dobivamo primjenom
funkcije cumsum na matricu relativnih frekvencija:

RM=cumsum (R) ;

Matricu kumulativnih apsolutnih frekvencija vece od nije moguce izravno izraCunati jer se
prigodom izracuna pretpostavlja da su modaliteti poredani od najboljega prema najslabijemu.
Stoga elemente matrice A treba zapisati u obrnutom redoslijedu. Radi jednostavnosti, tu ¢emo
proceduru u MATLAB-u implementirati kao posebnu funkciju. Otvorimo novu m—datoteku 1
u nju utipkajmo sljedeci niz naredbi:

function y=obrnuta (x);
y=x(end:-1:1);
end

Pohranimo dobivenu m-datoteku pod nazivom obrnuta.m i vratimo se u komandni prozor.
Daljnja strategija je jednostavna, a vrijedi i za izracun kumulativnih apsolutnih frekvencija
vece od i za izraCun kumulativnih relativnih frekvencija vece od:
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— formiramo matricu B koja se dobije ispisom elemenata matrice A u obrnutom poretku
(time zapravo slazemo apsolutne frekvencije od apsolutne frekvencije najboljega
modaliteta do apsolutne frekvencije najslabijega modaliteta);

— primijenimo funkciju cumsum na matricu B 1 dobijemo matricu C;

— ispiSemo elemente matrice C u obrnutom poretku (¢ime dobivamo polazni (tabli¢ni)
poredak modaliteta kojima odgovaraju izracunane kumulativne frekvencije).

Stoga u nova dva retka radnoga prostora utipkamo:

AV=obrnuta (cumsum (obrnuta (A)));
RV=obrnuta (cumsum (obrnuta(R)));

Preostaje ispisati svih pet dobivenih matrica. Utipkavanjem

R, AM, RM, AV, RV

dobijemo:
R =
45.43155625570019 31.37799519111185 23.19044855318796
AM =
10959 18528 24122
RM =
1.0e+002 *
0.45431556255700 0.76809551446812 1.00000000000000
AV =
24122 13163 5594
RV =
1.0e+002 ~*

1.00000000000000 0.54568443744300 0.23190448553188

Dobivene rezultate pregledno zapisujemo u sljedecoj tablici:

Godina Broj Relativna Kumulativha Kumulativha Kumulativna Kumulativna
studija | studenata | frekvencija apsolutna relativna apsolutna relativna
[%] [frekvencija [frekvencija frekvencija frekvencija
Jmanje od* ~manje od* [%] ,vece od‘ ,vece od” [%]
prva 10 959 45.43 10 959 45.43 24122 100
druga 7569 31.38 18 528 76.81 13163 54.57
treca 559%4 23.19 24 122 100 559%4 23.19
Ukupno: | 24122 100

Interpretacije dobivenih podataka za modalitet druga su redom sljedece:

Tocno 7 569 promatranih studenata studira na drugoj godini studija.

Priblizno 31.38% promatranih studenata studira na drugoj godini studija.
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Tocno 18 528 promatranih studenata studira na prvoj ili drugoj godini studija.
Priblizno 76.81% promatranih studenata studira na prvoj ili drugoj godini studija.
Tocno 13 163 promatranih studenata studira na drugoj ili tre¢oj godini studija.
Priblizno 54.57% promatranih studenata studira na drugoj ili trecoj godini studija.

Preostaje graficki prikazati zadanu tablicu 1 niz kumulativnih relativnih frekvencija manje od.
Jednostavne stupce dobijemo pomo¢u MATLAB-ove funkcije bar, a kumulantu pomocu
funkcije plot. Stoga utipkavanjem

bar (A7)

dobijemo:

12000

10000|

8000

6000(

4000

2000(

Slika 3.
a utipkavanjem
plot (RM)
dobijemo:
100
90
80t
701
60|
50
401 12 14 1.6 18 2 2.‘2 24 26 28 3
Slika 4.
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8.2. Kvantitativna diskretna statisticka obiljeZja

Pretpostavimo da imamo zadan statisti¢ki niz modaliteta nekoga kvantitativnoga diskretnoga
obiljezja (tj. podataka dobivenim brojanjem):

a, dz, ..., Ay

(Tih podataka ima kona&no mnogo, tj. n € N.) Zelimo te podatke prikazati tabli¢no i graficki,
te ih opisati pomoc¢u odgovarajucih statistiCkih pokazatelja.

Osnovna veli€ina pri tablicnomu prikazu podataka je (ponovno) apsolutna frekvencija nekoga
podatka. Dakle, ako se modalitet a; u zadanomu statistiCkomu nizu javlja ukupno f; puta, onda
kaZzemo da je apsolutna frekvencija modaliteta a; jednaka f;. Pripadna relativna frekvencija
(oznacimo je s r;). jednaka je koli¢niku apsolutne frekvencije f; i ukupnoga broja ¢lanova niza
iskazanom u postotcima. Ako modalitet a; ima relativnu frekvenciju r; [%], to znaci da je r;%
svih ¢lanova niza jednako a;.

Pomocu apsolutnih 1 relativnih frekvencija formiraju se ranije definirani nizovi kumulativnih
frekvencija. Da bismo uop¢e mogli raunati bilo koji element niza kumulativnih frekvencija,
zadane modalitete moramo sortirati, odnosno poredati ili od najvec¢ega prema najmanjemu (tj.
poredati silazno) ili od najmanjega prema najve¢emu (tj. poredati uzlazno). MATLAB-ova
funkcija sort ureduje niz numeric¢kih podataka od najmanjega prema najve¢emu pa ¢emo se i
mi odluciti na takav poredak podataka, tim viSe Sto MATLAB-ova funkcija cumsum za
raCunanje elemenata kumulativnoga niza apsolutnih/relativnih frekvencija manje od
pretpostavlja upravo takav poredak elemenata. (U slucaju suprotnoga poretka funkcija
cumsum ispisuje kumulativni niz apsolutnih/relativnih frekvencija vece od.)

Dakle, pretpostavimo da je aj, ay, ..., a, niz numerickih modaliteta sortiran od najmanjega
prema najveCemu. Radi potpunosti razmatranja, navedimo definicije gore spomenutih
kumulativnih frekvencija za slu¢aj kvantitativnoga obiljezja:

— Kumulativna apsolutna frekvencija "manje od " modaliteta a; jednaka je zbroju apsolutnih
frekvencija svih modaliteta (elemenata niza) koji su jednaki ili manji od a;;

- kumulativna apsolutna frekvencija "vece od " modaliteta a; jednaka zbroju apsolutnih
frekvencija svih modaliteta (elemenata niza) koji su jednaki ili ve¢i od a;;

- kumulativna relativna frekvencija '"manje od " modaliteta a; jednaka koli¢niku apsolutne
kumulativne frekvencije "manje od" toga modaliteta 1 zbroja apsolutnih frekvencija svih
modaliteta, pri ¢emu se taj koli¢nik obvezatno iskazuje u postotcima;

- kumulativna relativna frekvencija ''vece od " modaliteta a; jednaka koli¢niku apsolutne
kumulativne frekvencije "vece od" toga modaliteta 1 zbroja apsolutnih frekvencija svih
modaliteta, pri cemu se taj koli¢nik obvezatno iskazuje u postotcima.
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Na kraju ovoga kratkoga pregleda statistickih veli¢ina koje ¢e nam kasnije trebati spomenimo
1 osnovne numericke parametre statistickoga niza. Njihov je pregled dan u sljedecoj tablici.

Naziv parametra MATLAB-ova funkcija Interpretacija parametra
za racunanje parametra
aritmeticka sredina mean prosje€na vrijednost ¢lanova niza
varijanca var prosjecno kvadratno odstupanje ¢lanova niza

od aritmeticke sredine

standardno odstupanje std prosje€no odstupanje ¢lanova niza od aritmeti¢-

(standardna devijacija) ke sredine

koeficijent varijacije ne postoji relativna mjera rasprSenosti podataka, jednaka je

koli¢niku standardne devijacije i aritmeticke sre-
dine iskazanome u postotcima

Budu¢i da ¢emo sve podatke obradivati i analizirati pomo¢u MATLAB-a, "sirove", odnosno
neobradene numericke podatke zapisujemo matri¢no u obliku jednoretCane matrice. Razlog
tomu je Sto sve gornje funkcije imaju matri¢nu ulaznu varijablu. Zbog raznih prakti¢nih
razloga (najces¢i takav razlog je pogrjeska pri unosu podatka) prikladno je "sirove", odnosno
neobradene podatke zapisati u neku obi¢nu m—datoteku koju u svakomu trenutku mozemo
pozvati iz komandnoga prozora jednostavnim navodenjem njezina imena.

Pogledajmo na primjerima kako se tabli¢no i graficki obraduju numericki nizovi "sirovih"
podataka.

Primjer 1. Drzavna revizorica Purdica Knjizi¢ kontrolira to¢nost knjizenja knjigovodstvenih
zapisa. Odabiruci 30 uzoraka od kojih se svaki sastoji od to¢no 20 knjigovodstvenih zapisa
biljezila je broj pogresnih zapisa u svakom uzorku. Dobila je sljedece podatke:

3,5,2,2,5,7,6,3,1,4,8,0,0,3,6,2,5,3,0,1,6,4,4,7,2,1,6,0,3,5

PrikaZimo te podatke tablicno, odredimo apsolutnu, relativnu, kumulativhu apsolutnu i
kumulativnu relativhu frekvenciju "manje od" modaliteta 4, te sve osnovne numericke
parametre ovoga statisticCkoga niza, pa ih interpretirajmo.

Kako smo rekli, zadani niz "sirovih" podataka najprije zapiSemo u obliku jednoretane
matrice u obi¢nu m—datoteku. Nazovimo tu datoteku pogreske.m. U nju utipkamo (u jednomu
retku):

X
1/ 6/ 4/ 4/ 7/ 2/ 1/ 6/ Or 3/ 5]

pohranimo unesene podatke i vratimo se u komandni prozor. U njegovu novome retku
utipkajmo:

pogreske
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Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:

X =
Columns 1 through 13

3 5 2 2 5 7 6 3 1 4 8 0 0
Columns 14 through 26

3 6 2 5 3 0 1 6 4 4 7 2 1
Columns 27 through 30

6 0 3 5

PrikaZimo najprije te podatke tablicno. Uoc¢imo da se gornji niz sastoji od ukupno 9 razli€itih
vrijednosti (modaliteta): 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 1 8. Svaka od tih vrijednosti pojavljuje se u nizu
odredeni broj puta, pa najprije moramo odrediti te brojeve. U tu svrhu kreirajmo m—datoteku
af.m koja sadrZzi jedino funkciju af ¢ija je jedina ulazna varijabla matrica x, a izlazne varijable
matrice a 1 f koje sadrZe sve razliCite elemente niza poredane od najmanjega do najvecega, te
njihove apsolutne frekvencije.

Otvorimo novu m-datoteku af.m. U njezin komandni prozor utipkajmo:

function [a, fl=af (x)
x=sort (x);
j=1;
n=1;
for k=2:size(x,2)
if x(k)==x(k-1)
n=n+1;
else

end
a(j)=x(k);
f(Jj)=n;
end

Objasnite svaki redak ove m—datoteke. Uocite na koji smo nacin odredili apsolutne
frekvencije svakoga pojedinoga modaliteta.

Pohranimo utipkane naredbe i vratimo se u MATLAB-ov komandni prozor. Utipkajmo:
[a, f]l=af (x)
i dobit ¢emo:

a =

f =
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Iz tablice oc¢itamo da je apsolutna frekvencija modaliteta 4 jednaka 3, Sto interpretiramo
ovako: U tocno 3 uzorka bilo je tocno 4 pogresna zapisa. Izraunajmo sada relativnu
frekvenciju toga modaliteta prema njezinoj definicijskoj formuli. Utipkajmo:

r=4/30*100
1 dobit ¢emo:

r =

13.33333333333333

Taj broj interpretiramo ovako: U priblizno 13.333% uzoraka bilo je tocno 4 pogresna zapisa.
Uocite koji su pokazatelji u toj interpretaciji tocno, a koji priblizno izracunani.

Prijedimo na izraCunavanje elemenata niza kumulativnih frekvencija "manje od ". Kao i u
prethodnoj tocki, utipkajmo:

fm=cumsum (£f)
i dobijemo:

fm =
4 7 11 16 19 23 277 29 30

Modalitetu 4 odgovara kumulativna apsolutna frekvencija 19. Taj broj interpretiramo ovako:
U tocno 19 promatranih uzoraka bilo je najvise 4 pogresna zapisa.

Pripadnu kumulativnu relativnu frekvenciju odredujemo utipkavanjem:
krf=19/30*100
Dobijemo:

krf =
53.33333333333334

Taj broj interpretiramo ovako: U pribliZno 53.333% promatranih uzoraka bilo je najvise 4
pogresSna zapisa. Naravno, sve elemente niza kumulativnih relativnih frekvencija manje od
dobili bismo utipkavanjem:

r=(1/sum(f)*£)*100;
rfm=cumsum(r)

Za vjezbu, analogno kao u prethodnoj toc€ki, odredite sve clanove niza kumulativnih
apsolutnih/relativnih frekvencija vece od.
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Preostaje nam jo§ izraCunati i interpretirati osnovne numericke parametre ovoga niza.
IzraCunat ¢emo ih pomocu funkcijske m—datoteke negrupirani.m kako bismo izbjegli
viSekratno utipkavanja niza istih naredbi. Otvorimo novu m—datoteku i utipkajmo:

function [sv,vVv,sd,kv]=negrupirani (x);
sv=mean (x) ;

v=var (x) ;

sd=std (x);

kv=sd/sv*100;

Pohranimo unesene naredbe i vratimo se u komandni prozor. U novi red utipkamo:
[sv,Vv,sd, kv]=negrupirani (x)
i dobijemo:

SV =
3.46666666666667
v =
5.42988505747126
sd =
2.33021137613549
kv =
67.21763585006228

Te parametre redom interpretiramo ovako:

Prosjecan broj pogresaka u jednom uzorku (ili po jednom uzorku) iznosi pribliZno 3.466667.
Prosjecno kvadratno odstupanje broja pogresaka od aritmeticke sredine iznosi priblizno
5.42989.

Prosjecno odstupanje broja pogresaka od aritmeticke sredine iznosi pribliZno 2.33021.
Rasprsenost pogresaka oko prosjecnoga broja pogresaka je priblizno 67.21764% (prili¢no
velika, Sto znaci da se podatci slabo grupiraju oko aritmeticke sredine).

Zelimo li obradene podatke prikazati graficki, to moZemo uéiniti na vise nadina. Najces¢i
prikazi su poligon apsolutnih frekvencija (ili mnogokut ucestalosti), ve¢ razmatrani
jednostavni stupci i jednostavni retci. Dobivamo ih rabe¢i funkcije plot, bar i barh.
Utipkajmo najprije:

plot(a, f)

i dobit ¢emo sljedeci graf:
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Slika 5.

Kako moZemo vidjeti, na os x nanosimo vrijednosti modaliteta, a na os y vrijednosti
apsolutnih frekvencija. Par (i, a;) tvori tocku grafa, a svake dvije neposredno susjedne tocke
spojene su duZinom. Zbog toga ovaj poligon pripada u tzv. jednostavne izlomljene krivulje.

Zatvorimo prethodnu sliku, vratimo se u komandni prozor i u njegov novi red utipkajmo:
bar (a, f)

Dobit ¢emo sljedecu sliku:

Slika 6.

Zelimo li vizualno efektniji prikaz, mozemo utipkati:
bar3(a, f)

Sto daje sljedecu trodimenzionalnu sliku:
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Slika 7.

Potpuno analogno postupamo i u slucaju prikazivanja pomocu jednostavnih redaka.
Zatvorimo prethodne slike. U novi red komandnoga prozora utipkamo:

barh(a, £)

1 dobijemo:

Slika 8.

Ako i ovdje zelimo trodimenzionalni prikaz, utipkat ¢emo:
bar3h(a, f)

1 dobiti sliku:
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Slika 9.

Ovime je obrada i analiza zadanoga niza zavrSena.

Primjer 2. Brojanje poziva u nekoj je telefonskoj centrali vrSeno automatski u jednakim
vremenskim intervalima od po jedne minute. Kapacitet centrale jest Sest poziva u minuti.
Telefonski operater biljezio je broj poziva u svakoj minuti tijekom jednoga sata i dobio je
sljedece vrijednosti:

2,3,5,3,0,3,0,5,4,4,6,3,4,6,3,5,6,3,4,1,0,3,4,5,6,3,0,3,0,4,1,2,0,3,4,5,3,5,3,2,3,4,5,3,6,4,3,2,4.2,
1,3,4,5,6,4,3,4,2,1.

a) PrikaZzimo dobiveni statisticki niz tabli¢no 1 graficki (poligonom frekvencija i jednostavnim
3D-stupcima).

b) Odredimo apsolutnu i relativnu frekvenciju modaliteta O i interpretirajmo te vrijednosti.
¢) IzraCunajmo postotak minuta u kojima broj poziva nije bio veci od 4.

d) IzraCunajmo prosjeCan broj poziva u minuti, te odgovaraju¢i pokazatelj rasprSenosti
brojeva poziva oko prosje¢noga broja poziva.

Da bismo rijesili sve navedene zadatke, navedene "sirove" podatke najprije moramo zapisati
matri¢no u obi¢nu m—datoteku. Nazovimo tu datoteku pozivi.m. Otvorimo tu datoteku pa
preslikom gornjih vrijednosti (jednostavnom Copy — Paste tehnikom) unesimo:

x=[2,3,5,3,0,3,0,5,4,4,6,3,4,6,3,5,¢6,3,4,1,0,3,4,5,6,3,0,3,0,4
I1121OI3I4I5I3I5I3I2I3I4I5I3I6I4I3I2I4I2I1131415161413141211];

Na kraju gornjega retka stavili smo tocku-zarez kako bismo sprijeCili MATLAB da nam
iznova ispisSe svih 60 dobivenih podataka. Pohranimo unesene podatke, vratimo se u koman-
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dni prozor i u njegov novi redak upisimo:
pozivi

Ovime smo "neprimjetno" deklarirali matricu x i u komandnomu prozoru. Sada mozemo
prije¢i na rjeSavanje zadataka.

a) Najprije utipkajmo:
[a,f]=af (x)
pa ¢e MATLAB ispisati:

a =

f:
6 4 6 17 13 8 6

1 to je traZeni tablicni prikaz. Za graficki prikaz u novi red komandnoga prozora najprije
utipkajmo:

plot(a, f)

i dobit ¢emo sljedeci poligon frekvencija:

Slika 10.

Zatvorimo dobivenu sliku 1 vratimo se u komandni prozor. Za prikaz podataka pomocu
jednostavnih 3D-stupaca u novi redak upisimo:

bar3(a, f)

1 dobit ¢emo traZeni prikaz:
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A A A A A A

Slika 11.

b) Iz tablice dobivene u a) zadatku ocitavamo da je apsolutna frekvencija modaliteta O
jednaka 6. To znaci da u tocno 6 minuta nije bilo niti jednoga poziva. Relativnu frekvenciju
ra¢unamo iz njezine definicijske formule:

r=6/60%100
pa ¢e MATLAB ispisati:

r =
10

To znaci da u tocno 10% minuta nije bilo niti jednoga poziva.

¢) U ovome nam je zadatku zadana interpretacija jedne vrste frekvencija za jedan od
modaliteta. Rije¢ "postotak" ukazuje da se radi o relativnim frekvencijama, a rije¢i "nije bio
veci od 4" ukazuju da je rije¢ o kumulativnoj relativnoj frekvenciji "manje od" modaliteta 4.
Dakle, trazimo kumulativnu relativnu frekvenciju "manje od" modaliteta 4. Da bismo je
odredili, najprije moramo izraCunati pripadnu kumulativnhu apsolutnu frekvenciju. Ona se
dobije pomoc¢u funkcije cumsum. Dakle, u novi redak komandnoga prozora utipkamo:

rfm=(1/sum(f) *cumsum(£))*100
Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

rfm =
1.0e+002 *
Columns 1 through 4
0.10000000000000 0.16666666666667 0.26666666666667
0.55000000000000
Columns 5 through 7
0.76666666666667 0.90000000000000 1.00000000000000
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Preostaje ocitati trazenu kumulativnu relativnu frekvenciju:

krf =
76.66666666666667

Dakle, u priblizno 76.6667% minuta broj poziva nije bio veci od 4.

d) Tekst ovoga zadatka dulji je od njegova rjeSenja: traze se (samo) vrijednosti aritmeticke
sredine i koeficijenta varijacije. IzraCunat ¢emo ih u novomu retku:

sv=mean (x),kv=std(x)/sv*100
pa dobivamo:

SV

kv

3.25000000000000
52

.42107505975262

Dakle, prosjecno je bilo 3.25 poziva u jednoj minuti, a rasprSenost poziva oko prosje¢noga
broja poziva iznosi priblizno 52.421% (relativno velika).

8.3. Kvantitativna kontinuirana statisticka obiljeZja

Za razliku od kvanititativnih diskretnih statistickih obiljeZja ¢ije modalitete dobivamo
brojanjem, modalitete kontinuiranih statistickih obiljeZja dobivamo mjerenjem. Zbog jako
velikoga broja tako dobivenih modaliteta prikladno ih je grupirati u razrede jednakih Sirina.
Ukratko ¢emo opisati kako za zadane modalitete kvantitativnoga kontinuiranoga statistickoga
obiljeZja formirati grupiranje u razrede jednakih Sirina, te kako dalje "raCunati" s takvim
razredima. Postoji viSe takvih "tehnika", a mi ¢emo opisati onu koju ¢emo primjenjivati u
MATLAB-u.

Najprije zadajemo ukupan broj razreda jednakih Sirina u koje Zelimo grupirati podatke.
OznaCimo taj broj sa r. Kao najmanji element prvoga (ili pocetnoga) razreda uzmemo
najmanji modalitet (ozna¢imo ga sa m), a kao najve¢i element zadnjega (ili zavrSnoga)
razreda uzmemo najveci modalitet (ozna¢imo ga sa M). Izracunamo vrijednost

M —-m

d= .
r

Veli¢inu d nazivamo sirina razreda. Tako definiramo razrede kao sljedece intervale:

mm+dy,m+d,m+2-dy,m+2-dm+3-d),....,[m+@r-1)-d, M]
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Uocimo da je razlika supremuma i najmanjega elementa svakoga razreda jednaka d, Sto
opravdava terminologiju ,razredi jednakih Sirina“. Sada svaki od modaliteta pridruZzimo
odgovaraju¢em razredu, pa tako dobivamo apsolutne frekvencije razreda f;. Te frekvencije
govore koliko je podataka u kojemu razredu. Njihov ukupan zbroj mora biti jednak ukupnomu
broju polaznih podataka (negrupiranih u razrede). Najmanji element svakoga razreda naziva
se donja granica razreda, a supremum svakoga razreda gornja granica razreda.

Namece se pitanje: kako raCunati s dobivenim razredima? Mi znamo zbrajati, oduzimati,
mnoziti i dijeliti samo realne brojeve, ali ne i poluotvorene intervale, odnosno segmente. Taj
se problem rjeSava definiranjem razredne sredine kao aritmeticke sredine najmanjega i
maksimalnoga ¢lana pojedinoga razreda. Drugim rijeCima, ako je [A, B) ili [A, B] neki razred,
onda je razredna sredina toga razreda realan broj s definiran formulom
A+B
s = .

2

Tako svaki od dobivenih razreda "zamijenimo" s njegovom sredinom, pa dobivamo istu
situaciju kao 1 u prethodnoj tocki. Zapravo smo problem s kontinuiranim obiljezjem "preveli"
na problem s diskretnim obiljezjem.

U MATLAB-u ¢emo opisano grupiranje izvesti pomocu funkcije sfd ¢ije su ulazne varijable
matrica x s negrupiranim podatcima i ukupan broj razreda r, a izlazne varijable matrica
razrednih sredina, matrica njihovih apsolutnih frekvencija i razredna Sirina svakoga razreda.
Pritom preSutno pretpostavljamo da je vrijednost varijable r prirodan broj. Tu ¢emo funkciju
pohraniti u funkcijskoj m-datoteci sfd.m.

Otvorimo novu m—datoteku, pa u nju utipkajmo sljedeci niz naredbi:

function [s,f,d]=sfd(x,r)
m=min (x) ;
M=max (x) ;
d=(M-m) /r;
dg=m:d: (M-d) ;
gg=dg+d;
s=(dg+gg) /2;
f=zeros(1l,r);
for k=l:size(x,2)
j=1;
while j<=r-1
if and(x(k)>=dg(3),=(k)<gg(3))
£(3)=F(3)+1;
end;
j=J+1;
end;
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if and(x(k)>=dg(r),x(k)<=gg(r))
f(r)y=f(r)+1;
end;
end

Objasnite svaki redak ove m—datoteke. Uocite kako smo pomocu logickoga operatora and
provjeravali kojem razredu pripada svaki pojedini negrupirani podatak.

Pohranimo upisani niz naredbi pod nazivom sfd.m i vratimo se u komandni prozor.
Primijenimo dobivenu funkciju na rjeSavanje sljedecega primjera:

Primjer 1. Mjerenjem masa (u kg) trideset purana u nekomu peradarniku dobiveni su sljedeci
podatci:

8.22, 6.03, 5.81, 7.23, 5.67, 4.90, 6.97, 8.65, 8.44, 7.57, 6.89, 6.60, 6.85, 5.52, 5.14, 6.97,
7.98,5.70, 5.09, 7.22, 5.54, 8.06, 7.33, 5.94, 6.47,7.24, 6.59, 5.83, 7.58, 6.15

Grupirajmo dobivene podatke u to€no r = 5 razreda jednakih Sirina. Izra¢unajmo osnovne
numeri¢ke parametre negrupiranih i grupiranih podataka, interpretirajmo ih i usporedimo.
Naposljetku, dobivenu razdiobu podataka prikaZzimo graficki.

Podatke najprije zapiSemo u obi¢nu m—datoteku koju ¢emo nazvati purani.m. Otvorimo je (iz
komandnoga prozora) pa utipkajmo:

x=[8.22, 6.03, 5.81, 7.23, 5.67, 4.90, 6.97, 8.65, 8.44, 7.57,
6.89, 6.60, 6.85, 5.52, 5.14, 6.97, 7.98, 5.70, 5.09, 7.22,
5.54, 8.06, 7.33, 5.94, 6.47, 7.24, 6.59, 5.83, 7.58, 6.15];

Pohranimo unesene podatke i vratimo se u komandni prozor. U novi redak utipkamo:
purani

Tako smo inicijalizirali matricu x s masama purana. Grupirajmo ih u 5 razreda utipkavanjem:
[s,f,d]=sfd(x,5)

Dobit ¢emo:

S =
Columns 1 through 4
5.27500000000000 6.02500000000000 6.77500000000000 7.52500000000000
Column 5
8.27500000000000
f =
5 7 7 6 5
Cc =
0.75000000000000
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Dakle, razredne sredine su redovm 5.275, 6.025, 6.775, 7.525 i 8.275, a pripadne apsolutne
frekvencije redom 5, 7, 7, 6 1 5. Sirina svakoga razreda jednaka je 0.75.

Za razliku od primjera iz prethodne tocke u kojima smo sve osnovne numeri¢ke parametre
racunali pomocu odgovaraju¢ih MATLAB-ovih funkcija, ovdje te parametre moramo racunati
rabec¢i definicijske formule. Ipak, da ih ne bismo morali neprekidno utipkavati, stvorit ¢emo
funkcijsku m—datoteku grupirani.m. Ona ¢e sadrzavati jedino funkciju grupirani Cije su
ulazne varijable matrice s 1 f, a izlazne varijable vrijednosti aritmeticke sredine, varijance,
standardnoga odstupanja i koeficijenta varijacije.

Otvorimo novu m—datoteku i u nju utipkajmo:

function [sv,v,sd,kv] = grupirani(s,f);
N=sum(f) ;

sv=s*f'/N;

v=(s."2)*f'"/N-sv"2;

sd=sqgrt(v) ;

kv=sd/sv*100;

Pohranimo unesene naredbe i vratimo se u komandni prozor. Utipkajmo:
[sv,v,sd, kv]=grupirani (s, f)
pa ¢e MATLAB ispisati:

SV =
6.75000000000000
v =
0.99312499999999
sd =
0.99655657139973
kv =
14.76380105777383

Interpretacije dobivenih vrijednosti su sljedece:

Prosjecna masa jednoga purana iznosi 6.75 kg.

Prosjecno kvadratno odstupanje masa purana od prosjecne mase iznosi priblizno 0.993 kgz.
Prosjecno odstupanje masa purana od prosjecne mase iznosi priblizno 0.997 kg.
Rasprsenost masa purana oko prosjecne mase iznosi priblizno 14.764% (relativno mala).

Izradunajmo sada vrijednosti istih veli¢ina, ali iz negrupiranih podataka. Pritisnimo tipku T i
preuredimo posljednje upisanu naredbu ovako:

[sv,Vv,sd,kv]=negrupirani (x)
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Dobit ¢emo:

SV =

(&)}

.67266666666667
v =

.08962712643678
sd

1
1.043852061566

kv
15.64370159206571

Interpretacije dobivenih vrijednosti su iste kao 1 za grupirane podatke.

Usporedimo dobivene rezultate. PrimjeCujemo da je prosjena masa izraCunana iz
negrupiranih podataka manja od prosje¢ne mase izraCunane iz grupiranih podataka, dok su
varijanca, standardno odstupanje i1 koeficijent varijacije veli. Namece se pitanje: koje
vrijednosti bolje opisuju zadani niz masa purana? Odgovor je uvijek: vrijednosti dobivene
pomocu negrupiranih podataka. Grupiranjem u razrede i zamjenom razreda njegovom
sredinom dobivamo na jednostavnosti baratanja s podatcima, ali gubimo na to¢nosti izraCuna
osnovnih numeric¢kih parametara statistickoga niza. Zbog toga je bolje — kad god nije odvec
sloZzeno — osnovne numericke parametre statistickoga niza raCunati pomocu negrupiranih
podataka.

Preostaje dobivene grupirane podatke prikazati graficki. Modaliteti kvantitativnih
kontinuiranih statistickih obiljezja uvijek se prikazuju histogramom (studenti vole re¢i da su
to "slijepljeni jednostavni stupci"). Histogram dobijemo pomocu funkcije hist Cije su ulazne
varijable matrica x negrupiranih podataka i ukupan broj razreda r. U naSem sluc¢aju utipkamo:

hist (x,5)

1 dobijemo sljedeci histogram:
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Slika 12.

Poligon frekvencija koji dobijemo utipkavanjem

plot (s, f)

u ovom sluc¢aju izgleda ovako:

6.8

6.6

6.4

6.2+

5.8

5.6

5.4+

5.2+

Slika 13.
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Primjer 2. Mjerenjem trajanja rada (do prvoga kvara) odredenoga broja raCunala istoga tipa
dobiveni su sljedeci rezultati:

Trajanje rada [godina] | Broj racunala
0.7-0.8 4
0.8-0.9 11
09-1.0 22
1.0-1.1 8
1.1-1.2 5
Ukupno: 50

Izracunajmo relativne frekvencije, pa formirajmo kumulativne nizove manje od i vecée od
apsolutnih, odnosno relativnih frekvencija. Objasnimo pokazatelje koji se odnose na treci
razred. Potom izracunajmo osnovne numeri¢ke pokazatelje promatrane razdiobe i prikaZimo
promatranu razdiobu graficki histogramom.

U ovome nam je primjeru ve¢ zadana razdioba podataka u prave razrede jednakih Sirina, pa ne
moramo primjenjivati funkciju s fd. Buduci da su razredi jednakih Sirina i te Sirine su jednake

0.1, razredne sredine tvore aritmeticki niz kojemu je prvi €lan s; = w =0.75, posljednji
. L.L1+1.2 . . . . .

¢lan s5 = T =1.15, a razlika d = 0.1. Stoga matricu razrednih sredina s generiramo
utipkavajuci

s=0.75:0.1:1.15;

u novi redak komandnoga prozora. Pripadnu matricu apsolutnih frekvencija f utipkamo
,fuéno*“ u novi redak komandnoga prozora:

f=[74 11 22 8 5];

IzraCunajmo najprije relativne frekvencije. U novi redak komandnoga prozora utipkajmo:
r=(1/sum(f)*f)*100

Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:

r =
8 22 44 16 10

Zadanu tablicu nadopunimo s tre¢im stupcem u kojemu ¢emo napisati izraCunane relativne
frekvencije razreda. Dobijemo sljedecu tablicu:
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Trajanje rada [godina] | Broj racunala | Relativna frekvencija %]
0.7-0.8 4 8
0.8-0.9 11 22
0.9-1.0 22 44
1.0-1.1 8 16
1.1-1.2 5 10
Ukupno: 50 100

Pokazatelj koji se odnosi na tre¢i razred je r3; = 44. ZakljuCujemo da tocno 44% svih
promatranih racunala ima trajanje rada izmedu 0.9 godina i jedne godine. (Preciznije: to€no
449% promatranih racunala ima trajanje rada dulje od 0.9 godina, ali ne dulje od jedne godine.)

U nastavku formirajmo niz apsolutnih/relativnih frekvencija manje od. To ¢emo uciniti

primjenom funkcije cumsum na matricu s apsolutnim, odnosno relativnim frekvencijama. U
sljede¢i redak MATLAB-ova komandnoga prozora utipkajmo:

am=cumsum(f), rm=cumsum(r)
Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:

am =

4 15 37 45 50
rm =

8 30 74 90 100

Tako smo dobili kumulativne nizove manje od apsolutnih, odnosno relativnih frekvencija, pa
maloprijasnju tablicu nadopunjujemo s jo$ dva stupca:

Trajanje Broj Relativna Kumulativna Kumulativna
rada [godina] | racunala | frekvencija [%) frekvencija frekvencija manje od

manje od [%]

0.7-0.8 4 8 4 8

0.8-0.9 11 22 15 30

0.9-1.0 22 44 37 74

1.0-1.1 8 16 45 90

1.1-1.2 5 10 50 100

Ukupno: 50 100

Pripadni ¢lanovi dobivenih nizova koji se odnose na tre¢i razred su (am)s; = 37 i (rm); = 74.
To znaci da tocno 37, odnosno 74% svih promatranih racunala ima trajanje rada ne dulje od
Jjedne godine.

Odgovaraju¢e nizove apsolutnih, odnosno relativnih frekvencija vece od formirat ¢emo
koristeci ranije definiranu funkciju obrnuta. U novi redak MATLAB-ova komandnoga pro-
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zora utipkajmo:
av=obrnuta (cumsum(obrnuta(f))), rv=obrnuta (cumsum(obrnuta(r)))

Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:

av =

50 46 35 13 5
rv =

100 92 70 26 10

Tako smo dobili jo§ dva niza kumulativnih frekvencija s kojima moZemo nadopuniti polaznu
tablicu:

Trajanje Broj Relativna | Kumulativna | Kumulativna | Kumulativna Kumulativha
rada racunala | frekvencija | frekvencija frekvencija [frekvencija frekvencija vecée od

[godina] [%] manje od manje od [%] vece od [%]
0.7-0.8 4 8 4 8 50 100
0.8-0.9 11 22 15 30 46 92
09-1.0 22 44 37 74 35 70
1.0-1.1 8 16 45 90 13 26
1.1-1.2 5 10 50 100 5 10
Ukupno: 50 100

Pripadni ¢lanovi tih nizova koji se odnose na tre¢i razred su (av); = 351 (rv); = 70. To znaci
da tocno 35, odnosno 70% svih promatranih racunala ima trajanje rada dulje od 0.9 godina.

Osnovne numericke pokazatelje promatrane razdiobe (aritmeticku sredinu, varijancu,
standardno odstupanje i koeficijent varijacije) izracunat ¢emo pokretanjem ranije definirane
funkcije grupirani. U novi redak komandnoga prozora utipkamo:

[sv,v,sd,kv]=grupirani (s, f)
Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

SV =

(@]

.94800000000000
v =

.01099600000000
sd

kv

0
0.10486181383135
11

.06137276701963
Ove velicine interpretiramo ovako:
— Prosjecno trajanje rada promatranih racunala iznosi to¢no 0.948 godina.

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 193




TVZ

MNICKO VELEUGILISTE U ZAGRER
POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL

Matematicki alati u elektrotehnici

— Pripadna varijanca iznosi (priblizno) 0.11 godina®.

— Standardno odstupanje iznosi (priblizno) 0.10486 godina.

— Koeficijent varijacije iznosi (priblizno) 11.06%, §to znaci da je rasprSenost podataka
oko aritmeticke sredine relativno slaba.

Preostaje graficki prikazati podatke histogramom. U tu svrhu koristimo funkciju bar.
Prigodom njezina poziva kao tre¢i argument upisujemo 1. (Podsjetimo: funkcija hist
zahtijeva negrupirane podatke.) Utipkavanjem

bar(s,f,1)

dobijemo trazeni histogram:

25

09

Slika 14.
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8.4. Zadatci za vjezbu

1. U donjoj tablici prikazana je podjela svih obustavljenih pripremnih postupaka Drzavnoga
odvjetniStva Republike Hrvatske u 2011. godini (stanje na dan 31.12.2011.) prema razlogu
obustave.

a)
b)

c)

d)
e)

f)

Razlog obustave Broj obustavljenih postupaka
nije kazneno djelo 7
beznacajno djelo 6
okolnosti koje iskljucuju krivnju 10
nema dokaza 65
odustajanje drzavnoga odvjetnika 34
svrhovitost postupka 98
Ukupno 220

izvor: Mjesecno priopéenje Drzavnoga zavoda za statistiku Republike Hrvatske, Zagreb, ozujak 2012. (dostupno na: www.dzs.hr)

Odredite statisticki skup 1 njegov opseg.

Prema kojemu su obiljeZju podijeljeni svi elementi statistickoga skupa? Kakvo je to
obiljezje: kvalitativno ili kvantitativno? Objasnite svoj odgovor.

Koliko modaliteta ima promatrano obiljezje? Navedite ih.

Interpretirajte apsolutnu frekvenciju modaliteta nema dokaza.

S to¢nos¢u od 107 izraCunajte relativhu frekvenciju svakoga pojedinoga modaliteta
iskazanu u postotcima. Interpretirajte tako dobivenu relativhu frekvenciju modaliteta
svrhovitost postupka.

Podatke iz tablice prikazite graficki jednostavnim stupcima, a dobivene relativne
frekvencije prikazite tabli¢no i graficki strukturnim krugom.

2. U donjoj tablici prikazana je podjela Zena — istraZzivaa s punim radnim vremenom u
Republici Hrvatskoj na dan 31.12.2009. prema sektoru zapoSljavanja.

a)
b)

c)
d)

Sektor zaposljavanja | Broj osoba
poslovni sektor 592
drzavni sektor 1328
neprofitni sektor 3
visoko obrazovanje 2927
Ukupno 4 850

izvor: Statisticke informacije 2011., Drzavni zavod za statistiku, Zagreb, 2011. (dostupno na: www.dzs.hr)

Odredite statisticki skup i njegov opseg.

Prema kojemu su obiljeZju podijeljeni svi elementi statistickoga skupa? Kakvo je to
obiljezje: kvalitativno ili kvantitativno? Objasnite svoj odgovor.

Koliko modaliteta ima promatrano obiljezje? Navedite ih.

Interpretirajte apsolutnu frekvenciju modaliteta drZavni sektor.
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S totnoséu od 107 izratunajte relativnu frekvenciju svakoga pojedinoga modaliteta
iskazanu u postotcima. Interpretirajte tako dobivenu relativnu frekvenciju modaliteta
poslovni sektor.

Podatke iz tablice prikazZite graficki jednostavnim stupcima. Dobivene relativne
frekvencije prikaZzite tabli¢no i graficki strukturnim krugom.

3. U donjoj tablici prikazana je podjela svih punoljetnih stanovnika Spi¢kovine (stanje na dan
31.03.2012.) prema najvisoj zavrSenoj Skoli.

a)
b)

c)

d)
e)

g)

Najvisa zavrsena skola | Broj osoba
osnovna 520
srednja 460
veleuciliSte 200
fakultet 120
Ukupno 1300

Odredite statisticki skup i njegov opseg.

Prema kojemu su obiljeZju podijeljeni svi elementi statistickoga skupa? Kakvo je to
obiljezje: kvalitativno ili kvantitativno? Objasnite svoj odgovor.

Koliko modaliteta ima promatrano obiljezje? Navedite ih.

Interpretirajte apsolutnu frekvenciju modaliteta veleuciliste.

S to¢no¥¢u od 107 izraCunajte relativnu frekvenciju svakoga pojedinoga modaliteta
iskazanu u postotcima. Interpretirajte tako dobivenu relativhu frekvenciju modaliteta
osnovna Skola.

Formirajte nizove kumulativnih apsolutnih/relativnih frekvencija manje od i vece od, pa
interpretirajte one Clanove tih nizova koji se odnose na modalitet srednja. Relativne
frekvencije iskaZite u postotcima i izradunajte s to¢noséu od 107,

Podatke iz tablice prikaZite graficki jednostavnim retcima. Relativne frekvencije prikazite
tabli¢no i graficki strukturnim krugom. Niz kumulativnih relativnih frekvencija manje od
graficki prikazite odgovaraju¢om kumulantom.

4. U donjoj tablici prikazana je podjela svih stanovnika Frkljevaca prema stupnju zadovoljstva
radom nacelnika njihova mjesta (stanje na dan 31.03.2012.).

a)

Stupanj zadovoljstva Broj osoba
vrlo nezadovoljan 650
nezadovoljan 170
ni zadovoljan ni nezadovoljan 10
zadovoljan 7
vrlo zadovoljan 5
Ukupno 842

Odredite statisticki skup i njegov opseg.
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Prema kojemu su obiljeZju podijeljeni svi elementi statistickoga skupa? Kakvo je to
obiljezje: kvalitativno ili kvantitativno? Objasnite svoj odgovor.

Koliko modaliteta ima promatrano obiljezje? Navedite ih.

Interpretirajte apsolutnu frekvenciju modaliteta nezadovoljan.

S totnoséu od 107 izratunajte relativnu frekvenciju svakoga pojedinoga modaliteta
iskazanu u postotcima. Interpretirajte tako dobivenu relativnu frekvenciju modaliteta ni
zadovoljan ni nezadovoljan.

Formirajte nizove kumulativnih apsolutnih/relativnih frekvencija manje od 1 vece od, pa
interpretirajte one Clanove tih nizova koji se odnose na modalitet srednja. Relativne
frekvencije iskaZite u postotcima i izraunajte s tocnos¢u od 1072

Podatke iz tablice prikaZite graficki jednostavnim retcima. Relativne frekvencije prikazite
tabli¢no 1 graficki strukturnim krugom. Niz kumulativnih relativnih frekvencijama manje
od graficki prikazite odgovaraju¢om kumulantom.

5. Tijekom protekle dvije godine Ivica je svakoga mjeseca biljezio iznos telefonskoga racuna
(u kn). Dobio je sljedece vrijednosti:

250.45, 220.79, 235.75, 245.36, 224.46, 236.24, 180.42, 182.64, 228.26, 234.18, 226.89,
232.74, 260.10, 218.32, 225.48, 241.66, 214.83, 233.14, 182.26, 187.85, 227.67, 237.08,
232.49, 229.84.

a)

b)

c)

d)

Je 1i u ovome slucaju rije¢ o vrijednostima kvantitativnoga diskretnoga ili kvantitativnoga
kontinuiranoga statisti¢koga obiljezja? ObrazloZite svoj odgovor.

Grupirajte dobivene vrijednosti u ukupno 6 razreda jednakih Sirina i prikazite dobivene
rezultate grafiCki histogramom.

IzraCunajte relativnu frekvenciju, kumulativnu apsolutnu/relativnu frekvenciju manje od i
kumulativnu apsolutnu/relativnu frekvenciju vece od svakoga pojedinoga razreda
dobivenoga u b) podzadatku. Sve relativne frekvencije izrazite u postotcima i izraCunajte s
to¢noséu od 107 Interpretirajte statisticke pokazatelje dobivene za Cetvrti razred.

S to¢no¥¢u od 107 izradunajte osnovne numerike parametre zadanoga statistickoga niza
rabeci negrupirane i grupirane podatke. Interpretirajte svaki od tih parametara.

6. Tijekom protekloga mjeseca Janica je svakoga dana biljeZila ocjene iz Skolskih ispita i
dobila je sljedece vrijednosti:

a)

b)
¢)

3,2,4,4,2,5,5,2,2,4,3,4,2,2,5,4,4,3,2,4,3,3,5,4,5,3,2,5,4, 2.

Je 1i u ovome slucaju rije¢ o vrijednostima kvantitativnoga diskretnoga ili kvantitativnoga
kontinuiranoga statistickoga obiljezja? Obrazlozite svoj odgovor.

PrikaZite dobivene podatke tabli¢no i graficki jednostavnim retcima.

Za svaki modalitet dobiven u b) podzadatku izracunajte apsolutnu, relativnu, kumulativnu
apsolutnu 1 kumulativnu relativnu frekvenciju "manje od". Relativne frekvencije izrazite u
postotcima i izraGunajte s toéno$éu od 1072 Interpretirajte svaki izraGunani pokazatelj za
modalitet 3.
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d) Izracunajte postotak Skolskih ispita iz kojih je Janica dobila barem "Cetvorku".
e) IzraCunajte Jani¢inu prosjecnu ocjenu iz Skolskih ispita, te odgovaraju¢i pokazatel]
rasprSenosti ocjena oko prosjecne ocjene.

7. Rodiliste u Vukovaru tijekom proteklih je mjeseci biljezilo porodajnu masu (u g) svih
novorodenih beba. Dobivene su sljedece vrijednosti:

3450, 4550, 3150, 3200, 2700, 4130, 2980, 3325, 3560, 3730, 2450, 3900, 2780, 3890, 4650,
3540, 2930, 3820, 3230, 4522, 4883, 2403, 2776, 3762, 2783, 3895, 4656, 3544, 2942, 3854,
3286, 4572, 3012, 3326, 3794, 3774, 2506, 3908, 2784, 4433, 4673, 3583, 2931, 3852, 3273,
4598, 4322.

a) Je li u ovome slucaju rije€ o vrijednostima kvantitativnoga diskretnoga ili kvantitativnoga
kontinuiranoga obiljezja? ObrazlozZite svoj odgovor.

b) Grupirajte porodajne mase u ukupno 10 razreda jednakih Sirina i prikaZite dobivene
rezultate graficki histogramom.

¢) IzraCunajte relativnu frekvenciju, kumulativnu apsolutnu/relativnu frekvenciju manje od i
kumulativnu apsolutnu/relativnu frekvenciju vece od svakoga pojedinoga razreda
dobivenoga u b) podzadatku. Sve relativne frekvencije izrazite u postotcima 1 izraCunajte s
to¢no¥¢u od 107, Interpretirajte statisticke pokazatelje dobivene za sedmi razred.

d) S totnodéu od 107 izralunajte osnovne numericke parametre zadanoga statistickoga niza
rabei negrupirane i grupirane podatke. Interpretirajte svaki od tih parametara.

8. Radi povecanja ucinkovitosti rada odjela za kredite razvojni odjel banke "Mufljuzbank"
biljezio je broj usluZenih klijenata u jednome satu tijekom jednoga tjedna. Dobiveni su
sljedece vrijednosti:

6,5,3,87,4,2,6,9,4,5,7, 4,9,1,6,8,5,3,10,7,4,5, 12,3, 6,4,8, 5,2,11,0,6, 7, 4,
8,5,9,3,7,1,6,4,5,7,2,9,5,12,3,8,6,10,7,4,8,6,7, 5, 6.

a) Je li u ovome slucaju rije¢ o vrijednostima kvantitativnoga diskretnoga ili kvantitativnoga
kontinuiranoga obiljeZja? ObrazloZite svoj odgovor.

b) Zadane podatke prikaZite tabli¢no i graficki jednostavnim stupcima.

¢) IzraCunajte relativnu frekvenciju, kumulativnu apsolutnu/relativnu frekvenciju manje od i
kumulativnu apsolutnu/relativnu frekvenciju vece od svakoga modaliteta dobivenoga u b)
podzadatku. Sve relativne frekvencije izrazite u postotcima i izracunajte s to¢noSc¢u od
1072, Interpretirajte statisticke pokazatelje dobivene za modalitet 4.

d) IzraCunajte prosjecan broj usluzZenih klijenata u jednome satu, te odgovarajuci pokazatelj
rasipanja zadanih vrijednosti oko toga broja.

9. Na humanitarnoj utrci Sportom protiv droge koja se svake godine odrzava u Supljoj Lipi
ove godine je sudjelovalo ukupno 200 natjecatelja. Svi natjecatelji trc¢ali su po stazi dugoj
tocno 5 km 1 poceli su s utrkom u isto vrijeme. Nakon §to su svi stigli na cilj, izmjerena su
vremena istréavanja staze i dobiveni podatci su grupirani u sljedece razrede:
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Vrijeme istrcavanja [minuta)] | Broj natjecatelja
22 - 24 20
24 - 26 30
26 — 28 40
28 — 30 50
30 - 40 60

Interpretirajte apsolutnu frekvenciju prvoga razreda.

IzraCunajte pripadne relativne frekvencije. Interpretirajte relativnu frekvenciju drugoga
razreda.

Formirajte kumulativne nizove manje od apsolutnih, odnosno relativnih frekvencija.
Interpretirajte pokazatelje koji se odnose na tre¢i razred.

Formirajte kumulativne nizove vece od apsolutnih, odnosno relativnih frekvencija.
Interpretirajte pokazatelje koji se odnose na Cetvrti razred.

IzraCunajte osnovne numericke pokazatelje promatrane razdiobe. Interpretirajte
aritmeticku sredinu, standardno odstupanje i koeficijent varijacije.

Promatranu razdiobu graficki prikazite histogramom.

10. Podatci o navrSenoj dobi za svakoga od ukupno 40 Sticenika Doma za umirovljenike One
Direction u Ljeskovici grupirani su u razrede i dobivena je sljedeca tablica:

e)
f)

Navrsena dob [godina] | Broj sticenika
70 — 80 7
80 — 82 12
82— 84 10
84 — 86 8
86 — 100 3

Interpretirajte apsolutnu frekvenciju posljednjega razreda.

IzraCunajte pripadne relativne frekvencije. Interpretirajte relativnu frekvenciju cetvrtoga
razreda.

Formirajte kumulativne nizove manje od apsolutnih, odnosno relativnih frekvencija.
Interpretirajte pokazatelje koji se odnose na drugi razred.

Formirajte kumulativne nizove vece od apsolutnih, odnosno relativnih frekvencija.
Interpretirajte pokazatelje koji se odnose na treci razred.

IzraCunajte osnovne numericke pokazatelje promatrane razdiobe. Interpretirajte
aritmetic¢ku sredinu, standardno odstupanje i koeficijent varijacije.

Promatranu razdiobu graficki prikazite histogramom.

11. U praksi se podatci vrlo Cesto grupiraju u razrede Cije su donje i gornje granice, te Sirine
viSekratnici brojeva 10, 100, 1000 itd. Kreirajte funkcijsku datoteku sfl.m koja sadrZi jedino
funkciju sfl ¢ije su ulazne varijable jednoretCana matrica x €iji su elementi negrupirani
modaliteti kvantitativnoga obiljeZja, te prirodan broj n. Funkcija treba grupirati modalitete u
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razrede Sirine n takve da je donja granica prvoga razreda najveci prirodan broj djeljiv s n koji
je manji ili jednak svakom od modaliteta, a gornja granica posljednjega razreda najmanji
prirodan broj djeljiv s n koji je ve¢i ili jednak svakom od modaliteta. Na izlazu treba ispisati
razredne sredine i pripadne apsolutne frekvencije. Provjerite ispravnost rada funkcije na
podatcima iz 7. zadatka i za n = 1000.

Naputak: U rjesavanju zadatka rabite MATLAB-ove aritmeticke funkcije mod, min i max.
Funkcija min ispisuje najmanji, a funkcija max najveci element neke jednoretCane matrice.

Funkcija mod (a, b) vraca realan broj jednak a — b - {%J ako je b # 0, odnosno a inate”’.

12. Kreirajte funkcijsku m—datoteku najcesci.m koja sadrzi jedino funkciju najcesci Cija je
jedina ulazna varijabla jednoretCana matrica x Ciji su elementi negrupirani modaliteti
kvantitativnoga diskretnoga obiljezja. Na izlazu funkcija treba ispisati modalitet koji se
najceSce pojavljuje u statistickome nizu, a ako takvih modaliteta ima viSe, onda treba ispisati
najmanji od njih.

Napomena: Vrijednost koja se najceS¢e pojavljuje u nekom statistickom nizu naziva se mod.
Zasto gornju funkcijsku datoteku nismo mogli nazvati mod.m?

13. Napisite funkcijsku m-datoteku polozajne.m koja sadrzi jedino funkciju polozajni Cija je
jedina ulazna varijabla jednoretCana matrica x ¢iji su elementi negrupirani modaliteti
kvantitativnoga diskretnoga obiljezja. Funkcija treba uzlazno sortirati sve elemente matrice x,
te ispisati 1. kvartil, medijan i 3. kvartil tako dobivenoga niza. Navedene vrijednosti
definirane su formulama:

srednja vrijednost izracun iz negrupiranih podataka

xm, ako n nije djeljivs 4;

4

1. (donji) kvartil 0=y

5'()5,, +x, ), ako je n djeljiv s 4.
z Zh

4 4

x,,,, ako je n neparan;
2
2. kvartil (medijan) | Me=0, =
—-(x, +x, ), ako je n paran.
z Zh
2 2

3
4

x[ T ako n nije djeljiv s 4;
3. (gornji) kvartil 0:=1,
—-(x; +x, ), akojen djeljivs4.
—n —n+l
4

4

Provjerite ispravnost rada funkcije koja odreduje medijan koristenjem MATLAB-ove funkcije
median.

77 x| je najveci cijeli broj jednak ili manji od x. [ x| je najmanji cijeli broj jednak ili ve¢i od x.
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§9. PRILAGODBA TEORIJSKIH STATISTICKIH RAZDIOBA
EMPIRILJSKIM PODATCIMA

U ovome ¢emo poglavlju razmatrati rjeSavanje sljede¢ega problema:

Pretpostavimo da su nam zadani skup modaliteta nekoga kvantitativnoga statistickoga
obiljeZja i pripadne apsolutne frekvencije tih modaliteta. Kako ve¢ znamo, ti se podatci dobiju
statistiCkim istrazivanjem. U ovom se slucaju statisticko istraZivanje sastoji od izvodenja niza
medusobno nezavisnih slucajnih pokusa, tj. pokusa ¢iji ishod ne mozZemo unaprijed
predvidjeti. Kako bismo s odredenom vjerojatnoscéu ipak procjenjivali moguce ishode, rabimo
slucajne varijable koje svakom elementu skupa elementarnih dogadaja Q pridruZuju to¢no
jedan realan broj.

Slucajne varijable mogu biti diskretne (takve da je slika slu€ajne varijable (tj. skup to¢no svih
vrijednosti koje poprima ta varijabla) konacan ili prebrojiv skup), te neprekidne ili
kontinuirane (takve da je slika slucajne varijable neprebrojiv skup (najéeSce neki interval ili
unija intervala)). SluCajne varijable opisujemo pomocu njihove funkcije razdiobe
(distribucije). Vrijednost te funkcije u nekoj toCki a jednaka je vjerojatnosti da slucajna
varijabla poprimi vrijednosti (strogo) manje od a. Upoznat ¢emo tri takve razdiobe: binomnu,
Poissonovu 1 normalnu, te ¢emo nauciti kako odrediti parametre tih razdioba tako da Sto bolje
opisuju rezultate spomenutih pokusa. Kra¢e kazemo da ¢emo teorijske razdiobe prilagoditi
empirijskim podatcima. Budu¢i da je prakti€no najteZi problem "pogoditi" razdiobu koja
najbolje opisuje rezultate sluajnoga pokusa, dat ¢emo i kriterije kada uporabiti koju razdiobu.

9.1. Razdiobe diskretnih slucajnih varijabli

Postoji viSe vrsta razdioba diskretnih slu¢ajnih varijabli, ali prakticno najznacajnije i najcesce
koriStene su binomna 1 Poissonova razdioba.

9.1.1. Binomna razdioba

Binomna se razdioba obi¢no javlja kod slu¢ajnih pokusa koji imaju to¢no dva ishoda: "uspjeh"
1 "neuspjeh". Takvi se pokusi nazivaju Bernoullijevi pokusi. Primjeri Bernoullijevih pokusa su
rodenje djeteta, odredivanje je li neki proizvod "Skart" ili nije itd. No, to nisu jedini primjeri
uporabe binomne razdiobe. Opcenito, binomna se razdioba rabi u slu€ajevima kada
promatramo neki sluc¢ajan pokus i unaprijed definirani dogadaj A koji se moze, ali i ne mora
dogoditi u tom slucajnom pokusu. Nazovimo "uspjeh" ishod pokusa u kojemu se dogodio
dogadaj A, a sa "neuspjeh" ishod pokusa u kojemu se nije dogodio dogadaj A. Neka je p
vjerojatnost "uspjeha". (Uocite da smo na opisani nacin promatrani slu¢ajni pokus zapravo
sveli na Bernoullijev pokus.) Izvedemo li ukupno n slucajnih pokusa, onda dogadaju A
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mozemo pridruZiti prirodan broj k koji oznacava ukupan broj "uspjeha" u tih n slucajnih
pokusa (tj. koliko se puta kao ishod slu¢ajnoga pokusa pojavio dogadaj A). Time je definirana
slucajna varijabla X. Njezina slika je ocito konacan skup [n]y := {0, 1, 2, ..., n} paje X
diskretna slucajna varijabla.

Osnovni parametri binomne slu€ajne varijable su ukupan broj pokusa n 1 vjerojatnost
"uspjeha" p. Zbog toga piSemo:

X ~ B(n, p)

Kod opisivanja razdioba uvijek Zelimo odrediti vjerojatnost da vrijednost slu€ajne varijable
bude jednaka nekom ,konkretnom* broju. Opcenito, odredimo vjerojatnost da slucajna
varijabla X poprimi vrijednost k, tj. da je ukupno k slu¢ajnih pokusa rezultiralo "uspjehom", a
ostatak slucajnih pokusa (njih n — k) "neuspjehom". Moze se pokazati da vrijedi formula:

P(X=k)=(Zj'Pk'(1—p)"_k. )

Matematicko ocekivanje binomne sluCajne varijable s jedne je strane aritmeticka sredina
empirijskih podataka, a s druge umnoZzak n - p. Sli¢no, varijanca binomne sluc¢ajne varijable s
jedne je strane varijanca empirijskih podataka, a s druge umnozak n - p - (1 — p). Upravo
jednakosti

sV=n-p,
v=n-p-(1-p)

omogucuju odredivanje parametara prilagodene binomne razdiobe sljede¢im algoritmom:

Korak 1. Izra¢unamo aritmeti¢ku sredinu sv i varijancu v empirijskih podataka. Ako je v < sv,
onda postoji binomna razdioba koja ¢e dobro opisati zadane empirijske podatke. Ako je
v > sy, takva binomna razdioba ne postoji (tj. podatci su distribuirani prema nekoj drugoj
razdiobi).

Korak 2. IzraCunamo vrijednost parametra p iz jednakosti
v
p=1-—.
sV

Korak 3. IzraCunamo vrijednost parametra » iz jednakosti

2]

(Cesto se dobije da je n jednak najveéemu od modaliteta.)
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Korak 4. 7Za svaki k € [n] izraCunamo vjerojatnost P(X = k) prema formuli (1).

Korak S. Prema statistickoj definiciji vjerojatnosti, vjerojatnost P(X = k) jednaka je omjeru
ukupnoga broja pokusa u kojima se dogodilo to¢no k "uspjeha" 1 ukupnoga broja izvedenih
pokusa. No, ukupan broj pokusa u kojima se dogodilo tocno k "uspjeha" je statisticka
interpretacija pojma (teorijske) apsolutne frekvencije modaliteta k (oznaCavamo je sa ft;).
Stoga vrijedi jednakost:

()
P(X =k)=—"&, 2
( ) N (2)
pa teorijske frekvencije raCunamo pomocu relacije
(fe=N - P(X = k). 3)

Implementirajmo sada opisani algoritam u MATLAB-u. Pretpostavimo da su nam ulazne
varijable ukupan broj slucajnih pokusa u jednoj seriji (n) i jednoretéana matrica x koja sadrzi
ukupne brojeve pojavljivanja "uspjeha’ u jednoj seriji. Ako matrica x ima ukupno s stupaca,
znaci da smo izveli ukupno s serija sluajnih pokusa (tj. ukupno s - n slu€ajnih pokusa).

Korak 1. Pomoc¢u funkcije af grupiramo elemente matrice x. Izlazne varijable su matrica a s
modalitetima O, 1, ..., n 1 matrica f's odgovaraju¢im apsolutnim frekvencijama tih modaliteta.

Korak 2. Pomoc¢u funkcije mean odredimo prosje¢nu vrijednost sv elemenata matrice x.
Korak 3. Pomoc¢u funkcije var odredimo varijancu v elemenata matrice x.

Korak 4. Ako je v £ sv, prijedimo na korak 5. Ako nije, ispiSimo: TraZena razdioba ne
postoji! 1 zavr§imo postupak.

Korak 5. Izratunamo vrijednost parametra p iz jednakosti p = 1 — v/sv.
Korak 6. Izratunamo vrijednost parametra » iz jednakosti n = round(sv/p).

Korak 7. Pomoc¢u funkcije sum izraunamo zbroj svih elemenata matrice f. Taj broj ozna¢imo
s N.

Korak 8. Izracunamo teorijske frekvencije rabe¢i funkcijsku m—datoteku binomna.m. Ta
datoteka sadrzi funkciju binomna Cije su ulazne varijable redom N, n, p i a, a izlazna varijabla
matrica ft €iji su elementi upravo teorijske frekvencije. Njezin sadrzaj je sljedeci:

function ft=binomna(N,n,p,a);
for i=l:size(a, 2)

ft (1)=round (N* (nchoosek (n,a(i)))*p"(a(i))*(1-p)~(n-a(i)));
end
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U ovoj smo datoteci koristili MATLAB-ovu ugradenu funkciju nchoosek koja racuna
vrijednosti binomnih koeficijenata. Ona ima dva ulazna argumenta: nenegativne cijele brojeve

n
n 1k, te jedan izlazni argument: binomni koeficijent (kj .

Radi jednostavnosti, sve ove korake implementirat ¢emo u vidu obi¢ne m—datoteke bpr.m.
Otvorimo novu m — datoteku pa utipkajmo redom:

[a, f]l=af(x);
sv=mean (x) ;
v=var (x) ;
if v > sv
error ('Trazena binomna razdioba ne postoji!')
end
p=1-v/sv;
n=round (sv/p) ;
N=sum(f) ;

n
p
a
f
ft=binomna (N, n,p,a)

U ovoj smo datoteci koristili MATLAB-ovu ugradenu funkciju error. Ta funkcija ima jedan
ulazni argument (obi¢no neki prikladan tekst), a njezinim izvrSenjem ispisuje se ulazni
argument, prekida se rad funkcijske m-datoteke i vraca se u komandni prozor.

Pohranimo upisane naredbe i1 vratimo se u komandni prozor. Ako su matrice a i f ve¢ zadane
(tj. ako su podatci ve¢ grupirani), datoteku bpr.m modificiramo u sljede¢u datoteku bprg.m:

N=sum (f) ;
sv=a*f'/N;
v=(a."2)*f'/N-sv"2;
if v > sv
error ('Trazena binomna razdioba ne postoji!')
end
p=1-v/sv;
n=round (sv/p) ;

n
P
a
£
bl

t=binomna (N, n,p,a)
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Pohranimo upisane naredbe i vratimo se u komandni prozor. Ilustrirajmo primjenu opisanih
algoritama na primjerima.

Primjer 1. Vratimo se na Primjer 1 iz tocke 8.2. U tome je primjeru sluc¢ajan pokus
odredivanje ispravnosti zapisa. On ima to¢no dva ishoda: "zapis je tocan" 1 "zapis je
pogresan", pa je rijeC o Bernoullijevu pokusu. Provjerimo postoji li binomna razdioba koja
dobro opisuje taj pokus.

U komandnomu prozoru utipkajmo redom:

x = [3, 5 2, 2, 5 7, 6, 3, 1, 4, 8, 0, 0, 3, 6, 2, 5, 3, 0,
1’ 6’ 4’ 4’ 7’ 2’ 1’ 6’ OI 3’ 5];

1 dobit ¢emo:

??? Error using ==> bpr
Trazena binomna razdioba ne postoji!

Dakle, ne postoji binomna razdioba koja bi dobro opisivala ove slucajne pokuse (varijanca je
veca od artimeticke sredine).

Primjer 2. U tvornici elektri¢nih Zarulja "Zaruljcica" Zarulje se proizvode na pokretnoj traci.
U pravilnim vremenskim razmacima obavlja se provjera proizvodnje tako da se slucajno
izabere ukupno 8 Zarulja 1 ispita koliko je od njih neispravnih. Rezultati velikoga broja
ispitivanja dani su u donjoj tablici.

Broj "skartova" | Broj Zarulja
0 95
1 238
2 322
3 288
4 121
5 81
6 32
7 16
8 4

a) Provjerimo jesu li gornji podatci rasporedeni prema binomnoj razdiobi i, ako jesu,
odredimo njezine parametre.

b) Izracunajmo vjerojatnost da ¢e u jednoj seriji zarulja biti najviSe 3 neispravne Zarulje
rabeci klasi¢nu, odnosno statisti¢ku definiciju vjerojatnosti.

¢) Izracunajmo vjerojatnost da ¢e u jednoj seriji zarulja biti barem 6 neispravnih Zarulja
rabeci klasi¢nu, odnosno statisti¢ku definiciju vjerojatnosti.
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a) U ovome je primjeru sluCajan pokus ispitivanje ispravnosti Zarulje koji ima to¢no dva
moguca ishoda ("ispravna" i "neispravna"). Rijec je, dakle, o Bernoullijevu pokusu, pa postoji
mogucnost da su podatci rasporedeni prema binomnoj razdiobi. Kako su oni ve¢ grupirani,
matrice a 1 f morat ¢emo unijeti "ru¢no”. U komandnomu prozoru utipkamo:

a
f=[95 238 322 288 121 81 32 16 4];

pa pokrenemo datoteku bprg.m:

bprg
Dobijemo:
n =

99
p =

0.02495327289389
a =

0 1 2 3 4 5 6 7 8

f =

95 238 322 288 121 81 32 16 4
ft =

98 249 312 258 158 77 31 10 3

Kvalitetu opisa rezultata pomoc¢u binomne razdiobe provjerimo utipkavajuci
plot(a,f,a,ft,'—-")

pa dobijemo sljedecu sliku:

Slika 1.

(Plava crta je poligon empirijskih frekvencija, a zelena iscrtkana crta poligon teorijskih
frekvencija.)
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b) Dogadaj "u jednoj seriji ima najvise 3 neispravne Zarulje" disjunktna je unija sljedec¢ih
cetiriju dogadaja: "u jednoj seriji nema neispravnih Zarulja", "u jednoj seriji je tocno jedna
Zarulja neispravna ", "'u jednoj seriji su tocno dvije Zarulje neispravne" i "u jednoj seriji su
tocno tri Zarulje neispravne". Vjerojatnosti tih dogadaja su redom P(X = 0), P(X = 1),
P(X=2)iP(X=3),paje

PX<3)=PX=0)+PX=1)+P(X=2)+P(X=3).
Napomena: Za diskretne razdiobe X opcenito vrijedi sljede¢a formula:
k
P(X<k)=Y P(X =i). (4)
i=1

Da ne bismo morali zasebno racunati Cetiri vjerojatnosti, kreirajmo obi¢nu m—datoteku
najvise3.m u kojoj ¢emo izracunati tu vjerojatnost koriste¢i for—petlju. Otvorimo novu m —
datoteku pa u nju utipkajmo:

p3=0;

for i=0:3
p3=p3+nchoosek (n, i) *p"i*(1l-p) " (n-1i);

end

P3

Pohranimo unesene naredbe i vratimo se u komandni prozor. U novi redak utipkajmo:
najvise3
i dobit ¢emo traZenu vjerojatnost:

p3 =
0.76533399606566

Sad istu vjerojatnost izracunajmo rabeci statistiCku definiciju vjerojatnosti. Primijetite da je ps
zapravo kumulativna relativna frekvencija modaliteta 3. Stoga je:

95 +238+ 322+ 288 943

= = =0.78780284043442.
05 +238+322+288+121+81+32+16+4 1197

P3

¢) Dogadaj "u jednoj seriji ima barem 6 neispravnih Zarulja" disjunktna je unija sljedecih triju
dogadaja: "u jednoj seriji ima tocno 6 neispravnih Zarulja", "u jednoj seriji ima tocno 7
neispravnih Zarulja" 1 "u jednoj seriji ima tocno 8 neispravnih Zarulja". Vjerojatnosti tih

dogadaja su redom P(X = 6), P(X=7) 1 P(X = 8). Stoga je

P(X>6)=P(X=6)+PX=7)+P(X=8).
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Napomena: 7Za diskretne razdiobe opcenito vrijedi sljede¢a formula:
n
P(X 2k)=) P(X =i). (5)
i=k

Sli¢no kao u prethodnom zadatku, kreirajmo obi¢nu m—datoteku barem6.m u kojoj ¢emo
izraCunati trazenu vjerojatnost rabe¢i for — petlju. Otvorimo novu m-—datoteku pa u nju
utipkajmo:

p6=0;

for i=6:n
p6=p6+nchoosek (n, i) *p*i* (1-p) "~ (n-1i);

end

Po

Pohranimo unesene naredbe i vratimo se u komandni prozor. U novi redak utipkajmo:
baremb6

i dobit ¢emo traZenu vjerojatnost:

p6 =
0.03800901472271

(Uocite da nas je MATLAB viSekratno upozorio da rezultat moZe biti nedovoljno precizan
zbog uporabe funkcije nchoosek koja racuna vrijednosti binomnih koeficijenata!)

Rabimo li statisticku definiciju vjerojatnosti, dobit ¢emo:

32+16+4 52

= = = 0.04344193817878.
05+238+322+288+121+81+32+16+4 1197

Ps

Primjer 3. Radi povecanja kakvoce proizvodnje keksa u tvornici "Keksi¢", kontrolor
proizvodnje uzeo je ukupno 50 uzoraka od po 10 kutija keksa i biljeZio koliko je kutija s
keksima nedovoljne kakvoce u svakom uzorku. Dobio je sljedece podatke:

0,1,4,2,3,0,5,4,1,3,2,0,4,2,3,7,2,1,3,4,3,2,6,2,5,3,1,4,3,2,5,3,1,4,3,6,2,4,1,5,3,2,4,1,3,2,5,4,3,1.

a) Provjerimo jesu li gornji podatci rasporedeni prema binomnoj razdiobi. Ako jesu,
odredimo njezine parametre.

b) Izracunajmo vjerojatnost da je u jednomu uzorku bilo to¢no 5 kutija keksa nedovoljne
kakvoce rabeci klasi¢nu, odnosno statisticku definiciju vjerojatnosti.

¢) IzraCunajmo vjerojatnost da u jednomu uzorku postoji barem jedna kutija keksa
nedovoljne kakvoce rabe¢i klasi¢nu, odnosno statisticku definiciju vjerojatnosti.

U ovome nam primjeru podatci nisu grupirani pa ¢emo a) zadatak rijesiti rabe¢i m—datoteku
bpr.m.
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a) Utipkajmo:
x=[0,1,4,2,3,0,5,4,1,3,2,0,4,2,3,7,2,1,3,4,3,2,6,2,5,3,1,4,3,2
;5,3,1,4,3,6,2,4,1,5,3,2,4,1,3,2,5,4,3,1];
bpr
pa ¢e MATLAB ispisati
n =
41
p =
0.06972789115646

a =

0 1 2 3 4 5 6 7
f =

3 8 10 12 9 5 2 1
ft =

3 8 12 12 8 5 2 1

Vidimo da su podatci rasporedeni prema binomnoj razdiobi B(41, 0.06972789115646).
Utipkajmo nadalje:

plot(a,f,a,ft,'—-")

i dobit ¢emo sljedecu sliku:

Slika 2.

b) U ovome se zadatku traZi vjerojatnost P(X = 5). IzraCunajmo je najprije koriste¢i klasicnu
definiciju vjerojatnosti. U formulu (1) uvrstimo k& = 5, n = 41, p = 0.06972789115646. U
novomu retku komandnoga prozora utipkajmo:
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pb5=nchoosek (n,5) *p"5* (1-p) " (n-5)

(Sjetite se da varijable n i p ve¢ imaju Zeljene vrijednosti dobivene izvrSenjem naredbi
zapisanih u m—datoteci bpr.m!) Pritisnimo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

pS =
0.09155987523158

Racunamo li istu vjerojatnost rabeci statisticku definiciju vjerojatnosti, dobit ¢emo:

5

=—=0.1.
50

Ps

¢) Dogadaj "u jednomu uzorku postoji barem jedna kutija keksa nedovoljne kakvoée" jednak je
disjunktnoj uniji sljede¢ih dogadaja: "u jednomu uzorku postoji tocno jedna kutija keksa

nedovoljne kakvoce", "u jednom uzorku postoje tocno dvije kutije keksa nedovoljne kakvoce",
... "'u jednom uzorku postoji tocno deset kutija keksa nedovoljne kakvoce". Stoga bismo mogli
primijeniti formulu (5) i pomocu for — petlje izraCunati traZzenu vjerojatnost. No, moZemo
postupiti brZe i bolje. Zadanom dogadaju suprotan dogadaj jest "u jednomu uzorku nema niti
Jjedna kutija keksa nedovoljne kakvoce*. Njegova je vjerojatnost P(X = 0). Zbog toga vrijedi:

PX=21)+PX=0)=1.
Odatle je

PX =21)=1-P(X=0).
Vjerojatnost P(X = 0) jednaka je (1 — p)41, pa utipkajmo:
pO0 = 1-(1-p) 41
i dobit ¢emo:

pO =
0.94835717271207

Rabimo li statisticku definiciju vjerojatnosti, dobit ¢emo:

3
=1-—=0.94.
Po 50
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9.1.2. Poissonova razdioba

Za razliku od binomne razdiobe ¢ija je slika uvijek konacan skup, slika Poissonove razdiobe
moZe biti i prebrojiv skup. Budu¢i da prebrojiv znaci da postoji bijekcija izmedu toga skupa i
skupa prirodnih brojeva N, uvijek se uzima da je slika Poissonove razdiobe podskup skupa N
bez obzira $to stvarna slika te razdiobe mozda sadrzava 1 negativne cijele brojeve.

Osnovni parametar Poissonove razdiobe jest strogo pozitivan realan broj A. Upravo je on
"detektor" jesu li neki podatci rasporedeni prema Poissonovoj razdiobi ili nisu. Naime, moZe
se pokazati da su i oCekivanje i varijanca Poissonove razdiobe jednaki upravo A. Kad
utvrdimo da su podatci rasporedeni prema Poissonovoj razdiobi, onda — analogno kao i kod
binomne razdiobe — za svaki k € Ny := {0, 1, 2, ...} odredujemo vjerojatnost P(X = k), gdje je
s X oznacena Poissonova sluCajna varijabla (tj. sluCajna varijabla raspodijeljena prema
Poissonovoj razdiobi). Vrijedi sljede¢a formula:

k

— _/1 -4
PX =k)= e ©6)

Poissonova razdioba ponekad se naziva 1 zakon malih brojeva, a rabi se kod tzv. "rijetkih
procesa", kao $to su npr.

prometne nesreée na odredenoj dionici autoceste u jednome danu;
telefonski pozivi centrali u jednoj minuti;

broj otkazivanja kocnica automobila tijekom njegova "radnoga vijeka";
broj tiskarskih greSaka na jednoj stranici neke knjige;

defekti po jedinici duljine bakrene Zice;

broj Cestica kozmickog zracenja detektiranih u sekundi;

broj oboljelih stabala po aru Sume itd.

Takoder, valja napomenuti da za velike vrijednosti parametra n, a vrlo male vrijednosti
parametra p binomna razdioba "prelazi" u Poissonovu s parametrom A = n - p. Drugim
rije¢ima, u takvim slu€ajevima Poissonova razdioba vrlo dobro "zamjenjuje" (aproksimira)
binomnu. O tome govori tzv. Poissonov poucak koji se uci u teoriji vjerojatnosti.

I ovdje ¢emo promatrati problem prilagodbe Poissonove razdiobe empirijskim podatcima. U
prvi se mah taj zadatak moze c¢initi "memoguc¢om misijom" jer se postavlja uvjet da
aritmeticka sredina i varijanca moraju biti jednake, Sto je u praksi gotovo nemoguce. No, mi
zelimo pribliZzno opisati razdiobu empirijskih podataka pomoc¢u Poissonove razdiobe pa
necemo zahtijevati da aritmeticka sredina i varijanca budu jednake. Kvaliteta opisa bit ¢e nam
apsolutna vrijednost razlike artimeticke sredine i varijance. Ako je ta vrijednost velika, opis
pomocu Poissonove razdiobe bit ¢e relativno 1oS. Ako je ta vrijednost mala, opis pomocu
Poissonove razdiobe bit ¢e relativno dobar. Naravno, kvalitetu ¢emo uvijek provjeravati i
vizualno crtajuci poligone empirijskih, odnosno teorijskih frekvencija na istoj slici.
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Osnovni algoritam za odredivanje parametra prilagodene Poissonove razdiobe jest:
Korak 1. Izratunamo aritmetic¢ku sredinu sv zadanih podataka, te njihov ukupan broj N.
Korak 2. Definiramo parametar A s A := sv.

Korak 3. Odredimo teorijske frekvencije iz jednakosti
(=N PX= k)]

Opisani algoritam implementiran je u MATLAB-u kao funkcijska m—datoteka poissonova.m,
a pretpostavlja da su podatci ve¢ grupirani. SadrZaj te datoteke je sljedeci:

function ft = poissonova(a, f)

N=sum (f) ;

sv=a*f'/N;

lambda=sv;

for i=l:size(f, 2)
ft(i)=round(N*(sv”(a(i)))*exp(-sv)/factorial(a(i)));
end

lambda

a

f

Ako imamo negrupirane podatke, najprije ih moramo grupirati pomocu funkcije af u
komandnomu prozoru, a potom pozvati spomenutu funkciju poissonova. Ilustrirajmo to na
primjerima.

Primjer 4. Radi poboljSanja kvalitete svojih usluga upravnik banke "Drp—bank" proveo je
brojanje stranaka koje tijekom jednoga sata obave uplatu ili isplatu na jednom Salteru te
banke. Dobiveni podatci navedeni su u donjoj tablici.

Broj stranaka po satu | Apsolutna frekvencija
0 1
1 4
2 8
3 12
4 15
5 17
6 13
7 9
8 5
9 4
10 2
11 1
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a) Provjerimo jesu li gornji podatci rasporedeni prema Poissonovoj razdiobi i, ako jesu,
prilagodimo Poissonovu razdiobu dobivenim podatcima.

b) Izracunajmo vjerojatnost da u jednome satu ne bude usluZzeno manje od cCetiri klijenta
rabeci klasi¢nu, odnosno statisti¢ku definiciju vjerojatnosti.

¢) IzraCunajmo vjerojatnost da u jednome satu broj klijenata bude djeljiv sa 3 rabeci
klasi¢nu, odnosno statist¢ku definiciju vjerojatnosti.

Ovdje je ocito rije¢ o "rijetkom" procesu pa je moguce da ¢e Poissonova razdioba dobro
opisati razdiobu dobivenih podataka. Utipkajmo najprije:

a=0:11;
f=[{1 4 8 12 15 17 13 9 5 4 2 1];

Koriste¢i m—datoteku grupirani.m koju smo stvorili u 5. poglavlju izracunat ¢emo vrijednosti
aritmeticke sredine i varijance, pa ako su one priblizno jednake, Poissonova ¢e razdioba dobro
opisati razdiobu dobivenih podataka. Utipkajmo:

[sv,v,sd,k]=grupirani (a, f)

pa ¢e MATLAB ispisati:

SV =
4.93406593406593
v =
5.13850984180654
d =
2.26682814562696
k_

45.94239671537928

Razlika izmedu aritmeticke sredine i varijance iznosi priblizno 0.2 pa moZemo ocekivati
dobar opis pomocu Poissonove razdiobe. Utipkajmo:

ft = poissonova(a, f)
1 dobit ¢emo:

lambda =
4.93406593406593

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
£ =

1 4 8 12 15 17 13 9 5 4 2 1
ft =

1 3 8 13 16 16 13 9 6 3 2 1

Provjerimo kvalitetu dobivene prilagodbe i graficki utipkavajuci:
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plot(a,f,a,ft,'—=-")

Dobit ¢emo sljedecu sliku:

18

Slika 3.

b) Dogadaj "u jednome satu nije usluZeno manje od Ccetiri klijenta" jednak je dogadaju "u

jednome su satu usluZena barem Cetiri klijenta", pa je

P(X 24):ip(x =k).

k=4

No, ovdje nam je ponovno lakSe i brze izracunati vjerojatnost zadanom dogadaju suprotnoga
dogadaja. To je dogadaj "u jednome je satu usluZeno manje od Cetiri klijenta", a taj je jednak
dogadaju "u jednome je satu usluZeno najvise troje klijenata". Prema tome je

PX>4)+P(X<3)=1,

otkuda je
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PX=24)=1-P(X<3),
odnosno
3
P(X24)=1-) P(X =k).
k=0
Krac¢e ozna¢imo:
ps:=P(X=4).

IzraCunajmo najprije ps4 rabeci klasi¢nu definiciju vjerojatnosti. U tu ¢emo svrhu iskoristiti
MATLAB i u obi¢noj m—datoteci p4.m koriste¢i for — petlju izraCunati Zeljenu vrijednost.
Otvorimo novu m—datoteku pa u nju utipkajmo:

p4=0;
lambda=4.93406593406593;
for 1=0:3
pd=p4+ (lambda”i) *exp (-lambda) /factorial (i) ;
end
pd4=1-p4

Pohranimo upisane naredbe i vratimo se u komandni prozor. U novi red utipkajmo:
p4
1 MATLAB Cce ispisati:

pd =
0.72559635961475

Izracunajmo sada istu veli¢inu rabeci statisticku definiciju vjerojatnosti. Uo¢imo da je zbroj
na desnoj strani odredbenoga izraza za ps zapravo kumulativna relativna frekvencija
modaliteta 3. Stoga je:

pa=1 I+a+8+12 =80 _6.72507472527473.

_1+4+8+12+15+17+13+9+5+4+2+1 91

¢) Dogadaj "broj usluZenih klijenata u jednome satu djeljiv je sa 3" je disjunktna unija

" "

sljede¢ih dogadaja: "u jednome satu nema usluZenih klijenata", "u jednome satu usluZeno je

n A\l

tocno troje klijenata", "u jednome satu usluZeno je tocno Sest klijenata" i "u jednome satu
usluzeno je tocno devet klijenata". Oznafimo li traZenu vjerojatnost sa ps, vrijedi:

3
py=Y P(X=3k).
k=0
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Izracunajmo najprije trazenu vjerojatnost rabe¢i klasi¢nu definiciju vjerojatnosti. U tu ¢emo
svthu ponovno uporabiti MATLAB i1 u obi¢noj m—datoteci p3.m izraCunati traZzenu
vjerojatnost. Otvorimo novu m—datoteku pa u nju utipkajmo:

p3=0;
lambda=4.93406593406593;
for 1i=0:3:9
p3=p3+ (lambda”i) *exp (-lambda) /factorial (1) ;
end
P3

Pohranimo upisane naredbe i vratimo se u komandni prozor. Utipkajmo:
p3
i dobit ¢emo:

p3 =
0.32989099176964

Sada istu vjerojatnost izraCunajmo rabeci statisticku definiciju vjerojatnosti. Iskoristimo
podatak o ukupnome broju sati u kojima je vrSeno promatranje dobiven u b) podzadatku (taj
je broj jednak 91):

py= F12F1344 % — 0.32967032967033.

91

9.2. Neprekidne (kontinuirane) sluc¢ajne varijable

Postoji  viSe vrsta razdioba kontinuiranih slucajnih varijabli, ali najznaCajnija i
najprimjenjenija je normalna ili Gaussova slu€ajna varijabla. Toj varijabli odgovara istoimena
razdioba koju opisujemo u nastavku.

9.2.1. Normalna ili Gaussova razdioba

Normalna ili Gaussova razdioba objasnjava najveci broj statistickih opaZanja, kao $to su npr.
razdioba visina odraslih ljudi, razdioba rezultata mjerenja fizikalnih veliCina itd. Kao
svojevrsno objasnjenje normalne razdiobe ljudskih visina moZe posluZiti mnoStvo genetskih
utjecaja i utjecaja okoliSa na neciju visinu. Neki utjecaji imaju jace djelovanje od drugih, dok
neki djeluju udruzeno, a ne nezavisno. Pokazuje se da ako je broj raznih ¢imbenika jako velik,
Gaussova krivulja dobro opisuje takvu razdiobu.
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Svaka neprekidna slucajna varijabla potpuno je odredena svojom funkcijom gustoce. Funkciju
gustoce normalne razdiobe obi¢no zapisujemo u sljede¢em obliku:

(a-u)’

1 - 2
= 2 | 7
S(x) ' /—2' e (7

Pritom su realni brojevi pu (Citajte: mi) i 6> (Citajte: sigma na kvadrat) parametri normaine
razdiobe. Te oznake nisu sluajne jer se moZe pokazati da je W ocekivanje, a 6 varijanca
normalne razdiobe. Svaku slu¢ajnu varijablu koja ima normalnu razdiobu nazivamo normalna
slucajna varijabla i oznatavamo:

X ~ N(u, o*).
Posebno, za = 0 i 6° = 1 dobivamo standardnu ili jedinicnu normalnu razdiobu.

Budu¢i da normalna slucajna varijabla pripada kontinuiranim slu¢ajnim varijalama, njezina je
slika uvijek neprebrojiv podskup skupa R. Tipic¢ni takvi podskupovi skupa R su otvoreni,
poluotvoreni 1 zatvoreni intervali, pa se ova razdioba najc¢eSce rabi kada su empirijski podatci
grupirani u razrede. To je ujedno i kriterij prema kojemu Cete znati je li u nekom zadatku
primjereno rabiti normalnu razdiobu ili nije.

Algoritam za odredivanje parametara prilagodene normalne razdiobe je sljedeci:

Korak 1. Zadamo matri¢no donje granice razreda, gornje granice razreda, Sirine razreda
(poZzeljno je, ali ne i nuzno da svi razredi imaju istu Sirinu), razredne sredine i apsolutne
frekvencije razreda.

Korak 2. Izratunamo ukupan broj podataka (N), aritmeticku sredinu (sv), varijancu (v) i
standardno odstupanje (sd) iz grupiranih podataka.

Korak 3. Aritmeticku sredinu sv interpretiramo kao ocekivanje W, varijancu v kao varijancu
o7, a standardno odstupanje sd kao standardno odstupanje ¢ normalne razdiobe.

Korak 4. Teorijske apsolutne frekvencije f#; razreda [a, b) raunamo prema formuli:

(f), =N-[®®b)-D(a)], ®)
gdje je
1 x o (t-p)
d(x)=— j e 20 .t (9)

o-N2'T ",

funkcija razdiobe (distribucije) normalne razdiobe N(u, 6°). Ta funkcija ra¢una vjerojatnost
da neprekidna slu¢ajna varijabla X raspodijeljena prema normalnoj razdiobi N(L, %) poprimi
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vrijednost ne vecu od x. Dakle, po definiciji vrijedi:
P(x) .= P(X < x).

U prvi mah se moZemo prilicno zabrinuti jer ne znamo kako izraCunati nepravi integral u
definiciji funkcije ®(x), ¢ak ni kada x zamijenimo nekim ,,konkretnim‘ realnim brojem. No,
nema potrebe za zabrinutoS¢u. U davno doba (kad ljudi jo$ nisu znali za MATLAB)
vrijednosti funkcije ®(x) standardne normalne razdiobe racunale su se pomocu tablica nalik
na logaritamske. U danasnje doba za racunanje vrijednosti funkcije razdiobe (i to za bilo koju
normalnu razdiobu!) MATLAB ima ve¢ ugradenu funkciju normcdf. Njezini su argumenti
(redom) realan broj x, o&ekivanje W i standardno odstupanje G normalne razdiobe N(L, G°).
(Oprez: ne smijete zamijeniti redoslijed argumenata!). Funkcija normcdf vraca vrijednost
®(x) izraCunanu prema formuli (9).

Implementacija opisanoga algoritma u MATLAB-u je sljedeca:
Korak 1. Zadamo S$irinu razreda ¢, matricu donjih granica dg, matricu gornjih granica gg,

matricu razrednih sredina s kao poluzbroj E(dg + gg), te matricu apsolutnih frekvencija f .

Korak 2. Izraunamo ukupan zbroj svih apsolutnih frekvencija utipkavajuci

N = sum(f);

Korak 3. U komandnomu prozoru utipkamo

grupirani (s, f)

i dobijemo vrijednosti sv, d i sd. (Vrijednost kv nam ne treba.)

Korak 4. Kreiramo jednorednu matricu teorijskih frekvencija £t utipkavanjem naredbe:
ft=round (N* (normcdf (gg, sv, sd) —-normcdf (dg, sv, sd) ))

Napomena: U Koraku 4. zapravo se ,krije* formula (8), pri ¢emu se rezultat primjene te
formule zaokruzuje na najbliZi cijeli broj primjenom funkcije round. Takvo je zaokruzivanje
potrebno jer su teorijske apsolutne frekvencije, prema definiciji apsolutne frekvencije,
nenegativni cijeli brojevi, pa kao rezultat ne mozemo dobiti decimalne brojeve.

Pogledajmo na primjerima kako odrediti parametre prilagodene normalne razdiobe.

Primjer 1. Mjerenjem visina ugenika srednje $kole "Mirko S. Zlikovski" iz Donje Spi¢kovine
ustanovljeno je da su one u rasponu od 160 cm do 200 cm. Podatci su grupirani u ukupno 10
razreda i prikazani tabli¢no.
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Visina [cm] | Broj ucenika
160-165 2
165-170 15
170-175 26
175-180 45
180-185 42
185-190 30
190-195 17
195-200 3

Odredimo parametre prilagodene normalne razdiobe i izraCunajmo pripadne teorijske
frekvencije.

Zadatak ¢emo rijeSiti opisanim algoritmom u MATLAB-u. U komandnomu prozoru
utipkavamo:

dg=160:5:195;
gg=165:5:200;
s=(dg+gg) /2;
f=[2 15 26 45
N=sum (f) ;
[sv,v,sd,kv]=grupirani(s, f);

ft=round (N* (normcdf (gg, sv, sd) -normcdf (dg, sv, sd) ) )

42 30 17 31;

Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:

ft =

3 11 28 44 45 30 13 4

Provjera pomocu funkcije plot
plot(s,f,s,ft,'—=")

daje sljedecu sliku:

Slika 4.
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Primjer 2. Odredimo prilagodenu normalnu razdiobu za razdiobe masa purana iz Primjera 1.
u tocki 8.3. Najmanja masa purana je 4.90 kg, a najveca 8.65 kg. U tom smo primjeru vec
izraCunali da je Sirina svakoga razreda ¢ = (0.75. Zato utipkavamo:

dg=4.90:0.75:(8.65-0.75);
gg=(4.90+0.75):0.75:8.65;

s=(dg+gqg) /2;

f=[5 7 7 6 5];

N=sum (f) ;

[sv,v,sd,d]=grupirani (s, f);

ft=round (N* (normcdf (gg, sv, sd) —-normcdf (dg, sv, sd) ))

pa ¢e MATLAB ispisati:

ft =
3 7 9 7 3

Provjera pomoc¢u naredbe plot
plot(s,f,s,ft, '—-")

daje sljedecu sliku:

5 5.5 6 6.5 7 7.5 8 8.5

Slika 5.

Ovolika se nepreciznost pojavila zbog relativno maloga broja ukupnih podataka. Za vecu
tocnost trebali bismo imati znatno viSe dobivenih podataka.
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9.3. Zadatci za vjeZzbu

1. Kreirajte funkcijsku m-—datoteku genbinomna.m koja ¢e sadrzavati samo funkciju
genbinomna Cije su ulazne varijable prirodni brojevi N i n, te realan broj p € [0,1], a izlazna
varijabla matrica apsolutnih frekvencija rasporedenih prema binomnoj razdiobi B(n, p) €iji je
zbroj jednak N. (Funkcija ne treba provjeravati jesu li N 1 n prirodni brojevi, te je li p € [0,1].)

2. Kreirajte funkcijsku m-—datoteku genpoissonova.m koja ¢e sadrzavati samo funkciju
genpoissonova Cije su ulazne varijable nenegativan realan broj a i prirodni brojevi n i N, a
izlazna varijabla matrica apsolutnih frekvencija modaliteta O, 1, ..., n rasporedenih prema
Poissonovoj razdiobi PO(a) €iji je zbroj jednak N. (Funkcija ne treba provjeravati je lia =0 i
jesulin, Ne N.)

3. Vrseci korekturu "Velike djecje enciklopedije" korektor je 70 puta sluc¢ajno izabrao uzorak
od po 10 stranica te enciklopedije 1 biljezio ukupan broj otkrivenih tiskarskih greSaka.
Dobiveni podatci prikazani su u sljedecoj tablici.

Broj gresaka | Broj uzoraka
0 6
1 15
2 18
3 15
4 9
5 4
6 2
7 1

a) Odredite i interpretirajte apsolutnu, relativnu, kumulativnu apsolutnu i kumulativnu
relativnu frekvenciju modaliteta 5.

b) IzraCunajte prosjeCan broj tiskarskih greSaka u jednom uzorku, te odgovarajuci pokazatelj
rasprSenosti broja greSaka oko toga broja.

¢) IzraCunajte prosjecan broj tiskarskih greSaka po jednoj stranici enciklopedije.

d) Odredite prilagodenu razdiobu koja najbolje opisuje dobivene podatke. Navedite njezine
parametre 1 interpretirajte svaki od njih. Izracunajte pripadne teorijske frekvencije 1
interpretirajte jednu od njih.

e) IzraCunajte vjerojatnost da ¢e broj greSaka u jednom uzorku biti prost broj rabec¢i klasi¢nu,
odnosno statisticku definiciju vjerojatnosti.

f) IzraCunajte vjerojatnost da u jednom uzorku nema viSe od 4 greSke rabeci klasi¢nu,
odnosno statisticku definiciju vjerojatnosti.

4. U skladistu tvornice racunala "Macrohard" nalazi se 100 000 gotovih ¢ipova za racunala.
Zele¢i procijeniti postotak "Skartova" medu njima, kontrolor je ukupno 100 puta uzimao
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uzorke od po 20 komada cipova i biljezZio ukupan broj neispravnih ¢ipova po uzorku.
Dobiveni podatci prikazani su u donjoj tablici.

Broj neispravnih cipova | Broj uzoraka
0 14
1 25
2 27
3 23
4 7
5 3
6 1

a) Odredite i interpretirajte apsolutnu, relativnu, kumulativnu apsolutnu i kumulativnhu
relativnu frekvenciju modaliteta 1.

b) IzraCunajte prosjecan broj neispravnih ¢ipova u jednom uzorku, te odgovarajuci pokazatelj
rasprSenosti frekvencija greSaka oko toga broja.

¢) Odredite prilagodenu razdiobu koja najbolje opisuje dobivene podatke. Navedite njezine
parametre i interpretirajte ih. IzraCunajte i pripadne teorijske frekvencije, pa interpretirajte
jednu od njih.

d) Izracunajte vjerojatnost da ¢e slucajno odabrani uzorak sadrzavati manje od 3 neispravna
Cipa rabeci klasi¢nu, odnosno statisticku definiciju vjerojatnosti.

e) IzracCunajte vjerojatnost da ¢e u slucajno odabranom uzorku biti viSe od 4 neispravna Cipa
rabeci klasi¢nu, odnosno statisti¢ku definiciju vjerojatnosti.

5. Zeleéi utvrditi razloge katastrofalne igre svojih igrada trener nogometnoga kluba NK
"Stativa" iz Muca odlucio je provjeriti njihovu fizi€¢ku spremnost mjere¢i vrijeme za koje ¢e
svaki od njih pretr¢ati 2 km. Dobiveni rezultati prikazani su u donjoj tablici.

Vrijeme | Broj
(umin.) | igraca
[5.5,5.7) 2
[5.7,5.9) 4
[5.9,6.1) 7
[6.1, 6.3) 6
[6.3, 6.5] 3

a) Odredite i interpretirajte apsolutnu frekvenciju razreda [5.5, 5.7).

b) Izracunajte postotak igraca koji su 2 km uspjeli pretr¢ati za manje od 6 minuta i 6 sekundi.

¢) Izracunajte prosjecnu brzinu jednoga igraca NK "Stativa".

d) Odredite prilagodenu razdiobu koja najbolje opisuje dobivene podatke. Navedite njezine
parametre 1 interpretirajte ih. Izraunajte i1 pripadne teorijske frekvencije, pa interpretirajte
jednu od njih.

e) IzraCunajte vjerojatnost da je sluajno odabrani igra€ pretr¢ao zadanu udaljenost za to¢no
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6 minuta rabeci klasi¢nu definiciju vjerojatnosti.
IzraCunajte vjerojatnost da je slu¢ajno odabrani igra¢ pretr¢ao zadanu udaljenost za barem
6 minuta i 6 sekundi.

6. U II. svjetskomu ratu London je bio podijeljen na ukupno 576 sektora koji su gadani
bombama iz zrakoplova. Engleski vojni statisti¢ari biljezili su broj bombi koje su padale na
svaki sektor i grupiranjem rezultata dobili su sljedecu tablicu.

a)

b)
¢)

d)

e)
f)

Broj bombi | Broj
po sektoru | sektora

0 229

1 211

2 93

3 35

4 7

5 1

Odredite 1 interpretirajte apsolutnu, relativnu, kumulativnu apsolutnu i kumulativnu
relativnu frekvenciju modaliteta 3.

IzraCunajte postotak sektora na koje je pala barem jedna bomba.

IzraCunajte prosjeCan broj bombi po sektoru, te odgovarajuci pokazatelj rasprSenosti
frekvencija bombi oko toga broja.

Odredite prilagodenu razdiobu koja najbolje opisuje dobivene podatke. Navedite i
interpretirajte sve parametre te razdiobe. Izracunajte 1 pripadne teorijske frekvencije, pa
interpretirajte jednu od njih.

IzraCunajte vjerojatnost da je slucajno odabrani sektor pogoden s najvise tri bombe rabeci
klasi¢nu, odnosno statisticku definiciju vjerojatnosti.

IzraCunajte vjerojatnost da broj bombi koje su pogodile sluc¢ajno odabrani sektor nije prost
broj rabe¢i klasi¢nu, odnosno statisticku definiciju vjerojatnosti.

7. Za normalnu se razdiobu definira i tzv. funkcija pogrjeske (engl.: error function) izrazom

2 ¢ .
erf(x)=——-|e™" -dt.
=1
a) Pokazite da za sve realne brojeve a 1 b vrijedi jednakost:

®(b) - D(a) :%'{erf (%j —erf (%H

b) Vrijednosti funkcije erf u MATLAB-u ispisuje istoimena funkcija erf. NapiSite
Korak 4. algoritma kojim se u MATLAB-u implementira prilagodba normalne
razdiobe empirijskim podatcima koristeci funkciju er £ umjesto funkcije normcdf.
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§10. OSNOVE NUMERICKE MATEMATIKE

10.1. Numericko rjesavanje (ne)algebarskih jednadzbi s jednom
nepoznanicom

U ovoj ¢emo se tocki pozabaviti problemom odredivanja pribliZnoga rjeSenja (ne)algebarske
jednadzbe s jednom nepoznanicom. Formule po kojima se moZe tocno odrediti rjeSenje neke
algebarske jednadzbe postoje samo za jednadZzbe 2., 3. i 4. stupnja — to su iz srednje Skole
poznata formula za racunanje rjeSenja kvadratne jednadZbe, Cardanova formula (za
algebarsku jednadzbu 3. stupnja), te Ferrarijeva formula (za algebarsku jednadzbu 4. stupnja).
Abelov pouéak28 tvrdi da za algebarske jednadZbe stupnja barem 5 takve formule ne postoje.
Stoga je najprije bilo u interesu naci algoritme za pribliZno rjeSavanje takvih jednadzbi, a
potom se problem poopcio i na znatno vecu klasu jednadzbi, tzv. nealgebarske jednadzbe.

Opcenito, nealgebarska jednadZzba je svaka jednadzba oblika

fx)=0

gdje je fix) realna funkcija koja se ne moZe zapisati u obliku polinoma s realnim
koeficijentima. Kako bi se i takve jednadzbe uspjesno mogle (barem priblizno) rijesiti,
matematiari su problem rjeSavanja nelinearne jednadZzbe sveli na problem proucavanja
odredenih svojstava funkcije f (x) (neprekidnost, derivabilnost itd.). Razvitak numericke
matematike omogucéio je pojavu brojnih metoda za odredivanje pribliznih rjeSenja
nealgebarske jednadzbe. Jedna od najcesSce rabljenih jest metoda raspolavljanja ili metoda
bisekcije.

Osnovna ideja te metode zasniva se na sljedeCemu poucku:

Poucak 1. (Bolzanov poucak) Neka je f realna funkcija neprekidna na segmentu I = [a, b].
Ako vrijedi nejednakost

f@-f() <0,
tada postoji barem jedan c € {a, b) takav da je f (c) = 0.

Slobodno govoreci, Bolzanov pou¢ak mozemo interpretirati ovako: uzmemo li u pravokutnom
koordinatnom sustavu u ravnini dvije tocke s razliitih strana osi apscisa (jednu ispod, a drugu
iznad te osi) i spojimo ih jednom krivuljom ne dizuéi olovku s papira, onda ¢emo pri tom
spajanju barem jednom presjeci 0s apscisa.

Treba uociti vrlo snaZnu pretpostavku toga poucka, a to je neprekidnost funkcije f na
segmentu /. To znaci da Bolzanov poucak ne vrijedi za funkcije koje imaju (barem jedan) pre-

% Detaljnije o Abelovu poucku vidjeti npr. u [7], str. 161.
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kid na tom segmentu. Takoder, moze se pokazati da poucak ne vrijedi ako se segment
zamijeni otvorenim ili poluotvorenim intervalom.

Na temelju Bolzanova poucka razvijen je sljedeci algoritam za pribliZzno odredivanje nultocke
bilo koje neprekidne realne funkcije (na nekom segmentu) s rocnoscu €:

Korak 1. Odrediti realne brojeve a i b takve da vrijedi:

fa)-f(b)<0.

Korak 2. IzraCunati ¢ =%(a+b)if(c). Potonji broj sigurno postoji jer je ¢ € (a, b), a f je
definirana u svakoj toc¢ki segmenta [a, b].

Korak 3. Ako je f (¢) = 0, traZeno rjeSenje je jednako c. Kraj postupka.

Korak 4. Ako je b — a < €, traZeno pribliZno rjeSenje je jednako c. Kraj postupka.

Korak 5. Ako je fla) - flc) > 0, staviti a := c 1 vratiti se na Korak 2. Ako je f(b) - fic) >0,
staviti b := ¢ 1 vratiti se na Korak 2.

Upravo opisani algoritam naziva se metoda raspolavljanja ili bisekcije. MoZe se pokazati da
uz zadane brojeve a, b i € broj raspolavljanja n mora zadovoljavati nejednakost

> ln(b—a)—lns'

In2 M

Kako bismo metodu raspolavljanja mogli rabiti u MATLAB-u, kreirajmo sljedecu funkcijsku
m—datoteku bis.m ¢ije su ulazne varijable funkcija funkcija, donja granica segmenta a, gornja
granica segmenta b 1 Zeljeni broj raspolavljanja n:

function y=bis (funkcija,a,b,n)
if feval (funkcija,a)*feval (funkcija,b)>0
error ('Pogrjeska u ulaznim podatcima!"')

end
for k=1:n
x=(a+b) /2;
if abs(feval (funkcija,x))==0
break
end
if feval (funkcija,x)*feval (funkcija,a)>0
a=x;
else
b=x;
end
end
Y=X;
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Napomene: 1.) U strukturi funkcije bis pojavljuje se ugradena MATLAB-ova funkcija
feval. Ta se funkcija najceSce Koristi za izraCun vrijednosti funkcije definirane izvan
doticne datoteke. U ovom slucaju, koristimo je za izracun vrijednosti funkcije funkcija koju
smo pohranili u drugoj m—datoteci.

2.) Za odredivanje nultocaka neke funkcije MATLAB posjeduje ugradenu funkciju fzero koju
¢emo upoznati malo kasnije.

Pohranimo tako dobivenu datoteku i vratimo se u MATLAB-ov komandni prozor.
Pogledajmo primjenu funkcije bis na primjerima.

Primjer 1. Odredimo pribliznu vrijednost realnoga rjeSenja jednadzbe

sinx+Ilnx=0

s tocnos¢u € =0.0001, pa odredimo najmanji broj raspolavljanja potrebnih da bi se postigla ta
to¢nost.

Da bismo mogli primijeniti metodu raspolavljanja, najprije moramo odrediti donju i gornju
granicu segmenta u kojem se nalazi (bar jedno) rjeSenje zadane jednadZzbe. U tu svrhu,
zapiSimo jednadZbu u obliku

sinx=—1Inx

pa je rijeSimo graficki. Na istoj slici nacrtajmo grafove funkcija f{x) = sin x 1 g(x) = —In x.
Budu¢i da je funkcija g(x) definirana samo za strogo pozitivne realne brojeve, nema smisla
crtati graf funkcije fix) za x < 0. Stoga nacrtajmo grafove tih funkcija npr. na intervalu
[0.1, 7]. U komandnomu prozoru utipkajmo redom:

x=0.1:0.01:7;
yl=sin(x);
y2=-log(x);
plot(x,vl,x,vy2)

pa ¢emo dobiti sljedecu sliku:

Slika 1.
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(Plava krivulja je graf funkcije f(x), a zelena funkcije g(x).) Odmah uo¢avamo da se trazena
nultocka nalazi u segmentu [0.1, 1], pa ¢emo uzeti a = 0.1, b = 1. IzraCunajmo sada najmanji
broj raspolavljanja potrebnih za postizanje tocnosti € = 0.0001 koriste¢i nejednakost (1). U
novi redak komandnoga prozora utipkajmo:

n=ceil ((log(1-0.1)-1og(0.0001))/1log(2))
pa ¢e MATLAB ispisati:

n =
14

Otvorimo novu m—datoteku pa utipkajmo:

function y=f(x);
y=sin(x)+log(x);

Pohranimo unesene naredbe pod imenom f.m i vratimo se u komandni prozor. Kad iz
komandnoga prozora pozivamo neku funkciju kao argument druge funkcije, to ¢inimo
pomocu znaka @. U ovom slu¢aju, argument funkcije bis bit ¢e funkcija f pohranjena u
datoteci f.m, donja granica a = 0.1, gornja granica b = 1 i broj raspolavljanja n = 14. Stoga
¢emo funkciju bis iz komandnoga prozora pozvati na sljede¢i nacin:

bis(@f,0.1,1,14)
Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
0.57872924804687

Mozemo zakljuciti da je x = 0.57873 priblizno rjeSenje zadane jednadzbe (s to¢noscu €).
Dobiveni rezultat moZemo provjeriti tako da u novi redak komandnoga prozora utipkamo:

f (ans)
Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
4.002732345431692e-005

Dakle, p(0.57872924804687) = 4 - 10~°, pa smo dobili rjedenje sa Zeljenom to&nogéu.

Primjer 2. Zadan je polinom p(x) = x* + %% + x + 2. Odredimo sve njegove realne nultocke s
tocno$¢u € = 0.0001.

Nacrtajmo najprije graf polinoma p(x). Nije tesko uociti da je npr. p(-5) < 0, a da je p(5) > 0.
Stoga graf polinoma p crtamo na segmentu [-5, 5]. Utipkajmo:
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x=-5:0.01:5;
y=x."3+x."24+x+2;
plot(x,y)

pa ¢emo dobiti sljedecu sliku:

200

-150

Slika 2.

Uocavamo da je zadani polinom strogo rastuc¢i. On je neparnoga stupnja, pa prema osnovnhom
poucku algebre29 mora imati barem jednu realnu nultocku. Zbog svojstva strogoga rasta
zakljucujemo da p ima to¢no jednu realnu nulto¢ku. Budu¢i da sa slike ne moZemo precizno
odrediti u kojemu se segmentu "uzem" od segmenta [-5, 5] nalazi ta nultocka, uzet ¢emo a =
=-5ib=>5.

IzraCunajmo najmanji broj raspolavljanja potrebnih da bi se postigla Zeljena tocCnost.
Zatvorimo dobivenu sliku, vratimo se u komandni prozor i u njegov novi redak utipkajmo:

n=ceil ((log(5+5)-10og(0.0001))/1log(2))
MATLAB C¢e ispisati:

n =
17

Ponovno otvorimo m—datoteku f.m pa njezin sadrzaj preoblikujmo u:

function y=f(x);
y=x."3+x."24+x+2;

Pohranimo unesene naredbe, vratimo se u komandni prozor pa u njegov novi redak utipkaj-

¥ Vige o osnovnu poucku algebre vidjeti npr. u [7], str. 160-161.
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mo:
bis(@f,-5,5,17)
Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:

ans =
-1.35322570800781

1 to je jedina realna nultocka zadanoga polinoma. Provjerimo dobiveni rezultat utipkavajuci:
f (ans)
u novi redak komandnoga prozora. Pritisnimo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
-5.962431960782055e-005

Mada je algoritam metode raspolavljanja u sustini vrlo jednostavan, vidimo da ga je prakticno
relativno slozeno primijeniti. Osnovni je problem, dakako, u odredivanju granica segmenta u
kojemu trazimo nultocku. Namece se pitanje postoji li neka MATLAB-ova ugradena funkcija
¢iji je ulazni argument jedino realna funkcija f (x), a izlazni argumenti sve realne nultocke te
funkcije. Nazalost, u opfem je slucaju odgovor na to pitanje nijeCan. No, ako je f (x) polinom
stupnja n, n € N, onda je odgovor potvrdan. U nastavku ¢emo razmotriti i taj problem.

Pozivajuc¢i funkciju bis koja odreduje eventualnu nultocku unutar nekoga intervala morali smo
navesti ukupno 4 ulazne varijable: funkciju, donju i gornju granicu intervala, te broj
raspolavljanja. Stvari se donekle mogu pojednostavniti ako se metoda raspolavljanja
kombinira s jo§ nekim metodama numericke matematike (metoda sekante i metoda inverzne
kvadrati¢ne interpolacije). Na osnovi te kombinacije napravljen je algoritam za funkciju fzero.
Ulazne varijable te funkcije su realna funkcija ¢ije nultocke Zelimo odrediti i pocetna
aproksimacija nultocke xo. Drugim rijeCima, prije poziva te funkcije moramo odrediti neki
realan broj "blizu" kojega se nalazi trazena nultocka. (Matematicka formalizacija svojstva "biti
blizu" zahtijeva poznavanje teorije mjere, pa u to ovdje ne¢emo ulaziti.) U tu svrhu ponovno
moramo crtati graf funkcije i pomoc¢u njega odrediti trazenu aproksimaciju.

[lustrirajmo primjenu funkcije fzero na primjerima.
Primjer 3. Zadana je funkcija f(x) = X - sin(2 - x). Odredimo sve realne nultocke te funkcije.

Kako smo rekli, najprije moramo nacrtati graf promatrane funkcije. Funkcija sinus moze
poprimiti jedino vrijednosti iz segmenta [—1,1]. Stoga i vrijednost x* mora pripadati tom
segmentu, $to znaci da trebamo uzeti x € [-1, 1]. Drugim rije¢ima, ako nultocka uopce
postoji, sigurno se nalazi u tom segmentu. Uobi¢ajenom primjenom funkcije c1c ,,pocistimo*
komandni prozor, pa u njegova nova tri retka utipkajmo:
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x=-1:0.01:1;
y=xX."2-5in(2*x) ;
plot (x,y)

IzvrSenjem funkcije plot dobivamo sljedeci graf:

Slika 3.

Dakle, vidimo da imamo ukupno dvije nultoc¢ke: jedna se nalazi ,,blizu 0, a druga ,,blizu* 1.
Sad otvorimo m—datoteku f.m pa utipkamo:

function y=f (x);
y=x"2-s1in(2*x) ;

Pohranimo unesene naredbe i vratimo se u komandni prozor. Funkciju fzero pozivamo prema
sljedec¢oj sintaksi:

fzero(@ime_funkcije, pocCetna_aproksimacija)

Napomenimo jo§ jednom da prigodom navodenja imena funkcije kao argumenta druge
funkcije stavljamo znak @. U novomu retku komandnoga prozora utipkajmo:

fzero (@£, 0)
pa ¢ce MATLAB ispisati

ans =
0

To smo donekle mogli i ocekivati jer je uistinu f(0) = 0. Odredimo i preostalu nulto¢ku — onu
koja se nalazi "blizu" 1. U novomu retku komandnoga prozora utipkajmo:
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fzero(@£f, 1)
pa ¢e MATLAB ispisati:

ans =
0.96687688141351

Primjer 4. Zadana je funkcija fix) = In(x — 1) — x* + 4. Odredimo sve realne nultocke te
funkcije.

Kao i u prethodnom primjeru, najprije nacrtajmo graf promatrane funkcije. Budu¢i da je
logaritamska funkcija g(x) = In(x — 1) definirana za x € (1, + o), njezin ¢emo graf nacrtati na
segmentu [1.1, 10]. U novi redak komandnoga prozora utipkajmo:

x=1.1:0.01:10;
y=log(x-1)-x."2+4;
plot (x,y)

pa ¢emo dobiti sljedeci graf:

20

Slika 4.

Grubo govoreci, funkcija f je "uglavnom" padajuca (pokazite to "klasi¢nim" nacinom rabeci
prvu derivaciju!). Za odredivanje njezine nultocke zanima nas njezino ponaSanje na segmentu
[1.1, 3]. U novi redak komandnoga prozora utipkajmo:

x=1.01:0.01:3;
y=log(x-1)-x."2+4;
plot(x,y)

pa ¢emo dobiti sljedeci graf:
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Slika 5.

Vidimo da funkcija f ima dvije realne nultocke: prvu "blizu" 1.2 i drugu "blizu" 2. Otvorimo
m—datoteku f.m i utipkajmo:

function y=f(x);
y=log(x-1)-x"2+4;

Pohranimo unesene naredbe i vratimo se u komandni prozor. U njegov novi redak utipkajmo:
fzero(@f,1.2)
pa ¢e MATLAB ispisati:

ans =
1.05584398367821

Nakon toga, utipkajmo:
fzero(Qf, 2)
pa ¢e MATLAB ispisati:

ans =
2

1 to su jedine dvije realne nultocke promatrane funkcije.

Napomena: Funkcija fzero dozvoljava da se umjesto poCetne aproksimacije unese i segment u
kojemu se nalazi tocno jedna nultocka funkcije f (x). Takve primjere ovdje ne¢emo razmatrati
jer se oni suStinski nimalo ne razlikuju od Primjera 1. 1 2. koje smo rjeSavali metodom
raspolavljanja.

Primjer 5. Zadane su funkcije f(x)=1log(x+1) i g(x)=e"-sinx. Odredimo sve zajednicke
tocke njihovih grafova na segmentu [-0.9, 5].
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Ovdje nam zadani segment sluZi jedino kao putokaz na kojemu segmentu trebamo crtati
grafove zadanih funkcija. Naime, ako se umjesto pocetne aproksimacije kao ulazna varijabla
funkcije fzero navede segment, fzero Ce pretpostaviti da se u tom segmentu nalazi najvise
jedna nultocka promatrane funkcije, Sto opcenito ne mora biti to€no. Zato moramo najprije
nacrtati grafove zadanih funkcija na zadanom segmentu, a potom pomoc¢u dobivenoga grafa
odrediti sve eventualne pocetne aproksimacije nultoaka. U novomu retku komandnoga
prozora utipkajmo:

x=-0.9:0.01:5;
y1l=10gl0 (x+1);
y2=exp(x).*sin (%) ;
plot(x,vyl,x,vy2)

pa ¢emo dobiti sljedecu sliku:

20
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Slika 6.

Vidimo da se jedna zajednicka toc¢ka nalazi "blizu" 3, ali slika ne daje precizan odgovor ima li
zajednickih tocaka u segmentu [-0.9, 0.5]. Zato utipkajmo:

x=-0.9:0.01:0.5;
yl=10gl0 (x+1);
y2=exp(x) .*sin (%) ;
plot(x,vy1l,x,vy2)

pa ¢emo dobiti sljedecu sliku:
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Slika 7.

Dakle, postoje ukupno 3 zajednicke tocke promatranih funkcija. Jedna se nalazi "blizu" —0.5,
druga "blizu" 0, a tre¢a blizu 3. Za njihovo to¢no odredivanje koristit ¢emo funkciju fzero.
Budu¢i da ta funkcija ne rjeSava jednadzbe tipa f(x) = g(x), ve¢ samo jednadZzbe tipa f(x) = 0,
zapiSimo jednakost f(x) = g(x) u obliku

Jfx) —gx) =0.
Stavimo li
h(x) = fix) — g(x),

onda vidimo da se zadani problem svodi na odredivanje nultoCaka funkcije h(x). U
komandnomu prozoru otvorimo m—datoteku h.m i utipkajmo:

function y=h(x);
y=10g10 (x+1) —exp(x) *sin(x);

Pohranimo upisane naredbe i1 vratimo se u komandni prozor. Odredimo najprije prvu nultocku
funkcije h(x). Utipkajmo:

fzero(@h,-0.5)
pa ¢e MATLAB ispisati:

ans =
-0.48302799677525

Potpuno analogno utipkavanjem
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fzero(@f,0)
dobijemo:

ans =
0

a utipkavanjem
fzero(Qf, 3)
dobijemo:

ans =
3.11430884120450

Dakle, (priblizne) apscise traZzenih tocaka su x; = —0.483028, x, = 0 i x3 = 3.114309. Pripadne
ordinate dobijemo izraCunom vrijednosti ili funkcije fili funkcije g za svaku pojedinu apscisu.
Lako se dobiva (provjerite!) da su trazene tocke T = (-0.483028, —0.28653), T, = (0, 0) i T3 =
=~ (3.114309, 0.6143).

Razmotrimo sada poseban sluc¢aj kad je funkcija f (x) polinom stupnja n. Osnovni poucak
algebre tvrdi da svaki polinom (s realnim ili kompleksnim koeficijentima) stupnja barem 1
ima barem jednu nulto¢ku u skupu kompleksnih brojeva C. Ako na skupu C"[x] svih
polinoma stupnja tocno n ¢iji su koeficijenti kompleksni brojevi definiramo preslikavanje
k: C"[x] = C"*' propisom

1

- 2
pxX)=axX"+a, 1 X" + ... +ax" +ax+ay |— (an, an1, ..., as, ay, ap)

onda se lako moze provjeriti da je preslikavanje k bijekcija. To znac¢i da polinom moZemo
smatrati zadanim ako znamo sve njegove koeficijente. Zbog toga ima smisla definirati
posebnu funkciju ¢ije ¢e ulazne varijable biti svi koeficijenti polinoma, a izlazne varijable sve
(opcenito, kompleksne) nultocke toga polinoma. U MATLABU postoji upravo takva
ugradena funkcija: to je funkcija roots. Njezina je sintaksa

roots (matrica_koeficijenata_polinoma)
Pogledajmo uporabu te funkcije na primjerima.

Primjer 6. Odredimo sve nultodke polinoma p(x) = x* + x> + x + 1. U novomu retku

komandnoga prozora najprije zadajmo na$ polinom pomocu jednoretCane matrice p Ciji su
elementi tocno svi koeficijenti polinoma p. Utipkajmo:

p=[1 1 1 1];

Sada mozemo pozvati funkciju roots:
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roots (p)
pa ¢e MATLAB ispisati:

ans =

-1.00000000000000

-0.00000000000000 + 1.000000000000001
-0.00000000000000 - 1.000000000000001

Zakljucujemo da su sve kompleksne nultocke zadanoga polinoma —1, i i —i. (Uocite da je
predznak realnoga dijela Cisto imaginarnih brojeva i i —i negativan. To znaci da ti realni
dijelovi nisu identicki jednaki 0O, ali pogrjeska aproksimacije je toliko malena da je prakticki
smijemo zanemariti.)

Primjer 1. Odredimo sve nultotke polinoma p(x) = x° — x*

zadati matricu p svih koeficijenata polinoma:

—x + 1. Ponovno najprije moramo

p=[1 -1 -1 1];
Pozivom funkcije roots
roots (p)

MATLAB C¢e ispisati:

ans =

-1.00000000000000
1.00000000000000 + 0.000000009388071
1.00000000000000 - 0.000000009388071

No, rastav zadanoga polinoma na faktore daje:

P =x - -x+1=xX(x-D-@x-D=@x-D-&F-D=@x-1D-x-1D -@x+1)=
= (-1 (x+1)

pa vidimo da zadani polinom ima ukupno tri realne nultocke: jednu dvostruku (to je 1) i jednu
jednostruku (to je —1). Zbog €ega nam je onda primjena funkcije roots dala ovako cudne
rezultate? Razlog je tolerancija racunanja numericke metode. Naime, MATLAB ne racuna
nultocke zadanoga polinoma rastavljanjem na faktore, nego primijenjuje neke metode
numeri¢ke matematike za priblizno odredivanje nultoCaka polinoma (u detalje ovdje ne
ulazimo). Uporaba tih metoda nuZno povlaci pojavu pogrjeSaka aproksimacije nultocaka.
Stoga ¢emo imaginarne dijelove gornjih dvaju kompleksnih brojeva shvatiti kao
aproksimacije reda veli¢ine 107, pa ih prakti¢ki moZemo smatrati jednakim nuli, odnosno
zanemariti.”

U praksi je zanemarivanje ,,malih* brojeva u ovakvim slu¢ajevima nerijetko vrlo ,,nezgodno® jer je tesko
razlikovati radi li se doista o ,,malom* broju ili o pogrjesci metode.
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Zelimo li izratunati vrijednost nekoga polinoma za ,konkretnu vrijednost nezavisne
varijable, osim ranije spomenute funkcije feval mozemo koristiti funkciju polyval. Osnovna
prednost funkcije polyval jest $to kao prvi argument ima matricu koeficijenata polinoma, a ne
cijeli polinom (kao funkcija feval). Njezina je sintaksa:

polyval (matrica_koeficijenata_polinoma, konkretna_vrijednost)

Ova je funkcija vrlo pogodna prigodom grafickoga prikazivanja polinoma. Pogledajmo to na
primjeru.

Primjer 7. Zadan je polinom p(x) = ¥ oxr+x-1. Shvacajuci x kao kompleksnu varijablu,
odredimo sve njegove nultocke i izraCunajmo p(1 — i) + p(1 + i). Potom shvacaju¢i x kao
realnu valrijablu3 ! prikazimo graficki taj polinom na segmentu [-3, 3].

Najprije zadajmo polinom definiranjem njegove matrice koeficijenata:

p=(1 -1 1 -1];

Njegove nultocke odredimo utipkavajuci:

roots (p)

u novi redak komandnoga prozora. Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
1.00000000000000
0.00000000000000 + 1.000000000000001
0.00000000000000 - 1.000000000000001

Dakle, nultocke zadanoga polinoma su 1, i i —i. IzraCunajmo sada p(1 — i) + p(1 + i). U novi
redak komandnoga prozora utipkajmo:

polyval (p,1+1i)+polyval (p,1-1)
Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
-4

Napokon, nacrtajmo graf zadanoga polinoma iznad segmenta [-3, 3]. U nova dva retka
komandnoga prozora utipkajmo:

x=-3:0.01:3;
plot (x,polyval (p,x))

3! Grafove kompleksnih funkcija kompleksne varijable nije moguée crtati u MATLAB-u. Naime, svakoj tocki (x,
y) takvoga grafa bijektivno moZemo pridruZiti uredenu cetvorku (Re x, Im x, Re y, Im y), pa bi graf morao biti
,cetverodimenzionalan®, a to je nemoguce prakti¢no izvesti.
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Dobit ¢emo sljedeci graf:

20

20 B

301 4

-40
3

Slika 8.
Kako bismo to¢nije vidjeli odredene ,,konkretne* vrijednosti, utipkajmo jos i
grid on

pa ¢emo dobiti sljedecu sliku:

-40

Slika 9.
Crtkane linije isklju¢ujemo utipkavanjem

grid off
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10.2. Zadatci za vjezbu

1. Bez koriStenja funkcije roots pokazite da funkcija f ima (barem jednu) realnu nultocku u
segmentu [a, b], pa odredite tu nultocku s tocnos¢u od 107~ ako je:

a) f(x)=arshx,a=-1,b=1;

b) fx)=In(x-1)-tgx,a=3,b=4;
¢) fx)=e"+ctgx,a=-2,b=—1;
d) f(x)=arcsinx—e",a=0,b=1.

2. Metodom raspolavljanja rijeSite sljedece jednadzbe s to¢nosc¢u € = 0.0001:

a) sin x + cos x = 0 na segmentu [0, 2 - 7t];

b) cosx+Inx=0;

¢) ¢ —sin(x+1)=0;

d) Yo+ - +x-1=0.

U svakom od slucajeva odredite broj raspolavljanja potreban za postizanje zadane
to¢nosti.

2. Odredite sve zajednicke tocke grafova funkcija f(x) 1 g(x) ako je:

a) f(x)=ln(1x D en=—L

x+1

. T-X
Sin| ——
log(3-x+1)-1 ( 3 j
b - g()=—n3 .
) JW == s ===

¢) f(x)=tgx, g (x)=4 x-1 (naintervalu <—§,§> );

d) fix)=ctgx, g(x) =-5-x+7 (naintervalu (0, 7).

3. Odredite sve realne nultocke (ako postoje) sljedec¢ih funkcija:

a) f(x)=x" —sin(3 - x);
b) f(x) =x" - cos(2 - x);
© f(x)=x-th(x)-1;
d f(x)=3"-3-x
4. Odredite sve (realne i kompleksne) nultocke sljedecih polinoma:

a) p)=x"—10-x +35-x* =50 - x + 24;
b) p)=x"-2-x*+2-x—1;
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c) p(x)=x5—x3—3-x—18;
d) p(x)=x3—6'x2+9-x.

Gdje god je to moguce, provjerite dobivene rezultate graficki.
Zadan je polinom p(x) = x* +x* —x— 1.

a) Odredite sve realne nultocke polinoma p 1 prikazite ga graficki na segmentu [-3, 3].
b) Shvacajuci zadani polinom kao kompleksnu funkciju kompleksne varijable izracunajte

p(l+10)+p(l-i)
Zadan je polinom p(x) =x’ =2 - x*+3 - x¥* =5 -x + 3.

a) Odredite sve realne nultocke polinoma p i prikazite ga graficki na segmentu [-1, 1].
b) Shvacajuéi zadani polinom kao kompleksnu funkciju kompleksne varijable izracunajte

p2-i)—-pd-2-iQ).

Kreirajte funkcijsku m—datoteku polinom3.m koja sadrZi jedino funkciju polinom3 Cije su
ulazne varijable (ne nuZno razliCiti) realni brojevi a, b i ¢, a jedina izlazna varijabla
matrica p Ciji su elementi to¢no svi koeficijenti polinoma p(x) kojemu su tocno sve
nultocke jednake a, b i c.

Kreirajte funkcijsku m—datoteku samorealni.m koja sadrzi jedino funkciju samorealni
¢ija je jedina ulazna varijabla matrica p Ciji su elementi tocno svi koeficijenti polinoma
p(x), aizlazna varijabla jednaka 1 ako su sve nultocke polinoma p(x) realne, a 0 inace.

Kreirajte funkcijsku m—datoteku zopol.m koja sadrzi jedino funkciju zopol Cije su ulazne
varijable matrice p i ¢ Ciji su elementi tocno svi koeficijenti redom polinoma p(x) i g(x), a
izlazne varijable matrice Z 1 O ¢iji su elementi tocno svi koeficijenti redom polinoma

p) +q(x) 1 px) — g(x).
Kreirajte funkcijsku m—datoteku umnozakpol.m koja sadrzi jedino funkciju umnozakpol
¢ije su ulazne varijable matrice p 1 ¢ C€iji su elementi to¢no svi koeficijenti redom

polinoma p(x) i g(x), a jedina izlazna varijabla matrica U ¢iji su elementi to¢no svi
koeficijenti polinoma p(x) - g(x).

MATLAB-ova ugradena funkcija polyvalm izraCunava vrijednosti matricnoga polinoma p
za konkretne vrijednosti kvadratne matrice x.

a) Proucite sintaksu navedene funkcije.
b) Neka je p : M3(R) — M5(R) matri¢ni polinom definiran propisom p(X) =X>-2- X+
1 -1 0
+ 4 - X. Koriste¢i funkciju polyvalm izraCunajte p|| 0 1 -1
-1 0 1
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10.3. Numericka interpolacija

U ovoj tocki promatramo sljedeci problem:

Problem: Zadano je ukupno n to¢aka: T1 = (x1, y1), T2 = (X2, ¥2), +.., Ty = (Xu, yu), pri cemu je
X1 # X2 # ... # x,. Odrediti polinom p(x) (s realnim koeficijentima) Sto manjega stupnja takav
da njegov graf prolazi svim zadanim tockama.

Moze se pokazati da ako je zadano ukupno n to¢aka u ravnini medu ¢ijim apscisama nema
medusobno jednakih, onda postoji jedinstveni polinom L(x) s realnim koeficijentima ciji je
stupanj najviSe jednak n — 1 takav da njegov graf prolazi svim zadanim toCkama. Taj je
polinom L(x) jedinstveno rjeSenje promatranoga problema. Nazivamo ga Lagrangeov
interpolacijski polinom (skra¢eno: LIP).

Analiticko odredivanje LIP-a pomocu odgovaraju¢ih formula je relativno sloZeno i
mukotrpno ve¢ za "male" n (npr. n =4, 5, 6), a za "velike" n ono je prakticno nemoguce. Zbog
toga ¢emo pri odredivanju LIP-a rabiti MATLAB. On posjeduje funkciju polyfit ¢ije su
ulazne varijable jednoredne matrice x i y koje sadrZe redom to¢no sve apscise, odnosno
ordinate zadanih tocaka, te prirodan broj k, a jedina izlazna varijabla matrica L ¢iji su elementi
tocno svi koeficijenti polinoma stupnja najvise k (dakle, jednakoga ili manjega od k) koji
najbolje opisuje zadani skup toCaka u smislu metode najmanjih kvadrata (o tome cemo
govoriti nesto kasnije). Kako bismo kao rezultat dobili LIP, uzimat ¢emo k=n— 1.

[lustrirajmo primjenu te funkcije na primjeru.

Primjer 1. Odredimo LIP ¢iji graf prolazi tockama T) = (-1, 1), T, = (2, -2), Tz = (-3, —1.5),
Ty=(-4,2.5)1Ts = (5, 4), te ga prikazimo graficki na segmentu [-6, 6].

Najprije moramo zadati matrice x i y. U novi redak komandnoga prozora utipkajmo:

x=[-1 2 -3 -4 5];
y=[1 -2 -1.5 2.5 4];

Sada odredimo matricu L utipkavanjem:
L=polyfit(x,vy,4)

Vrijednost 4 upisali smo zato §to za n = 5 toCaka imamo k = n — 1 = 4. Pritisnimo Enter, pa ¢e
MATLAB ispisati:

L =
Columns 1 through 4
0.05393518518519 -0.04305555555556 -1.02152777777778 -0.11898148148148
Column 5
1.80555555555558
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Dakle, trazeni je polinom

L(x) = 0.05393518518519 - x* — 0.04305555555556 - x* — 1.02152777777778- x* —
0.11898148148148 - x + 1.80555555555558.

Njegovi su koeficijenti, ustvari, racionalni brojevi. Budu¢i da MATLAB ne moZe racCunati s
razlomcima, oni su aproksimirani decimalnim brojevima.

PrikaZimo dobiveni polinom graficki. U novomu retku komandnoga prozora utipkajmo:

x1=—6:0.01:6;
plot(x,y,'*',x1,polyval (L,x1))

U posljednjoj smo naredbi zapisali da na istoj slici Zelimo ucrtati i zadane tocke (oznacili smo
ih znakom *) i LIP na zadanom segmentu. Dobivamo sljedeci graf:

45

401
350
30}
25 |

20 | H
/

Slika 10.

Najcesc¢a primjena LIP-a je ipak u aproksimiranju transcendentnih (nealgebarskih) funkcija
polinomima na odredenim segmentima. [lustrirajmo to na primjerima.

Primjer 2. Aproksimirajmo funkciju f (x) = sin(2 - x) LIP—om u tockama ¢ije su apscise redom
jednake -3, -2, -1, 0, 1, 2 1 3 te ocijenimo apsolutnu pogrjesku aproksimacije u to¢kama x =
=-0.5 ix=4.Potom prikaZimo grafove funkcije f i dobivenoga LIP—a na istoj slici.

Odredimo najprije matricu L ¢iji su elementi tocno svi koeficijenti trazenoga LIP-a. U novi
redak komandnoga prozora utipkajmo:

x=-3:1:3;
y=sin (2*x);
L=polyfit(x,vy,6)
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MATLAB C¢e ispisati:

L:
Columns 1 through 4
0.00000000000000  0.06078568014301 -0.00000000000000 -0.73316129220826

Columns 5 through 7
0.00000000000000 1.58167303889094 -0.00000000000000

Dakle, trazeni je polinom
L(x) = 0.06078568014301 - x* —0.73316129220826 - x* + 1.58167303889094 - x.

Na prvi pogled mozemo pomisliti da smo pogrijesili jer stupanj LIP—a nije jednak 7 — 1 = 6.
No, teorija ne tvrdi da je stupanj LIP-a jednak to¢no n — 1, nego najvise jednak n — 1, Sto
znaci da njegov stupanj moZe biti i strogo manji od n — 1. Upravo je to sluaj u ovom
primjeru.

Ocijenimo sada apsolutnu pogrjesku aproksimacije u zadanim tockama. Najprije za x = 1
izraCunajmo

gr=1lf (1) - LD
U novi redak komandnoga prozora utipkajmo:
gl=abs(sin(2*(-0.5)-polyval(L,-0.5))
pa ¢e MATLAB ispisati:

gl =
0.14038007438399

ZakljuCujemo da je apsolutna pogrjeSka aproksimacije u tocki x = 1 priblizno jednaka 0.14.
Potpuno analogno, za x = 4 utipkajmo:

gl=abs(sin(2*4)-polyval (L, 4)
pa ¢e MATLAB ispisati:

gl =
20.65954767405372

U ovom je slucaju apsolutna pogrjeska velika i iznosi gotovo 21, $to znaci da je aproksimacija
funkcije f(x) LIP-om u tocki x = 4 katastrofalno loSa. Objasnimo zasSto je to tako. Naime, kada
aproksimiramo neku funkciju LIP-om, mi je zapravo aproksimiramo na odredenom
segmentu. Ako je broj toCaka relativno malen, pogrjeska aproksimacije bit ¢e ,,podnosljiva‘,
ali ako je broj tocaka relativno velik, ¢ak i na samom segmentu moZemo dobiti velike
pogrjeske aproksimacije. U ovom smo primjeru funkciju f{x) = sin(2 - x) aproksimirali LIP—

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 243



TVZ

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL

Matematicki alati u elektrotehnici

om na segmentu [-3, 3] uz relativno mali broj polaznih tocaka. Tocka x = —0.5 pripada tom
segmentu pa je apsolutna pogrjeSka aproksimacije bila relativno mala. No, tocka x = 4 ne
pripada tom segmentu i zato je pripadna apsolutna pogrjeska aproksimacije velika.

Napomena: Pogrjeska aproksimacije moZe se smanjiti i pogodnim odabirom vrijednosti x;, i =
=1, ..., n. Tako se prigodom interpolacije neke funkcije f polinomom stupnja n na segmentu
[a, b] mogu uzeti tzv. Cebisevljeve tocke definirane formulom

xizl- a+b+(a—>b)-cos 2-itl ,zai=0,...,n,
2 2:n+2

pa se pokazuje da povecanjem stupnja n interpolacijskih polinoma niz tih polinoma
konvergira prema funkciji f, tj. povecanjem stupnja n dobivamo sve bolje i bolje
aproksimacije polazne funkcije. Detalje ovdje izostavljamo.

Pogledajmo kako nasa aproksimacija izgleda graficki. Obavezno ,,0Cistimo* komandni
prozor, pa u njegova nova dva retka utipkajmo:

x1=-3:0.0001:3;
plot(x,y,"'*',x1,sin(2*x1),x1,polyval (L, x1))

Dobit ¢emo sljedecu sliku:

“J‘ / \ /:/,/ \ \
0.5y \ \ .
\ \
\\ / \
\ \ /
\ \\ \ —
or \\ 7% \
\ \ / \ N\
\\\ /// \\\ 4
\ // \ /|
051 \ \ // \ /4
W\ \ ]
\ /) N /

\ % \

= % \\/ i
\

1.51 ]

2 | | | | |
-3 2 1 0 1 2 3

Slika 11.
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Kvalitetu aproksimacije provjerit ¢emo i crtanjem grafa funkcije 2 = |f — LI na segmentu
[3, 3]. Pritisnimo tipku T i preuredimo posljednje upisani redak ovako:

plot (x1,abs(sin(2*x1)-polyval (L,x1)))

Pritisnimo Enter, pa dobijemo sljedecu sliku:

0.7

0.6

05+

0.4+

03+

02k

01

% 2 A 0 1 2 s
Slika 12.

Primjer 3. Aproksimirajmo funkciju fix) = ¢ LIP — om na segmentu [-0.5, 0.5] koriste¢i
krajnje toCke segmenta i tocke koje dijele taj segment na 4 dijela jednakih Sirina. Odredimo
apsolutne pogrjeske aproksimacija u tockama x = 0.1 i x = 1, te prikaZimo grafove funkcija
f(x) 1 LIP-a na istoj slici.

Odredimo najprije apscise tocaka kroz koje ¢e prolaziti trazeni LIP. Bilo koji segment
mozZemo podijeliti na 4 dijela s ukupno 4 — 1 = 3 unutrasnje tocke segmenta. Iz €injenice sva
cetiri dijela moraju imati jednake Sirine zakljucujemo da donja granica segmenta, spomenute
tri unutra$nje tocke segmenta i gornja granica segmenta tvore strogo rastuci aritmeticki niz.
On ocito ima ukupno 5 clanova. Koriste¢i funkciju linspace generiramo konacan
aritmeticki niz kojemu je prvi ¢lan —0.5, posljednji ¢lan 0.5, a ukupan broj ¢lanova 5. U nova
tri retka komandnoga prozora utipkajmo:

x=linspace(-0.5,0.5,5);
y=exp (x) ;
L=polyfit(x,vy,4)

Nakon $to pritisnemo Enter, MATLAB C¢e ispisati:

L =
Columns 1 through 4
0.04210273467924 0.16928716669238 0.49997817715571 0.99986881931440
Column 5
1.00000000000000
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Dakle, trazeni LIP je:
L(x) = 0.04210273467924 - x* + 0.16928716669238 - x° + 0.49997817715571 - x* + 0.9998688193144 - x + 1.

Ocijenimo apsolutne pogrjeSke aproksimacija u tockama x = 0.1 i x = 1. U novi redak
komandnoga prozora utipkajmo:

gl=abs(exp(0.1)-polyval(L,0.1)), g2=abs(exp(l)-polyval(L,1))
pa ¢e MATLAB ispisati:

gl =
1.075693248986376e-005

g2 =
0.00704493061731

U oba slucaja pogrjeske su relativno male. Pogledajmo to na grafovima funkcija f(x) i LIP-a
prikazanima na istoj slici. U novi redak komandnoga prozora utipkajmo:

x1=-0.5:0.01:0.5;
plot(x,y, '*',x1l,exp(x1l),x1,polyval (L,x1))

pa ¢emo dobiti sljedecu sliku:

Slika 13.

Obrazlozimo §to se dogodilo 1 zaSto na dobivenoj slici imamo samo jednu krivulju. Segment
na kojemu smo aproksimirali funkciju f{x) = ¢* je relativno "uzak" (duljina toga segmenta je
jednaka 1), pa su na tome segmentu apsolutne pogrjeSke aproksimacije tako male da ih je
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graficki nemoguce primijetiti. Zbog toga slobodno mozemo re¢i da se u ovom slucaju grafovi
funkcije f(x) i LIP—a prakticki "podudaraju".

Koliko se ti grafovi doista podudaraju, najbolje mozZemo vidjeti prikazemo li graficki funkciju
h = If — LI na segmentu [-0.5, 0.5]. Ponovno pritisnimo tipku T, pa preuredimo posljednje
upisani redak ovako:

plot (x1,abs (exp(xl)-polyval(L,x1)))
Pritisnemo Enter, pa dobivamo graf prikazan na Slici 14.:

x10°

251

051

0 1 1 I I i I I I 1
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -01 0 0.1 02 0.3 0.4 0.5

Slika 14.

U prakti¢nim je primjenama (posebice u statistici) vrlo Cesto potrebno naci polinom 1. ili 2.
stupnja koji relativno dobro opisuje zadani skup toc¢aka. Pritom je ukupan broj zadanih tocaka
strogo vec¢i od 3 pa se kao rjeSenje takvoga problema opcenito ne moze uzeti LIP. Namece se
pitanje: Sto uéiniti u takvome sluaju? RjeSenje toga problema nalazi se tzv. metodom
najmanjih kvadrata. Grubo govoreci, osnovna ideja te metode jest odrediti polinom (opcéenito
razli¢it od LIP—a) takav da zbroj svih udaljenosti zadanih to¢aka od grafa toga polinoma bude
Sto manji (idealno: 0O, ali u praksi je to vrlo rijedak slu€aj). Tako se npr. u statistiCkim
regresijskim modelima nastoji odrediti polinom 1. stupnja takav da zbroj svih udaljenosti
zadanih tocaka od pravca (grafa toga polinoma) bude §to manji. Mi ¢emo takve probleme
jednostavno i brzo rijesiti rabe¢i MATLAB, tocnije njegovu funkciju polyfit.

PokaZimo navedeno na primjerima.

Primjer 4. Aproksimirajmo funkciju f{x) = cos (2 - x) na segmentu [-0.5, 0.5] polinomom 1.
stupnja koriste¢i krajnje tocke segmenta i tocke koje dijele segment na ukupno 5 dijelova
jednakih Sirina. Ocijenimo apsolutnu pogrjeSku aproksimacije u tockama x =01 x = 1, pa na
istoj slici graficki prikazimo funkciju fi dobiveni polinom na zadanom segmentu.
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OznaCimo trazeni polinom s p. Analogno rjeSenju Primjera 3., najprije zadajemo tocke
koriste¢i funkciju 1inspace i raCunamo pripadajuce vrijednosti funkcije f u tim tockama.
U novi redak komandnoga prozora utipkajmo:

x=linspace(-0.5,0.5,6);
y=Ccos (2*x) ;

Sada moZemo primijeniti funkciju polyfit. Matrice x i y upravo smo deklarirali, a za prirodan
broj k (koji je posljednja od triju ulaznih varijabli funkcije polyfit) uzet ¢emo k =1 jer traZimo
polinom 1. stupnja. Utipkajmo:

p=polyfit(x,vy,1)
Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:

p:
0.00000000000000 0.78190149953969

Dakle, traZeni je polinom
p(x) =0.78190149953969 (konstantni polinom).

Ocijenimo apsolutne pogrjeske aproksimacije u tockama x = 0 i x = 1. U novi redak
komandnoga prozora utipkajmo:

gl=abs(cos (2*0)-polyval (p,0)),g2=abs(cos(2*1)-polyval (p,1))
pa ¢e MATLAB ispisati:

gl

0.21809850046031
g2 =
1

.19804833608683
Takve rezultate smo mogli i oCekivati jer je x = 0 element segmenta [-0.5, 0.5], a x = 1 nije.

Grafove zadane funkcije i polinoma p na istom segmentu crtamo tako da u nova dva retka
komandnoga prozora utipkamo:

x1=-0.5:0.0001:0.5;
plot(x,y, '*',x1,cos(2*x1),x1,polyval (p,x1))

Dobit ¢emo sljedecu sliku:
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Slika 15.

Kvalitetu dobivene aproksimacije procjenjujemo na temelju grafi¢koga prikaza funkcije
h = If — Pl. Preuredimo posljednje upisani redak tako da dobijemo:

plot (x1,abs(cos(2*x1)-polyval(p,x1)))

Pritisnemo Enter, pa ¢emo dobiti sljedecu sliku:

0.25

0.2

0151

01

| . \ | \ | . . \
05 04 03 02 01 0 0.1 02 03 04 05
Slika 16.

Mozemo zakljuciti da je aproksimacija funkcije f(x) = cos(2 - x) polinomom 1. stupnja na
segmentu [-0.5, 0.5] vrlo losa.
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Primjer 5. Aproksimirajmo funkciju iz prethodnoga zadatka polinomima 2. i 3. stupnja u
smislu metode najmanjih kvadrata. Kvalitetu dobivene aproksimacije provjerimo graficki.

U ovom primjeru najprije uzimamo k = 2, a potom k = 3. TraZeni polinom 2. stupnja oznacit
¢emo s py, a trazeni polinom 3. stupnja s p3. U novi redak komandnoga prozora utipkajmo:

p2=polyfit(x,y,2), p3=polyfit(x,y,3)

pa ¢e MATLAB ispisati:
p2 =

-1.82508071154816 -0.00000000000000 0.99482758255364
P o:.oooooooooooooo -1.82508071154817 -0.00000000000000  0.99482758255364
Stoga je

Pa(x) = p3(x) = —1.82508071154816 - x* + 0.99482758255364.

Primje¢ujemo da smo u oba slucaja dobili isti polinom, Sto znaci da ne postoji polinom
stupnja to¢no 3 koji dobro opisuje zadanu funkciju u smislu metode najmanjih kvadrata.

PrikaZimo grafove funkcija f'i p, na istoj slici. U novi redak komandnoga prozora utipkajmo:
plot(x,y, '*',x1,cos(2*x1),x1,polyval (p2,x1))

Pritisnemo Enter, pa dobivamo sljedecu sliku:
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/
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Slika 17.
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Primje¢ujemo da se grafovi funkcija gotovo podudaraju, Sto znaci da je aproksimacija
polinomom 2. stupnja vrlo dobra.

Kvalitetu dobivene aproksimacije uobicajeno procijenjujemo crtajuci graf funkcije h = |f — pal
na zadanom segmentu. Pritisnimo tipku T, pa preuredimo posljednje upisani redak ovako:

plot (x1,abs(cos(2*x1)-polyval (p2,x1)))
Pritisnemo Enter, pa ¢emo dobiti sljedecu sliku:

-3
7

Slika 18.

Dakle, najveca vrijednost funkcije 7 na zadanom segmentu je strogo manja od 0.007, Sto
opravdava zaklju€ak da se radi o vrlo dobroj aproksimaciji.
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10.4. Zadatci za vjezbu

1. Odredite LIP ciji graf prolazi tockama:

a) T'=(-2,1,T2=(-1,2),T3=(0,00i Ty =1, 1);

b) Ty=(In2,e?), Ta=(cos 3, ctg 5), Ts= 2 - V2,2 + v2), Ty = (=33, log:3);
c) Tl = (_1, 2)’ T2 = (O’ 1)7 T3 = (1’ _1), T4 = (2’ _3), T5 = (3’ _5);
d) Ti=(—,In3), T,=(-2,In2), T35=(-1,0), T4, =(0,-In 2) 1 T5 = (1, —=In 3).

U svakom od slu¢ajeva odredite apsolutnu i relativnu pogrjeSku aproksimacije u tockama
x =0.11x=25. Graficki provjerite kvalitetu dobivenih aproksimacija.

2. Aproksimirajte sljede¢e funkcije LIP-om stupnja najvise 3 koriste¢i tocke koje njihovo
prirodno podrucje definicije dijele na 4 dijela jednakih Sirina ako je:

a) f(x) = arcsin x;
b) f(x) = arccos x;

0 f(x)=+v4-x*;
d f(x)=vx—x*.

U svakom od slu¢ajeva odredite apsolutnu i relativnu pogrjeSku aproksimacije u tockama
x =0.21 x = 0.6. Graficki prikazite funkciju f i dobiveni LIP na odgovaraju¢em
segmentu. Potom graficki provjerite kvalitetu dobivenih aproksimacija.

3. a) Aproksimirajte funkciju f (x) = In x LIP-om na segmentu [0.5, 1.5] koriste¢i tocke koje
zadani segment dijele na to¢no 5 dijelova jednakih Sirina.
b) Odredite apsolutnu i relativnu pogrjesku dobivene aproksimacije u tockama x =11 x =
=2.
¢) Graficki prikaZite zadanu funkciju f i dobiveni LIP na zadanom segmentu. Potom
graficki provjerite kvalitetu dobivene aproksimacije.

4. a) Aproksimirajte funkciju f (x) = ¢”* LIP-om na segmentu [-1, 1] koriste¢i to¢ke koje
zadani segment dijele na tocno 8 dijelova jednakih Sirina.
b) Odredite apsolutnu i relativnu pogrjesku aproksimacije u tockama x =-0.11x = 1.1.
¢) Grafi¢ki prikazZite zadanu funkciju f i dobiveni LIP na zadanom segmentu. Potom
graficki provjerite kvalitetu dobivene aproksimacije.

5. a) Aproksimirajte funkciju f(x) = ctg(2 - x) LIP-om na segmentu {—% g} koristec¢i toCke

koje zadani segment dijele na 10 dijelova jednakih Sirina.

b) Odredite apsolutnu pogrjesku aproksimacije u tockama x =-0.11x =0.4.

¢) Graficki prikazite zadanu funkciju f i dobiveni LIP na zadanom segmentu. Potom
graficki provjerite kvalitetu dobivene aproksimacije.
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Odredite polinome 1., 2. i 3. stupnja koji u smislu metode najmanjih kvadrata najbolje
aproksimiraju funkciju f (x) = sin(3 - x) na segmentu [0,% : 71'} koriste¢i toCke koje zadani

segment dijele na 6 jednakih dijelova. Graficki provjerite kvalitetu dobivenih
aproksimacija.

Zadana je tablica vrijednosti funkcije f.

x [0]1]3 4] 6 |7
f()|3]6[24]48 192|384

a) Odredite polinome 1., 2. i 3. stupnja koji najbolje opisuju zadani skup podataka u
smislu metode najmanjih kvadrata.

b) Odredite LIP koji najbolje opisuje zadani skup podataka.

¢) Izracunajte vrijednost y pridruzenu x = 5 Kkoriste¢i svaki od polinoma iz a) 1 b) zadatka.

Zadana je tablica vrijednosti funkcije f.

x [0 1151253 |4] 45
fG) |-1]32]13.6 2579|1383

a) Odredite polinome 1., 2. i 3. stupnja koji najbolje opisuju zadani skup podataka u
smislu metode najmanjih kvadrata.

b) Odredite LIP koji najbolje opisuje zadani skup podataka.

¢) Izracunajte vrijednost y pridruzenu x = 2 Kkoriste¢i svaki od polinoma iz a) 1 b) zadatka.

Kreirajte funkcijsku m—datoteku stupanjlip.m koja sadrzi jedino funkciju stupanjlip ¢ije
su ulazne varijable jednoretCane realne matrice x 1 y istoga tipa takve da je elementu x;
pridruZen element y;, i = 1, 2, ..., a jedina izlazna varijabla stupanj LIP-a koji najbolje
opisuje skup tocaka {(x;, y;):i=1,2,...}.

Bez uporabe MATLAB-a odredite $to ¢e se ispisati utipkavanjem sljedec¢ega niza naredbi:

a) x=0:0.2:1;
y=x+1;
p=polyfit (x,y,2)

b) x=-1:0.5:2;
y=x."2+x-1;
p=polyfit(x,vy,3)

¢) x=—2:1:5;
y=X—-X."2-x."3;
p=polyfit(x,vy,4)
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10.5. Numericka integracija

U ovoj ¢emo tocki razmatrati sljedeci problem:

Problem: Priblizno izraCunati odredeni integral
b
j f(x)-dx.
Pritom pretpostavljamo da je f (x) realna funkcija realne varijable integrabilna na segmentu

[a, b].

Postoji viSe formula za pribliZzno racunanje odredenoga integrala (lijeva formula
pravokutnika, desna formula pravokutnika, trapezna formula, Simpsonova formula itd.). Mi
¢emo ovdje razmatrati dvije najpoznatije: trapeznu 1 Simpsonovu.

Grubo govoreli, trapezna se formula zasniva na zamjeni podintegralne funkcije f (x)
interpolacijskim polinomom 1. stupnja, odosno zamjeni krivocrtnoga trapeza obi¢nim
trapezom, 1 to na svakom od segmenata dobivenih razdiobom segmenta [a, b] na n jednakih

dijelova. Sirina svakoga dijela jednaka je & = b—_a’ pa su diobene tocke (tzv. ¢vorovi) dani
n
izrazima:

X, =a,
{ (D

x, =a+k-h,zasvakik € [n]

Zbrajanjem povrsina svih trapeza dobiva se spomenuta trapezna formula:

b—

n

If(X)-dxzh-B-f(XoHHZ_:f(ka%-f(xn)}= a-B-f(a)+nz_‘,f(xk)+%-f(b)](2)

Simpsonova se, pak, formula zasniva na razdiobi segmenta [a, b] na paran broj dijelova (tj. n
nuzno mora biti paran broj), pa se u svakom od dobivenih segmenata podintegralna funkcija
zamjenjuje s interpolacijskim polinomom drugoga stupnja (Sto znac¢i da se povrSina
krivocrtnoga trapeza na svakom od tih segmenata zamjenjuje s povrSinom ispod parabole).
Izrazi za raCunanje ¢vorova su ponovno dani s (1). Zbrajanjem svih povrsina ispod dobivenih
parabola dobiva se spomenuta Simpsonova formula:

jf(x)-dxzg'{f<a>+2~[f<x2>+f<x4>+...+f<xn_2>]+4'[f(xl)+f<x3>+...+f<xn_l)]+f<b>}. 3)
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MATLAB ne posjeduje "gotove" (standardne) funkcije koje odredeni integral priblizno
racunaju prema trapeznoj, odnosno Simpsonovoj formuli. Ovdje ¢emo navesti dvije posebno
stvorene funkcije trapez i simpson koje to Cine. Funkcija trapez kao ulazne varijable ima
podintegralnu funkciju f(x) (zapisanu u funkcijskoj m—datoteci), granice segmenta a i b, te
broj dijelova n na koje treba podijeliti segment [a, b], a kao jedinu izlaznu varijablu pribliZnu

b
vrijednost integrala I f(x)-dx. Ona glasi:

function z=trapez (funkcija,a,b,n)
sirina=(b-a)/n;

X=a:sirina:b;

for i=1:(n+1)

y(i)=feval (funkcija,x(1i));

end

z=sirina* (y(1l)/2+sum(y(2:n))+y(n+l)/2);

Funkcija simpson ima iste ulazne i izlazne varijable kao i funkcija trapez, ali se zahtijeva
provjera je li n paran prirodan broj. Ona glasi:

function z=simpson (funkcija,a,b,n)
if mod(n,2)>0
error ('Broj dijelova mora biti paran!'),
end
sirina=(b-a)/n;
X=a:sirina:b;
for i=1:(n+1)
y(i)=feval (funkcija,x (1)) ;
end
z=sirina* (y(1l)+2* (2*sum(y(2:2:n))+sum(y(3:2:n)))+y(n+1))/3;

(Radi jednostavnosti, niti u jednoj od navedenih funkcija ne zahtijevamo provjeru je li n
prirodan broj. Kao korisnu vjezbu, moZete doraditi obje funkcije tako da provjeravaju je li taj
uvjet zadovoljen.)

Napomena: Ukupan broj dijelova (n) na koje treba podijeliti segment [a, b] moZe se odrediti
ovisno o tocnosti aproksimacije (tzv. toleranciji) svake pojedine metode. Ozna¢imo li tu
to&nost s € i ako je unaprijed zadamo (npr. € = 107), onda najmanji potreban broj dijelova n
za trapeznu formulu mozZemo izraCunati kao najmanji prirodan broj koji zadovoljava

nejednakost
(b—a)’
"2\ Mo @
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pri Cemu je M, najveca vrijednost (maksimum) koju funkcija |f "l postiZe na segmentu [a, b].
(Pritom pretpostavljamo da je podintegralna funkcija f dvaput neprekidno derivabilna na
segmentu [a, b].) Za Simpsonovu se formulu taj broj dijelova odreduje kao najmanji prirodan
broj koji zadovoljava nejednakost

b_ 5
nz‘/(lg()fl; M, 5)

pri ¢emu je M4 najveca vrijednost (maksimum) koju funkcija If(IV)I postiZze na segmentu [a, b].
(Pritom pretpostavljamo da je podintegralna funkcija f Cetiri puta neprekidno derivabilna na
segmentu [a, b].) Upravo zbog spomenutih maksimuma kao jedan od ulaznih argumenata
funkcija trapez i simpson navodi se broj dijelova n, a ne tocnost €.

Sljedeci primjer rijesit cemo koristeci upravo nejednakosti (4) 1 (5).

1

Primjer 1. S to¢no$éu od 107 izraCunajmo odredeni integral J-sin(x2 ) -dx koristeci:
0

a) trapeznu formulu;

b) Simpsonovu formulu.

a) Da bismo primijenili funkciju trapez, pomocu nejednakosti (4) najprije moramo odrediti
ukupan broj dijelova na koje ¢emo podijeliti segment [0, 1]. Prvi je korak odrediti najvecu
vrijednost apsolutne vrijednosti druge derivacije funkcije f (x) = sin(x?). ,,Poéistimo*
komandni prozor, pa u utipkajmo redom:

syms X
f=sin(x"2);
f2=diff (£, 2);
£f3=diff (£, 3);
g=0*x;
rijesi(£3,9)

Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
0
0
0

Dakle, jedina stacionarna toc¢ka funkcije f" je x = 0, tj. donja granica segmenta [0, 1]. Stoga ¢e
funkcija |f "l poprimiti maksimum ili za x = 0 ili za x = 1. U sljede¢i redak komandnoga
prostora utipkamo:

M2=max (abs (subs(f2,0)),abs(subs(f2,1)))
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Pritisnemo Enter, pa ¢¢e MATLAB ispisati:

M2 =
2.28527932749531

Sada primijenimo nejednakost (4). Utipkajmo:
n=ceil (sqgqrt ((1-0)"3/(12*10"(-5))*M2))
Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

n =
138

Preostaje pozvati funkciju trapez 1 izraCunati polazni odredeni integral. Podintegralnu
funkciju najprije zapiSimo u posebnu funkcijsku m—datoteku. Otvorimo novu m-datoteku i
utipkajmo:

function y=pif (x);
y=sin(x."2);

Pohranimo dobivenu datoteku pod nazivom pif.m i vratimo se u komandni prozor. U novi
redak toga prozora utipkamo:

I=trapez (@pif,0,1,n)
Pritisnemo Enter, pa dobivamo trazenu vrijednost:

T =
0.31027303032220

b) Najprije ,,po€istimo‘ komandni prozor, pa u njegova nova tri retka utipkajmo:

f4=diff (£, 4);
£5=diff (£, 5);
rijesi(£5,q9)

(Funkciju g(x) = 0 - x imamo deklariranu u a) podzadatku, a ,,CiS¢enje pomocu funkcije clc
nije utjecalo na pohranu te funkcije u memoriji.) Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

ans =
0
0 - 1.686761363469921
0 + 1.686761363469921

Iz dobivenoga bismo rjeSenja mogli pomisliti da je x = 0 jedina stacionarna toCka funkcije
™ (x) u segmentu [0, 1]. Medutim, to nije to¢no. (Nemojte odmah kriviti funkciju solve: ni
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ona ne moZe uspjesno rijesiti svaku jednadzbu, tim viSe Sto je ovdje rije€ o relativno sloZenoj
nealgebarskoj jednadZzbi.)

Nacrtajmo graf funkcije f¥’(x) na segmentu [0, 1]. U nova dva retka komandnoga prozora
utipkajmo:

x1=0:0.0001:1;
plot (x1,subs (£5,x1))

Dobit ¢emo sljedecu sliku:

100

80

60

401

20+

20k

40k

-60 1 1 1 1 1 1 1 1 I
0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Slika 19.

Iz nje vidimo da je jedna stacionarna tocka funkcije fav)(x) na segmentu [0, 1] doista x; = 0,
dok je druga pribliZno jednaka 0.8. Njezinu to¢niju vrijednost dobit ¢emo primjenom funkcije
fzero. U novi redak komandnoga prozora utipkajmo:

f5
MATLAB C¢e ispisati:

f5 =
32*cos (x72)*x"5+160*sin(x"2)*x"3-120*cos (x"2) *x

Oznacimo izraz za f5, pa ga kopirajmo koristeci tipke Ctrl 1 C. U novi redak komandnoga
prozora utipkajmo

x2=fzero

otvorimo obi¢nu zagradu, zalijepimo kopirani izraz, stavimo znak zareza, nadopiSimo 1 1
zatvorimo obi¢nu zagradu. Taj redak naposljetku treba izgledati ovako:
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x2=fzero('32*cos (x"2)*x"5+160*sin(x"2) *x"3-120*cos (x"2)*x"', 1)
Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

X2 =
0.85207666630662

Tako ¢emo najveéu vrijednost funkcije "V’ (x)l na segmentu [0, 1] odrediti kao najveéu od
triju vrijednosti: fIV)(O), f(IV)(xg) 1 jav)(l). U novi redak komandnoga prozora utipkajmo:

X=[ans (subs(f4,0)) abs(subs(f4,x2)) abs(subs(f4,1))];
M4=max (X)

Napomena: Kad traZimo najveci od barem tri zadana broja, moramo ih zapisati u obliku
jednoretCane matrice, a potom primijeniti funkciju max. Matri¢ni zapis nije potreban kad
traZimo veci od dvaju zadanih brojeva.

Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

M4 =
28.42851540309637

Za odredivanje broja n primijenimo nejednakost (5). U novi redak komandnoga prozora
utipkamo:

n=ceil (sgrt ((1-0)"5/(180*10"(-5))*M4))
Pritisnemo Enter, pa ¢¢e MATLAB ispisati:

n =
126

Dobivena vrijednost varijable n je paran prirodan broj, pa preostaje izraunati polazni integral
primjenom funkcije simpson. Njezini argumenti bit ¢e funkcija f pohranjena u datoteci
pif.m, a=0,b=11n=126. U novi redak komandnoga prozora utipkajmo:

Il=simpson(@pif,0,1,n)

Pritisnemo Enter, pa ¢¢ MATLAB ispisati:

I1 =
0.31026830140552

Iz a) i b) podzadatka mozemo zakljuciti da je priblizna vrijednost polaznoga integrala
(izraunana sa zadanom to¢noscu) 0.31027.

Za priblizno ra¢unanje odredenoga integrala MATLAB posjeduje dvije ugradene funkcije:
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quad i quadl. Obje te funkcije kao ulazne varijable imaju podintegralnu funkciju f (x), te
granice segmenta a i b, a zasnivaju se na prilagodenoj Simpsonovoj, odnosno Lobattovljevoj
formuli 1 imaju dogovornu to¢nost reda 107, Ako Zelimo posti¢i vecu tocnost (npr. eps) , tu
tocnost moramo navesti kao ulaznu varijablu pri pozivu funkcije. Mi ¢emo koristiti funkciju
quadl koja se (iz komandnoga prozora) moze pozvati na ukupno tri nacina:

l.nacin: T = quadl (funkcija,donja_granica,gornja_granica)

z
2

Npr. Zelimo li izraunati odredeni integral J-sin x-dx , upisat cemo:
0

I = quadl('sin(x)',0,pi/2)
MATLAB ¢e ispisati:

I:
0.99999999999175

Zelimo 1i isti integral izracunati s to¢noS¢u od 10712, upisat ¢emo:
I = quadl('sin(x)',0,pi/2,1e-12)
1 dobiti:

T =
1.00000000000000

2. nacin (koriste¢i funkciju inline za definiranje objekta u komandnomu prozoru):

F=inline (funkcija)
I=quadl (F,donja_granica,gornja_granica)

Integral iz 1.) tako moZemo pribliZno izracunati i ovako:

F=inline('sin(x)"');
I = quadl(F,0,pi/2)

pa ¢e MATLAB (ocekivano) ispisati:

T =
0.99999999999175

3. nadin: Podintegralnu funkciju zapiSemo u obliku funkcijske m—datoteke pif.m, pa je iz
komandnoga prozora pozivamo ovako:

I=quadl (@pif,donja_granica,gornja_granica)
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Za pocetnike ili nedovoljno iskusne korisnike tre¢i je nacin najprakticniji jer se — u slucaju
pogreSnoga zadavanja funkcije f — ispravke ne moraju vrSiti u komandnomu prozoru. Stoga
¢emo i mi primjenjivati taj na¢in kad god to bude moguce. Za iskusne korisnike najprakti¢niji
je prvi nacin.

Pogledajmo nekoliko primjera.
Primjer 3. Zadan je odredeni integral

Jarctg x d

I= X .
1+ x2

O Ly —

Izracunajmo priblizne vrijednosti toga integrala pomocu trapezne, odnosno Simpsonove
formule (uzimaju¢i n = 1000), te pomoc¢u funkcije quadl (s to¢noS¢u od 107%). Usporedimo
dobivene rezultate s toénom vrijednos¢u integrala i ocijenimo pogrjesku.

Podintegralnu funkciju najprije ¢emo zapisati u funkcijsku m—datoteku pif.m. Otvorimo tu
datoteku i utipkajmo:

function y=pif (x);
y=sqgrt (atan(x)) ./ (l+x.72);

Pohranimo unesene naredbe 1 vratimo se u komandni prozor. IzraCunajmo najprije pribliznu
vrijednost zadanoga integrala rabe¢i trapeznu formulu. U novi redak komandnoga prozora
utipkajmo:

Il=trapez(@pif,0,1,1000)
pa ¢e MATLAB ispisati:

I1 =
0.46402073395717

Za primjenu Simpsonove formule u novomu retku utipkajmo:
I2=simpson(@pif,0,1,1000)
pa ¢e MATLAB ispisati:

I2 =
0.46402476578696

Uporabimo li funkciju quadl, nakon utipkavanja
I3=quadl (@pif,0,1,1le-12)

dobivamo:
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I3 =
0.46402733306852

IzraCunajmo sada to¢nu vrijednost integrala koriste¢i funkciju int. U nova tri retka
komandnoga prozora utipkajmo:

syms x
f=sqgrt (atan(x))/(1+x"2);
I=int (f,x,0,1)

Pritisnimo Enter, pa ¢e MATLAB ispisati:

I =

1/12%pi” (3/2)

Pribliznu vrijednost toga broja u MATLAB-u dobijemo koriste¢i funkciju double.
Utipkajmo:

double (I)

pa ¢e MATLAB ispisati:

I =
0.46402733306931

Preostaje nam ocijeniti pogrjeske pribliznih racuna. To ¢emo uciniti tako da izra¢unamo
sljedece vrijednosti:

81 = |I—Ill7
g2 = |I—12|,
83 = |I—I3|.

U novi redak komandnoga prozora utipkajmo:
gl=abs (I-I1),g2=abs(I-I12),g3=abs(I-I3)

pa ¢e MATLAB ispisati:

gl =
6.599112139127339e-006
g2 =
2.567282352927691e-006
g3 =

3.338995746560158e-012

.....

rezultat, a pomocu trapezne formule najlosiji rezultat.
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Primjer 4. Zadan je odredeni integral
r 2
je‘x -dx.
1

Izracunajmo pribliznu vrijednost toga integrala rabeci trapeznu i Simpsonovu formulu (uz n =
= 2000). Pomoc¢u funkcije quadl procijenimo to&nu’ vrijednost integrala s to&noiéu od
10°.

Najprije modificiramo m—datoteku pif.m:

function y=pif(x);
y=exp(-x.%2);

Pohranimo unesene naredbe i vratimo se u komandni prozor. U njegov novi redak utipkajmo:
Il=trapez('pif',1,2,2000),I2=simpson('pif',1,2,2000),I3=quadl (@pif,1,2)
pa ¢e MATLAB ispisati:

I1

o |l

.13525727175200

I2 =
0.13525725794999

I3 =
0.13525725727024

Mozemo zakljuéiti da je prava vrijednost integrala (s to¢noséu od 10°) jednaka
I1=0.135257.

Napomena: Utipkavanjem

I3=quadl (@pif,1,2,1e-12)

dobili bismo:

I3 =
0.13525725794999

tj. I3 = I,. Budu¢i da ne moZemo izraCunati to¢nu vrijednost polaznoga integrala, ne smijemo
zakljuciti da u ovom slu¢aju Simpsonova formula daje to¢niji rezultat od funkcije quadl.
Takve je usporedbe primjereno napraviti iskljuc¢ivo u slucajevima kad moZemo izraCunati
to¢nu vrijednost odredenoga integrala.

2
x

> Moze se pokazati da nije moguce eksplicitno odrediti primitivnu funkciju funkcije f (x) = e¢™* , a samim tim

niti izracunati to¢nu vrijednost zadanoga integrala.
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Zelimo 1li priblizno izraGunati neki dvostruki integral, rabimo MATLAB-ovu funkciju
dblquad ¢ija je sintaksa analogna funkciji quadl. Evo jednoga primjera.

Primjer S. Priblizno izraCunajmo dvostruki integral
1 =”\/x2 +y° -dx-dy
D

ako je podrucje integracije D jedini¢ni kvadrat [0,1]% Prema Fubinijevu pouc“:ku33 dvostruki
integral moZemo zamijeniti s dva "jednostruka" (obi¢na) integrala:

”\/xz + y2 dxdy =j‘j.\/x2 +y2dxdy = j‘U‘\/XZ + ydeJJY-
D 00 0\o0

Modificirajmo sada funkciju pif.m ovako:

function z=pif (x,V);
z=sqrt (x.”2+y."2);

Pohranimo unesene naredbe i vratimo se u komandni prozor. Utipkajmo:

I-dblquad (@pif,0,1,0,1,1le-12)

pa ¢e MATLAB ispisati:

I =
0.76519571646553

Poredak integrala pritom nije bitan jer se vrijednost integrala ne mijenja ako "zamijenimo
integrale". No, moramo pripaziti da donja granica jednoga integrala bude zapisana to¢no
ispred gornje granice toga istoga integrala jer u suprotnom nec¢emo dobiti ispravan rezultat.

Napomena: Moze se pokazati da je zadani dvostruki integral jednak

I =%-(arsh 1+x/§) zl-[ln(1+\/§)+\/§} =0.7651957164642126913447660163965.

3

Konstanta ~ P =arsh 1++/2 =In (1 + JE) +v2=  2.2955871493926380740342980491895

obi¢no se naziva opca parabolicna konstanta 1 predstavlja svojevrstan analogon broja © za
slu¢aj parabole™.

3 Vise o Fubinijevu pou¢ku i njegovim primjenama vidjeti npr. u knjizi S. Ungar: Matematicka analiza u R",
Golden-marketing — Tehnicka knjiga, Zagreb, 2005.

* Vise o opéoj paraboli¢noj konstanti moZe se naéi u knjizi R.S.Finch: Mathematical Constants,Cambridge
University Press, 2003.
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10.6. Zadatci za vjezbu

IzraCunajte priblizne vrijednosti sljede¢ih odredenih integrala pomocu trapezne formule,
Simpsonove formule (uzmite n = 2000) i1 funkcije quadl, usporedite ih s to¢nim
vrijednostima, te ocijenite apsolutne i relativne vrijednosti pogrjeske aproksimacije:

2 1
1. I(1+x—lnx)-dx. 6. J.e_*/;-dx.
1 0
2 sin x p
2 J- —dx 7. J-smx cos’ x - dx.
[ COS™ X 0

3. j.%-dx. 8. j.ln(x+\/l+x2)-dx.
0 0

“dx .

“ In(In x) Lot _ (14 x2)—1
4. [ 222 gy 9,
j X 1+x°

o
O ey

5. T x-et - dx. 10. j|2 - x]- dx.

In2

11. S to¢noséu od 10°° priblizno izracunajte sljedeée odredene integrale:

2

a) jsin(XZ).e—logx.dx, )J' X+SII] X ) ’
1 X +COS X
1 3 eZ-x_ex+1

b) ji/ln(1+x2)— 1—x* -dx, d) [In~————dx.
0

I sin (n . XSJ
2
12. PribliZno izracunajte dvostruki integral
”%/xz +x-y+y’-dx-dy
D

ako je D podrucje omedeno krivuljom

4.x*+3-y*=48.
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