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1 Determinante

Determinanta je funkcija koja kolekciji od n? zadanih brojeva zapisanih u tablicu s n
redaka i n stupaca pridruzuje broj.

Za n =1 determinanta je jednaka zadanom broju i ne izucava se. Osnovno ra¢unanje
opisano je za determinante drugog reda kod kojih je n = 2. Ra¢unanje determinanti treceg,
cetvrtog i visih redova definira se dekurzivno.

1.1 Determinante drugog reda

Determinanta drugog reda je funkcija koja kolekciji od cetiri broja pridruzi jedan
broj. Zapis i izracun definiran je formulom

aix a2

= a11a022 — A12G21.-
a21 Q22

Zadatak 1.1. Izracunajte vrijednost determinante

2 4
5 6

2 4
'5 6‘—12—20——8.

Rjesenje. Po definiciji je

Rijesite samostalno sljedece zadatke:
1 2
3 4|

2. Izracunajte vrijednost determinante

1. Izracunajte determinantu

3 2
8 5|
Rjesenja. 1. -2; 2. -1.

Determinante se primjenjuju u rjesavanju sustava linearnih jednadzbi u kojima je
broj jednadzbi jednak broju nepoznanica

ar+by = m
cr+dy = n

. . . . . b
Cramerov sustav je onaj sustav u kojem je determinanta sustava A = ' CCL d ’ # 0.

Takvi sustavi imaju jednoznacno rjesenje u obliku

A, A,



Determinante nepoznanica dobivaju se iz determinante sustava tako da se stupac
koeficijenata uz nepoznanicu zamijeni slobodnim koeficijentima:

m b . a m
AI’ n d PAy = c n
Primjer 1.1. Linearni sustav
or —6y = 8
2v+4y = 6
rjesava se jednostavnim racunanjem determinanti
5 —6 8§ —6 : 5 8
N N
68 17 7
Sljedi x = — = — 1y = —.
yedi T = o5 g V=15
Rijesite Cramerove sustave primjenom determinanti.
1 3r+8y = 9
|l Tx+by = 11
9 3x = 0
—r+5y = 1
. 3r + Ay 9 ..
3. Odredite parametar \ tako da sustav { Te4 by = 11 nije Cramerov.
Rjesenja.
_ 43, ,, _ 30
2.2=0; y= %

3. Buduéi nuzno treba biti A =0, onda A = 1—75

1.2 Determinante treceg reda

Determinanta trec¢eg reda racuna se pomocu determinanti drugog reda:

a b c
de fl=a- Z H—zy‘d “Jrc-‘d Z‘
g h k I
Zadaci.
-2 4 1
1. Izracunajte vrijednost determinante | 3 —1 2
-1 3 5



2. Rijesite determinantu | 2 5

3 4 2
1 3 =
3. Odredite x akoje | 1 5 —1 | =0.
1 = 3

Rjesenja. 1. -38. 2. -3. 3. Dva su rjesenja: 1 = 3,29 = 1.

Sarrusovo pravilo vrijedi jedino za rjeSavanje determinanti treceg reda i to tako da se

nadopisSu prva dva stupca zadane determinante

Zatim se zbroju umnozaka trojki brojeva smjestenih dijagonalno u smjeru
sjeverozapad-jugoistok
aek +bfg+ cdk

pribroje brojevi suprotni umnoscima trojki uzetih sa suprotnih dijagonala:

= aek +bfg+ cdk — gec — hfa — kdb.

L Q.
> 00 o
T~ O

Zadatak 1.2. Provjerite je li sustav Cramerov i napisite rjesenje sustava

20 —5y+3z = 19
Tr+3y—8 = 31
—r—y—2z = 21
Rjesenge.
Treba izracunati najprije
2 =5 3

A=| 7 3 —8|=-150#£0
-1 -1 -2

i uvjeriti se da je sustav Cramerov. Potom slijede determinante

19 -5 3 2 19 3 2 =5 19
Ay,=131 3 -8 |=-18A,=| 7 31 -8 |=1164,A,=| 7 3 31
21 -1 =2 -1 21 -2 -1 -1 21

Rjesenje je x = 0.12, y = —7.76 1 2 = —6.68.

Zadaci.

= 1002.



1. Izracunajte vrijednost determinanti

3 =2 2 3 3 =2 va —1 6 3
a>'4 6‘b)’6—10’0)‘4 5"1)’@\/6 6)‘74’
2. Izracunajte determinante
2 3 4 1 2 5 12 6 —4
a) 5 =2 1 b) 3 -4 7 c) 6 4 4
1 2 3 -3 12 -15 3 2 8
3. Rijesite jednadzbe
22 49 2 3 2 r—3 x+2 x—1
a)l z 2 3|=0; b|xz -1 1|=0;, ¢o|lx+2 z—4 =z |=0.
1 11 0 1 3 r—1 44 -5
2 1 -3
4. Rijesite jednadzbu | z+1 = -3 =1.
2 1 —x—2
5. Koliko ima parova prirodnih brojeva (x,y) za koje vrijedi Ty Ty ‘ = 7207
rT—y rv+y
6. Izracunajte Ay, Ay i Az ako je
2 1 3 3 4 =5 1 1 1
Ar=1|5 3 2|, Ay=|8T7 =2 i A3=|4 5 9
1 4 3 2 1 8 16 25 81
7. Odredite nepoznanicu x za koju vrijedi
4 2 —1
r r—2 =2 |=1.
3 2 -1

8. Rijesite sustav linearnih jednadzbi
—r—2y+3z = 14
dr+by—6z = 7
—Tr+8y—z = 10

Rjesenja.

a) 26; b) -38; ¢) 23; d) 2a; e) 3.

a) -10; b) 144; c) 72.

a)x; =2, x2=3;b)x; =0, z3=-2;¢)x=2/3.
r1=14+120=1—1.

Postoje 22 uredena para.

Al = 40, AQ = —68, A3 = 20, 7. x =05.

r=11, y=13, 2 =17.

SRR o



1.3 Determinante cetvrtog reda

Determinante cetvrtog reda rjesavaju se iskljucivo razvojem po odabranom retku ili
stupcu. U [1] su detaljno dokazana svojstva determinanti

- ako se jedan redak ili stupac u determinanti pomnozi ili podijeli brojem A, tada se
vrijednost determinante poveca ili smanji A puta

- vrijednost determinante se ne mijenja ako se jedan redak pomnozen nekim brojem
doda drugom retku ili oduzme od njega

- vrijednost determinante se ne mijenja ako se jedan od stupaca pomnozen nekim
brojem doda drugom stupcu ili oduzme od njega

Navedena svojstva mogu pojednostaviti ru¢no rac¢unanje vec¢ih determinanti.
Zadatak 1.3. Odredite vrijednost determinante

-3 9 3 6
-5 8 2 7
4 -5 -3 =2
7 -8 —4 -5

A:

Rjesenje. Rjesavanje zadatka moze se pojednostaviti izlu¢ivanjem faktora -3 iz prvog
retka:

1 -3 -1 -2

-5 8 2 7

4 -5 -3 =2

7 -8 —4 =5

Ako se prvi redak pomnozi brojem 5 i doda drugom retku, vrijednost determinante nece se
promijeniti, no determinanta ¢e dobiti prvi ¢lan jednak nuli:

A=-3-

1 -3 -1 -2
0 -7 -3 -3
A= 4 -5 -3 -2
7 -8 —4 =5

Cilj je u ¢itavom prvom stupcu imati nule, pa se prvi redak najprije pomnozi sa -4 i doda
tre¢em retku, a onda se opet prvi redak pomnozi sa -7 i doda ¢etvrtom. Tako se dobiva se
determinanta

1 -3 —1 -2

0 -7 -3 -3
A__3'07 1 6 |

0 13 3 9

pogodna za razvoj po prvom stupcu, jer se dobiva samo jedan pribrojnik u razvoju:

-7 -3 -3
A=-3-1-(-D"| 7 1 6
13 3 9



Mudro je drugi redak pomnozen s 3 dodati prvom i oduzeti od treceg retka

a zatim novo dobivenu determinantu razviti po drugom retku:

1.4

1.

14 0 15
A=-3-| 7 1 6
-8 0 -9

A:—S-(—1)2+2-1-‘ 14 15 ‘

-8 =9

10

Zadaci za samostalno rjesavanje
Izracunajte:
2 =5 1 2
-3 7 -1 4
5 =9 2 7
4 -6 1 2
Odredite:
3 -3 -5 8
-3 2 4 -6
2 -5 =7 5
-4 3 5 -6
Rijesite:
6 3
7T 4|
Koliko ima prirodnih brojeva x i y za koje vrijedi:
r+y x—y ‘ _ 790
rT—y T+Yy
. Dokazite
a+bi cH+di
—c+di a—bi
Izracunajte Ay, Ay i Ag:
2 1 3 3 4 =5
Ar=1|5 3 2|, Ay=|8 7 =2
1 4 3 2 1 8
Odredite nepoznanicu x za koju vrijedi
4 2 -1
r r—2 =2 |=1.
3 2 -1

— —3. (=126 4 120) = 18.

=a’+ b+ +d°

1 1 1
4 5 9
16 25 81



8. Rijesite jednadzbu:

logy, 5 log, 2 —0
1 log=4 '

Rjesenja:
1. -9
2. 18
3.3
4. 18 uredenih parova
5. samostalno se uvjerite
6. Ay =40, Ay =—-68; A3=20
7. x=05

8. x1=2; ZEQZ%L

2 Vektori u ravnini i prostoru

2.1 Analiticki pojam vektora

Skalar je svaka veli¢ina koja se moze izraziti samo jednim podatkom. Vrijednost skalara
uvijek je realan broj. Primjeri skalarnih veli¢cina su obujam, masa, temperatura, dob i
slicno.

Vektorske velicine nije moguce odrediti samo jednim brojem, nego je potrebno vise
brojeva i to u tocno zadanom poretku. Vektor ima n dimenzija ako ze zapisuje uredenom
n-torkom skalara @ = (aq, as, ..., a,). Kaze se da je tada n-dimenzionalan vektor definiran
pomocu n skalara koje nazivamo komponentama vektora. Vektor u ¢ijem su zapisu svi
skalari nule nazivamo nul-vektorom.

Primjer 2.1. Vektor d = (1,2, 3) nije jednak vektoru b= (3,2,1).

Zbrajati i oduzimati se mogu vektori istih dimenzija. Vektori se zbrajaju i oduzimaju
tako da se zbrajaju i oduzimaju komponente na odgovaraju¢im pozicijama.

Vektor se mnozi skalarom tako da se svaka komponenta vektora pomnozi tim skalarom.

Primjer 2.2. Zbroj dva 4-dimenzionalna vektora @ = (1,3,4,5) i b= (3,5,1,8) je vektor
@+0b=(4,8,5,13).

UmnoZak vektora d i skalara o =7 je vektor

ad =a-d=(7,21,28,35).

11



Neka su ay, ..., d, vektori i neka su aq, ..., o, realni brojevi. Vektor
b= 06161 + ...+ CYnC_in
naziva se linearna kombinacija vektora ay, ..., @, s koeficijentima aq, ..., c,.

Zadatak 2.1. Izracunajte linearnu kombinaciju o f + Bg + yn ako su zadani vektor:
f = (10,20,-80,30), 5 = (5,95,105,35) i 7i = (=20, —10,5, —45), dok su skalari redom
a=3,=21iv=6.

Rjesenje. of + 8§+ it = (—80, —190, 0, —120).

Linearno nezavisni vektori su vektori a, l;, ¢id ako ih ponistava jedino trivijalna
linearna kombinacija. To znaci da iz uvjeta ad + b+ v+ dd = 0 slijedi da je nuzno

Primjer 2.3. Vektori d = (2,3, —4), b= (—1,1,9) i &= (3,—3,—8) su linearno nezavisni.
Dokaz. Kada bi se trazili skalari o, 51 v takvi da je
ad@ + b+ =0,
trebalo bi vrijediti
a(2,3,—4)+ p(—1,1,9) +~v(3,-3,9) = (0,0,0),
odnosno, nakon izra¢una linearne kombinacije trebalo bi biti ekvivalentno
(2a — B+ 37,3+ B — 3y, —4a+ 95 + 9v) = (0,0,0).

Buduci su vektori ekvivalentni samo ako su im odgovarajuc¢e komponente jednake, dobiva
se linearni sustav po nepoznanicama «, 8 i vy

20—-B+3y = 0

Ja+p -3y = 0
—4a+98+9y = 0.

2 -1 3

Zbog A=| 3 1 —=3|=180#01izbogA,=Az=A,=0,sustav je Cramerov i po
-4 9 9

prethodnom poglavlju, a« = g = v = 0. Dakle, vektori su linearno nezavisni. ]

Baza vektorskog prostora V je najveci broj linearno nezavisnih vektora tog prostora.
Baza dvodimenzionalnog vektorskog prostora V5 sastoji se od dva vektora, V3 od tri
vektora.

e Dvodimenzionalni bazi¢ni vektori su 7 = (1,0) i j = (0, 1).

e Trodimenzionalni baziéni vektori su 7 = (1,0,0),7 = (0,1,0) i k = (0,0, 1).

12



e Cetverodimenzionalni bazi¢ni vektori su
e1 = (1,0,0,0),e3 = (0,1,0,0),e3 = (0,0,1,0) i e, = (0,0,0,1).

Teorem 2.1. Svak:i se vektor mozZe jednoznaéno prikazati kao linearna kombinacija
bazicnih vektora.

Zadatak 2.2. PrikaZite vektore iz Zadatka 2.1 i Primjera 2.3 kao linearne kombinacije
bazicih vektora.

—

Rjeéenje. f = 1051 + 2052 - 8053 + 3954, ‘9124551 + 9552 + 19553 + 3554, n= .
—208; — 108, + 5&3 — 456y, @ =2i+3] — 4k, b= —i+ j+ 9k i &= 3i — 3] — 8k.

Teorem 2.2. Neka je zadan n-dimenzionalan vektor. Tada se on moZe jednoznacno
prikazati kao linearna kombinacija nekih drugih n linearno nezavisnih vektora.

Zadatak 2.3. Vektor d@ = (5,10, 15) napisite kao linearnu kombinaciju vektora iz Primjera
2.8.

Rjesenje. Potrebno je odrediti skalare «, 8 i v takve da vrijedi
ad + Bb+~@=a.
Analogno dokazu Primjera 2.3 dobiva se sustav

20—-B+3y =5
3a+ -3y = 10
—4a+98+9y = 15.

Sustav je Cramerov pa iz A = 180, A, = 540, Ag = 450 i A, = 60 slijedi
i = 3@ + 2.5b + 0.33¢

Skalarno mnozenje ili skalarni produkt je racunska operacija koja paru vektora istih
dimenzija pridruzi jedan broj - skalar.

Skalarni produkt vektora @ = (a1, as,...,a,) i vektora b= (b1, bs,...,b,) jednak je
zbroju umnozaka odgovarajuc¢ih komponenata

652 Cllbl +(12b2+"'+(lnbn = Zazb,
=1

Primjer 2.4. Ako je @ = (3,-2,1,0,6) i b= (—4, —9,10,2, —3), onda je

G-b=—12+184+10— 18 = —2.
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Skalarni kvadrat vektora ne moze biti negativan. Ako je @ = (3, —4, —7,4), onda je
@=a-ad=9+16+49+ 16 = 90.
Drugi korijen iz skalarnog kvadrata je uvijek moguce izracunati.

Modul ili duljina vektora je drugi korijen iz skalarnog kvadrata:

|d@| = Va2 = /90 = 9.49.
Skalarni produkt moze biti pozitivan, negativan ili jednak nuli i u slucaju kad komponente

vektora nisu jednake nuli.

Primjer 2.5. Neka je f = (3,—2,1) i neka je § = (4,5, —2). Tada je

fg=12-10-2=0,

1ako niti jedan vektor nije nul-vektor.

Opcenito vrijedi nejednakost po kojoj modul skalarnog produkta dvaju vektora ne moze
biti ve¢i od umnoska modula tih dvaju vektora:

@ o] <a - |b]. (1)
Kut izmedu vektora @ i b se definira za par vektora bilo koje dimenzije preko kosinusa
toga kuta:
a-b
cosp = ——.
|al|b]

Zadatak 2.4. Za vektore iz Primjera 2.4 se uvjerite u nejednakost (1).

Rjesenje. Nakon racunanja |@| = v/50 = 7.07, |5| = v/210 = 14.49 pa je ocita nejednakost.
Kut slijedi iz

CoS = = 0.01952
7 4/10500

¢ = cos 10.01952 = 91°.

Vektori s negativnim skalarnim produktom uvijek zatvaraju tupe kuteve.
Zadatak 2.5. [zracunajte kut izmedu vektora u Primjeru 2.1.

Rjesenje. Kut je pravi. Za vektore koji u skalarnom produktu daju nulu kaze se da su
okomiti.

Vektorske forme su skalari koji se racunaju za n vektora koji su svaki dimenzije n.
Forme se dijele prema dimenziji vektora:

e 1-forma je definirana samo za skalar i jednaka je tom skalaru te se ne promatra.
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e 2-forma za par dvodimenzionalnih vektora @ = (aj, as) i b = (by, by):

a; Qg

anb= b by

-

e 3-forma za trojku trodimenzionalnih vektora @ = (ay, as,a3), b = (b1, be, b3) i
c= (Cl, Co, Cg)l

a; ag as
aNbANC=]| b by b
i C2 C3

Primjer 2.6. Za cetiri 4-dimenzionalna vektora f: (0,7,—4,9), g=(1,8,—4,—7),
h=1(2,-3,4,8) i k = (—9,3,—1,-9) pripadna 4-forma racuna se determinantom éetvrtog
reda:

0o 7 —4 9
oo o |18 -4 -7
FAGNRNE=| o o 5 | =
-9 3 -1 -9
g§ —4 -7 1 -4 -7 1 8 -7 1 8 —4
0-] -3 4 8 | —=7-| 2 4 8 |+(-4)-] 2 -3 8 |—-9-|] 2 -3 4
3 -1 -9 -9 -1 -9 -9 3 -9 -9 3 -1

=0—7-(—50)—4-(—282) —9-(—107) = 3251
Propozicija 2.1. Vektori su linearno zavisni ako racunanje pripadne forme daje nulu.
Zadaci.

1. Izracunajte 4-formu g A fA AAKLKA f/\ gA h za vektore iz Primjera 2.6 pa
generalizirajte.

2. Za vektore @ = (1,2,3), b= (7,4,3) i ¢= (0,1, 3) izracunajte TAbAZi CAbA G pa
generalizirajte.

3. Izracunajte aADAG aAbAd1dAbA (G4 d) ako su
@=(0,-3,-2),b= g -

-

(
4. Odredite vektor @ x b i vektor 3@ x (—2b) ako su @ = (4, —8,6) i b = (=2, —2,1).

5. Izracunajte GA b A Cza G = (2,1,3), b= (3,—1,4) i ako je

(a) é=2a+3b
(b) é=axb
(c) @=2a x 3b

15
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6. Napisite vektor ¢ = 3i + 4] kao linearnu kombinaciju vektora a = —— jib= i— 27.

7. Zapisite vektor d = (2, 3,8) kao linearnu kombinaciju vektora @ = (—1,8, —4),
b=(7,-3,0)i&=(0,8,—5).

8. Provjerite jesu li vektori @ = (7,-5,7), b=2—j—4kic=11i — 7] — k linearno
zavisni pa izrazite ¢ kao linearnu kombinaciju vektora a i b. Koristite iskaz
Propozicije 2.1.

9. Odredite kut izmedu vektora:
(a) f=i+jifi=i—3]
(b) @=(4,—1,6)1ib=(—9,8,4)

(¢) §=3€) + €y —besz + ey i f= (7,—4,0,—1). Vektori €;, za i = 1,2, 3,4 su bazi¢ni
4-dimenzionalni vektori.

Rjesenja.
1. -3251 1 3251. Kod zamjene dva vektora u formi, forma mijenja predznak. Ciklickom
zamJenom forma ostaje 1sta

2.

=~

AR

GADNE= —12,acA bAd=12. Radise o zamjeni vektora @ i ¢ koja mijenja predznak.
38+2=40. Ovo je distributivnost.
axb=(4,-16, 24) 3EL’><( 2b) (— 2496144)
(a) 0; (b) @x b="Ti+j—5kpajedAbAc=T5 (c)450.
7 —
- 42 , 139~ 288
=rntT Tttt me .
Linearna zavisnost je zbog @ A b A ¢ = 0 i Propozicije 2.1. ¢ = a + 2b.
(a) 1172, (b) 1092, (c) 71°.

2.2 Geometrijski pojam vektora

Primjer 2.7. Nacrtanu orijentiranu duZinu b moguce je opisati ako znamo dva broja:
duljinu © kut prema horizontalno - desnom smjeru. Vektor je moguce opisati i mjerenjem
odmaka desno 1 odmaka prema gore.

b B

/

A

Slika 1: Orijentirana duzina je reprezentant vektora.

—

Zadatak 2.6. Zadana su dva vektora @ = (3,2) i b= (1,4). Odredite:
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1. zbroj vektora @ + b,
2. razliku vektora @ — (;,
3. dvostruki vektor 2d, trostruki 35,
4. linearnu kombinaciju 2a — 3b.
Rjesenja. 1. (4,6); 2. (2,-2); 3. (6,4) 1 (3,12); 4. (3,-8).
Zadatak 2.7. Zadan je vektor d= (12, —10). Odredite, a zatim i nacrtajte vektore
a) 2d,
b) —d.

Zadatak 2.8. Neka su @ = (2,3) i b= (3,1). Odredite, a zatim i nacrtajte vektor
&=2a—3b=(2,3).

Rjesenje. &= (—5,3).
Zadatak 2.9. U koordinatnom sustavu X0Y prikaZite vektore i = (1,0) i j = (0,1).

Primjer 2.8. Izrazite uredene parove d, bid+b iz zadatka 2.6 kao linearne kombinacije
vektora i © 7. Nacrtajte navedene vektore.

Rjesenje. @ =3i+2f, b=1i+4j, @+b=4i + 6].
Definicija 2.1. Vektor kojeg predstavilja orijentirana duzina s pocetkom u ishodistu O, a
zavretkom u tocki A naziva se radijus-vektor tocke A i mozZe se poistovjetiti s tockom A:
7y = OA.
Zadatak 2.10. Izrazite:
1. Radijus - vektor 7'y = (74 gdje je tocka A(4,5).
2. Vektor 1@, gdje je tocka A = (2,1), a tocka B = (3,6).

Rjesenja. N
1. Po definiciji OA = 74 = 4i + 5;.
2. Zakljucivanje:

AB - OB
AB = OB-0A
AB

= 3i4+6j—(20+))=i+5].

2l

_|_
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Duljina vektora zapisanog u pravokutnim koordinatama kao
a= oq;—l— Oégj

racuna se po Pitagorinom poucku:

d| = \/a? + a3

Zadatak 2.11. Za zadane vektore @ = —3i + 4;' ib=5— 12;’ 1zracunagte:

a) |dl;
b) [b];
¢) |@a+b|;
d) |@—b).

Rjesenge. a) |@|=>5, b) |b|=13, ¢) |@ + b| = 2v/17, d) |@ — b| = 8v/5.
Zadaci.

1. Zadan je trokut s vrhovima A = (—=2,2), B=(2,1) i C = (5, 3). Neka je AB — c,
B? = d. Odredite vektore:
a) [a*c+ |d*a, D) |d%a - |af*e.

2. Zadana je tocka A = (2, —3). Odredite ordinatu y tocke B = (3,y) tako da je

AB| = V5.

3. Zadani su vektori @ = 27 — )\Ii b=\ + 5}. Odredite realan broj A tako da bude

@ — 2b] = v/97.

Rjesenja.
1. a) 103: + 21y, b) —i + 477.
2. By =(3,—-1), B, =(3,-5).

3. )\1 — —1, )\2 — —g

Zadatak 2.12. Nacrtajte tocku A(4,3) u koordinatnom sustavu. Nacrtagte vektor 4.
Zapisite 74 kao linearnu kombinaciju koordinatnih vektora i primjenom Pitagorina poucka
izracunagjte duljinu vektora |74l

Rjesenje. Linearna kombinacija 74 = 4i + 37, a duljina |7al = V42 + 32 =5.

Vektor je odreden duljinom ili modulom vektora, smjerom odnosno pravcem na kojem
se nalazi i orijentacijom odnosno okrenutosti na tom pravcu.
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Zadatak 2.13. Nacrtagte tocke A = (3,2) 1+ B = (6,—2). Nacrtajte vektor a = AB i
prikaZite ga kao linearnu kombinaciju osnovnih vektora i j Nacrtagte smjer vektora @
izracunajte modul |d|. Nacrtajte vektor suprotan vektoru |d| i napisite ga kao linearnu
kombinaciju vektora baze i j

Rjesenje. @ =3i—4j,|d@ =5, —@ = —3i+4j, |d| = | — d|.
Vektori su jednaki ako i samo ako imaju jednaku duljinu, smjer i orijentaciju.

Buducdi su jednaki vektori paralelni, iste duljine i iste orijentacije, karakterizira ih
zajednicko poloviste spojnica zavrSetka jednog i pocetka drugog vektora. Na slici je to
zajednicko poloviste duzine AD i duzine BC. Uobicajeno je reé¢i da se vektor ne mijenja
paralelnim pomakom.

QL
S

Slika 2: Jednaki vektori

Zadatak 2.14. Neka su A = (2,5), B=(4,0) i C = (—1,3) vrhovi paralelograma u
poretku ABC'D. Odredite koordinate cetvrtog vrha D.

Rjesenje. Vektori @ = 175 = (2,—5). Bududéi je 178 = (2, —5), slijedi da je D = (—3,8).

Kolinearni vektori imaju isti smjer, no ne nuzno i istu orijentaciju. Kolinearni vektori
rezultat su mnozenja vektora skalarom.

Zadatak 2.15. Nacrtajte u koordinatnoj ravnini vektor a = 2 — 4}. Nacrtagte u istom
koordinatnom sustavu vektore —d, 2a i —3d.

Jedini¢ni vektor zadanog vektora a je vektor kojem je duljina jednaka 1, a smjer i

orijentacija su isti vektoru a. Jedini¢ni vektor @y u smjeru vektora @ dobiva se

.. - 1
mnozenjem vektora @ skalarom Gk

|~
Q1
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QL

/ ao
Slika 3: Jedini¢ni vektor

Primjer 2.9. Jedinic¢ni vektor v smjeru vektora a iz zadatka 2.15 je vektor

1 - - — —
@y = H(2@' — 47) = 0.4477 — 0.894].
a

Nul-vektor je vektor kojem je modul jednak nuli. Reprezentanti nul-vektora su tocke

A4, TT...

Zadatak 2.16. Vektor @ = 2i + 6 rastavite u smjerovima vektora @ = 27 i b=3i+ 37.

Rjesenje. 'Traze se skalari \,v € R koji zadovoljavaju jednakost:

-

= X-d+v-b
2465 = 2M+v(3i+3))
2i4+6] = (2\+ 3v)i+3v].

Loy

Radi linearne nezavisnosti vektora ¢ i j dobiva se izjednacavanjem koeficijanata iz
komponenti sustav

2AX+3v = 2
3v = 6
2

¢ija rjesenja daju trazenu linearnu kombinaciju ¢ = 2b — 23.
Zadaci.

1. Za zadane tocke A = (—3,3), B = (4,—1), C = (—1,0) odredite koordinate vektora:
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(e) BE — AC;
f) 21@—3@;
) 245 — 3BC + 4CA.

2. Zadan je cetverokut s vrhovima A = (-3,—1), B=(3,-3), C = (5,1)i D = (-1, 3).
Dokazite da je 1@ lﬁ i @ ﬁ dakle da je taj cetverokut paralelogram.

3. Totke A= (—1,—4), B=(6,1)1 C = (4,1) tri su uzastopna vrha paralelograma.
Koristeci koordinatizaciju vektora u ravnini odredite koordinate ¢etvrtog vrha D tog
parelelograma.

4. Totke A= (2,1) i B = (5,7) dva su susjedna vrha paralelograma ABCD. Tocka

S = (3,4) sjeciste je njegovih dijagonala. Odredite koordinate vektora 1@ i Eﬁ pa
pomocu njih koordinate vrhova C'i D tog paralelograma.

5. Zadani su vektori @ = i + 27, b=—3i— j’i =30+ 5;. Izracunajte sljedece linearne
kombinacije:

—~
o
ST
_|_

S oS S S

|+

o Sl

N[
ISH
+

o
S

c.

|
N
ST
+
W=
©‘l
[

6. Zadani su vektori @ = —2;4— ;, b=7— ji c= 72 — 5} Prikazite vektor ¢ kao linearnu
kombinaciju vektora a i b u obliku ¢ = ad + 56 a, B € R.

7. Zadane su tocke A = (—1 % = (5, 3). Prikazite vektor
fﬁ kao linearnu kombmacuu Vektora A

Rjesenja.

1. a) 7i —47; b) —7i +45; ¢) 0; d) 20 — 355 ¢) =37+ 17; £) 19 — 95; g) 217 + J.

2. Vektori su jednaki ako su im jednaki koordinatni zapisi.

3. D= (-3,—4).

4. B—Z—F?)], 1@— 2A—§— 2+ 67. Ako je C' = (x,v), onda je 1@: (x—2)i+ (y—1)],
pa je C'= (4,7). Analogno se dobije D = (1, 1).

5.a) —2i+j; b) 4i + 355 ¢) i +65; d) —5i —47; e) —4i — 17 f) —Zi 17

6. Iz7i—5] = a(—2i+j) + B(i — J) = (—2a + 5){4_ (o — B)7 izlazi sustav: —20 + f =7,
a— 3 =-=5,dakle a = =2, § = 3, paJec——2a+3b

7. AD — 3448 — 144
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2.3 Trodimenzionalni vektori

Trodimenzionalni vektori su vektori koji imaju tri komponente. Primjerice, vektor
a = (3,2,2) je trodimenzionalni vektor.

Zadatak 2.17. Zadani su vektori @ = (1,2,3), b= (1,12,2), @= (—1,2,—4) i d = (0,2,1).
Odredite @+ b, ¢ —d, 2¢, —d, 2d — 3b. Odredite brojeve o,y i ¢ tako da vrijedi
b= ad+ yc+dd.

Napomena 2.1. Svaki se trodimenzionalni vektor moZe napisati kao linearna kombinacija
vektora

i=(1,0,0)
Jj=(0,1,0)
k=(0,0,1).

Vektori 1, j 1 k nazivaju se osnovnim ili bazi¢nim vektorima, ortovima ili ortonormiranom
bazom.

—

Zadatak 2.18. Vektore iz zadatka 2.12. napisite kao linearnu kombinaciju vektora ',j’ i k.

A
ZM |«
N
N
N
N
N
N
N
N
N
N
N
N
oM
N
N N
Tm ‘
|
|
0 | Ymr
S I P y
\\ | 7/
.. | P
Se | ,
S I
N
\\ ! 7/
N
~ e
N
M A mm - m o - — - = £

Slika 4: Tocka u trodimenzionalnom prostoru

Pravokutni Kartezijev koordinatni sustav u prostoru Oxyz zadan je s istaknutom
tockom nazvanom ishodistem O i s tri okomita brojevna pravca: z-osi ili osi apscisa,
y-osi ili osi ordinata i z-osi ili osi aplikata.

Svakoj tocki M jednoznacno je pridruzena uredena trojka

M = ($M7yM,ZM)-
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Radijus - vektor tocke M = (s, yas, zar) U 0znaci 7y, ima komponente

-
— B

v = Tyt + yMj—k ZME.
Zadatak 2.19. Odredite komponente radijus - vektora ako je tocka M = (2,—-3,5).

Koordinatni vektori ¢, j i k geometrijski su jedini¢ni vektori usmjereni prema
pozitivnim smjerovima koordinatnih osi.

Duljina ili modul vektora @ = a,i + ay;—i— ak = (az, ay, a,) racuna se po formuli

|@| = /a2 + a2 + a2

|

N
Sy
—_
<

Slika 5: Koordinatni vektori

Zadatak 2.20. Odredite udaljenost tocke M iz zadatka 2.19 do ishodista racunajuci
duljinu njenog radijus - vektora.

1.
a

Jedini¢ni vektor vektora d u oznaci dy dobiva se mnozenjem vektora @ skalarom

—_

60 = T C_l:
lal

Zadatak 2.21. Odredite jedinicni vektor iz ishodista u smjeru tocke M iz zadatka 2.19

Vektor zﬁ s pocetkom ili hvatistem u tocki A = (x4, Y4, 24) 1 zavrsetkom ili ciljem u
tocki B = (zp,ys, z5) po komponentama ima zapis:

E = (zp — xA)Z+ (yp — yA)j—l— (zp — ZA)E.
Nadalje vrijedi:

AL = 7y — 7y,
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Zadatak 2.22. Vrhovi trokuta su tocke A(3,—-2,0), B(—3,-2,1) i C(2,—1,9). Odredite
vektore zﬁ, B-C>y 1 1@ LIzracunajte redom module tih vektora i opseg trokuta.

Zadatak 2.23. Odredite komponente vektora @ = AB ako je A(1,3,2) i B(5,8,—1).

Zadatak 2.24. Izracunajte duljinu vektora a = 207 + 30;’— 60k .

Zadatak 2.25. Tocke A(2,2,0) i B(0,—2,5) zadane su svojim pravokutnim koordinatama.
Raspisite vektor 1@ po komponentama u smjeru vektora baze i odredite duljinu vektora.

Zadatak 2.26. Zadana su tri uzastopna vrha paralelograma ABCD:
A=(1,-2,3),B=1(3,2,1) i C = (6,4,4). Odredite éetvrti vrh i opseg paralelograma.

Rjesenge.

Zadatak 2.13: @ +b =2+ 14] + 5k, ¢ —d = —i — 5k, 20 = —2i + 4] — 8k, —d = —2] — k,
26 —3b=—i — 32}. Trazeni brojevi dobivaju se iz sustava koji nastaje izjednacavanjem
komponenti

1 = a—vy
12 = 2a+2y+2)
2 = 3a—4vy+0.

i redom iznose a =3, =2, v=1
Zadatak 2.14: 7y = OM = 27 — 3] + 5k = (2, —3,5).
Zadatak 2.15: Udaljenost M do ishodista jednaka je duljini radijus - vektora

,=3,5) = /22 + (—3)2+ 52 = V38 = 6.1644 ~ 6.2.

["v| =

(
1 - o -
adatak 2.10: 7y, = —(2,—3,9) = (0.32, —0.43, 0. = 0.32: — 0.487 4 0.81%.
Zadatak 2.16: T, 622 3,5 0.32,-0.48,0.81 0.32: — 0.485 + 0.81%k

Zadatak 2.17:
AB = B—A——Gi+k
BC = C—B=5i+]+8k
AC = C—A=—i+j+9k

Moduli su redom |1@| =6.1, |B?| =951 ]1@] = 9.1. Opseg trokuta jednak je 24.7.
Zadatak 2.18: 1z definicije radijus - vektora i definicije zbrajanja vektora:

OA+AB = OB
AB = Fp—7y

= 47+5j — 3k

Zadatak 2.19: Neposrednim uvrstavanjem u formulu dobije se

|@| = V202 + 302 + 602 = 70.
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Zadatak 2.20: Neposrednim uvrstavanjem dobije se vektor
AB = (02 + (=2 —2)]+ (5 0)F = —27 — 4] + 5%,
a duljina vektora je

AB| = \/AB? = VA1 16 1 25 = 6.71.

Zadatak 2.21: 1z definicije paralelograma

AD — ity — iy = BCL

slijedi
D=7p = i—2j+3k+3i+2]+3k
D=7y = 4i+6k
D = (4,0,6).

Opseg je zbroj duljina svih stranica odnosno

O = 2.|4B|+2-|BC

O = 2|20 +45 — 2k| + 2|37 + 27 + 3k|
O = 2VA+16+4+2V/9+4+9
O = 4V6+2v22=19.18

jediniénih duljina.

Zadaci.

1. Izrazite u bazi V3 vektor 1@, gdje je A=(2,1,0) i B =(-2,3,3). Izracunajte

duljinu vektora.

2. Zadan je vektor @ = @ svojim komponentama a, = 2, a, = 4,a, = —1 i hvatistem u

A = (0,4,2). Odredite kraj B vektora AB.

3. Zadani su radijus - vektori vrhova trokuta ABC: 7y =i + 2] + 3k, g = 3i + 27 + ki

Fo=1i+4] + k. Dokazite da je trokut jednakostranican.

4. Odredite projekcije vektora @ na koordinatne osi, ako je @ = 1@ + (73, a zadane su

tocke A(0,0,1), B(3,2,11),C(4,6,5) i D(1,6,3).
5. Izracunajte modul vektora

G=1+2]+k—=(4i+ 8]+ 3k).

U] =
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6. Zadane su tocke M;(1,2,3) i My(3,—4,6). Odredite duljinu vektora M; My i jediniéni
. e
vektor u smjeru M; M.

7. Zadan je vektor @ = 47 — 27 4 3k. Odredite vektor b, ako je [b|=|d], by =a,1ib, =0.

Rjesenja.
A =—4Z+2j—|-3/€ AB| = V/29.
=(2,8,1).
A :rB—rAzsz— ok, |AB| = |BC| = |AC| = 2v/2.

a; =0,ay, =2,a, = 8.

jal = 3/5.

|M1M2| = 7 (Ml,Mg)o = 2/7Z 6/7] + 3/71{3
Dva su rjeSenja: b= —2] +5kib= —2] — 5k.

NS Ok w .wt—‘

2.4 Skalarni produkt

Neka je |@| duljina vektora @. Skalarni produkt definira se formulom:
@-b=|al-|b|-cosep (2)

gdje je ¢ kut medu vektorima @ i b. Svojstva skalarnog produkta su:

komutativnost: @-b=1b-a

—

- distributivnost: @- (b4 =ad-b+a

o

kvaziasocijativnost: aa - ﬁl; = afa - b

(skalarno) kvadriranje vektora: a* = |a|?

ponistavanje: a - b = 0 ako su vektori okomiti ili ako je jedan od njih 0 nul-vektor.

Geometrijska definicija skalarnog produkta:

b

ST

S

Il
=

|- [B] - cos o

ST

Slika 6: Skalarni produkt
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Primjer 2.10. Sile Fy i Fy od 300N i 500N djeluju na neko tijelo pod kutom od 30°.
Izracunagte intenzitet rezultantne sile i kut pod kojim djeluje rezultantna sila prema sili F .

Slika 7: Superpozicija ili zbrajanje sila

Rjesenje. Rezultantna sila je dobivena pravilom paralelograma i jednaka je vektorskom
zbroju zadanih sila: R = F} + F5. Bududi su vektori na slici nacrtani, izostavljene su
strelice. Iznos rezultantne sile |R| racuna se koristenjem distributivnosti:

B> = R? = (Fy + Fy)? = F2 + 2F, - Fy + F2. (3)
Skalarni produkt je F; - Fy potrebno raéunati po (2):
Fy - Fy = |Fy| - |Fy| - cos Z(Fy, Fy) = 300 - 500 - cos 30° = 129903.81
Skalarno kvadriranje izvodi se po definiciji:

F?2 = |F]* = 90000
F2 = |Fy)? = 250000

Sada iz (3) slijedi
]é\z = 90000 + 250000 + 2 - 129903.81 = 599807.62
dok je trazeni iznos rezultante
|R| = v/599807.62 = 774.4TN = TTAN.

Zaokruzivanje se vrsi na cjelobrojni iznos zbog prirode ulaznih podataka.
Kut ¢ izmedu rezultante i vektora racuna se po formuli

F,+E)F, F2+FE-F 90000+ 129903.81
cosp = ( 1ﬂ+ 22 L W R il = 0.94704
F + B 774 - 300 232200

Trazeni kut ¢ = 18.7° = 19°.
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Skalarna projekcija vektora @ na smjer vektora Z;je broj

Predznak projekcije je negativan ako vektori zatvaraju tupi kut.

Vektorska projekcija vektora @ na smjer vektora b je vektor

. a-b -
Ay = —S— * b
b 2
kolinearan vektoru b.
| E | E
| |
| |
| |
| |
l l
I I
L v
)
Cp <0 ag >0 b Cg b

Slika 8: Skalarna i vektorska projekcija

Zadatak 2.27. Vektori m i1 su jedinicni vektori koji zatvaraju kut od 60°. Vektori
a=3m-—2n,b=-2m+nic="Tm—4n dobiveni su kao linearne kombinacije vektora m i
7.

a) Izracunajte zbroj duljina vektora d, b i c,

b) Odredite kutove koje zatvaraju vektori a, bic.

Rjesenje. Rjesenje se dobiva koristenjem definicije skalarnog produkta.

a) duljina vektora @ dobiva se iz svojstva

@* = @ = (3m — 27)*

koristeci se svojstvima kvaziasocijativnosti i komutativnosti

(3m —2m)* = 9m> — 127 - 7 + 47>
@ = 9.1—12-1-1-cos60°+4-1
ja> = 7

@ = V7=265
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Duljine vektora bic dobivaju se analogno:

B> = b = (=27 +7)>
4m? — 4y - i+ e
= 4-4.05+1
b = V3=1.73
& = V37=6.08,

pa je zbroj dobivenih duljina vektora u iznosu 10.46 jedini¢ne duljine.

b) kut izmedu vektora @ i b dobiva se kao jedina nepoznanica u jednadzbi iz definicije
skalarnog produkta:

@-b=|al-|b|-cosy
(3 — 2) - (=21 + @) = V7 - V3 - cosny
—6m? + 4im + 3mit — 2i* = V21 - cosy

3
—6+2+§—2 = V21-cosv|:Vv21

4.5

V21
—0.98198 = cosvy

v = 169°

= Ccosvy

gdje je v kut izmedu vektora a i b. Kut se moze dobiti uvrstavanjem u formulu

-
—

- b-c

R
(=277 + 7) (T — 47)
V3 -V/37
—14m? + 8mi + Tim — 47>

V111

—14+4+7 -4
= tity = —0.9966
V111

a = 175°

Kut izmedu vektora @ i ¢ iznosi 6°.

Zadatak 2.28. Odredite skalarnu i vektorsku projekciju vektora @ = 2p — 3q na smjer
vektora b = p+ ¢, ako je |pl =2, |q] =3 i L(p, §) = 60°.

Rjesenje. Skalarnu projekciju
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je moguce dobiti tek nakon racunanja:

p-q¢ = |p]-1|q]- cos60°
1
= 2.3.=
2
= 3
a-b = (20—3q) - (F+q)

= 20" — 3p7+ 2pq — 37
8—9+6—27=—22
P 4200+ ¢
4+6+9=19

b = V19

= —5.05.

B2 = = (5+ 7

CLB‘ = _,—b

Zadatak 2.29. Odredite parametar \ tako da moduli vektora @ = (2a*, \, A — 1) i
b= (A+1,\—2,0) budu jednaki i odredite kut izmedu njih.
Rjesenge.
Rjesenje zadatka moguce je tek nakon pravilne interpretacije nac¢ina na koji su zadani
vektori. U razli¢itim knjigama i zbirkama moguce je naic¢i na razlicite nacine zapisivanja
vektora u pravokutnoj bazi:
a= (20" \, A —1) 20+ Aj + (A — 1)k
b=OA+1,A—20) = A+1i+A=2)]

Nakon toga, jednakost modula svodi se na:

= bl

VA £ X024+ X2 20 +1 = VA2 20+ 1+ X2 —4x+4 |?
40 = 4
A = 0.

Nakon nalazenja komponenti vektora i zapisa u obliku @ = (2,0, —1) i b= (1,-2,0),
neposrednim uvrstavanjem dobiva se
ab 2

= = 0.4,
@ -[o]  V5V5

cos p =
iz cega slijedi p = 66°25'19".
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Zadatak 2.30. Zadani su vrhovi paralelograma: A(—3,-2,0), B(3,—-3,1),C(5,0,2) i
D(—1,1,1). Izracunajte kut medu dijagonalama.

Rjesenje. Rjesavanje treba poceti provjerom vektora koji razapinju paralelogram:
AB = (6,-1,1)
CD = (—6,1,-1)
i daju poredak tocaka u paralelogramu: ABCD. Tada su dijagonale:
AC = (8,2,2)
BD = (—4,4,0).

Konacno je trazeni kut:

—32+8+0 24

Cos = —— = ——
7T UmvR | ®
B 27
80 - 37

no kako se za kut izmedu pravaca opc¢enito uzima manji od dva vrsna kuta, to je u ovom
slucaju kut medu dijagonalama 7 = 60°.

Zadatak 2.31. Zadane su tocke A(3,3,—2), B(0,—-3,4),C(0,—-3,0) ¢ D(0,2,—4).
Lzracunagjte vektorsku projekciju
T

Rjesenge.

AB = (~3,-6,6)
CD = (0,5, —4)

ABoy = %C';j (=37 — 6] + 6KF)

—30 — 24 e . -

= ——— " . (=3 —6j + 6k
9 r36+36 ol 6+6k)
—2 — — s

= 27 +4j — 4k.

Zadaci.

1. Napisite tablicu skalarnog mnozenja za bazi¢ne vektore.
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b=k —3j.
. Odredite kut izmedu vektora @ = —i + j i b=1i— 27 + 2k,
. Odredite X tako da vektori 27 — 37 i Ai + 47 budu okomiti.

. Odredite duljine stranica i kuteve trokuta s vrhovima A(—1,2,3), B(2,1,2) i

C(0,3,0).

— —

. Odredite skalarnu projekciju vektora @ = i+ f+ 2k na smjer vektora b=i -7+ 4k,

. Odredite duljine dijagonala paralelograma razapetog vektorima a = 2m + 7,

b= 1m — 27 ako su m i il jedini¢éni vektori koji zatvaraju kut 60.

Rjesenja.
R
L z L 0o
710 1 0
k10 0 1
2. Duljine dijagonala iznose 2.4 i 4.2 jedini¢nih duljina.
3. Kut ima 37 /4 radijana.
4. A\ =6.
5. Dvije stranice po 3.3, a jedna 3.5 jedini¢ne duljine, dva kuta po 58.5°, jedan od 63°.
6. a; = 1.89.
7. Duljine dijagonala su 2.6 i 3.6 jedini¢nih duljina.

2.5 Vektorski produkt

Vektorski produkt vektora a i b je funkcija koja paru vektora (d,b) pridruzuje vektor

3) Duljina vektora ¢, |¢] = |

-

¢=d xb. Za vektor ¢ = a x b vrijedi:

1) Vektor & je okomit na ravninu odredenu vektorima @ i b. Ako su vektori @ i b

kolinearni, onda je a x b=0. Ako je a x b= 0, onda su vektori kolinearni ili je barem
jedan od njih nul-vektor.

2) Vektori @, b i ¢ u navedenom poretku ¢ine desnu bazu, tj. gledano iz vrha vektora ¢

rotacija iz vektora @ u vektor b suprotna je gibanju kazaljke na satu.

x b| = |@||b] - sin ¢, odgovara povrsini paralelograma

19y

j=)

razapetog vektorima a i

Svojstva vektorskog produkta su:

a) antikomutativnost: @ x b= —b x

b) distributivnost: @ x (b + @) = @ x

Ql

S

+axc
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¢) kvaziasocijativnost: \@ x vb = Avi@ x b

d) mnozenje jednakih vektora: @ x @ = 0

Vektorski produkt je operacija koja paru trodimenzionalnih vektora @ = (ay, as, as) i
b= (b1, by, b3) pridruzuje trodimenzionalni vektor u oznaci @ x b.

Kvazideterminanta kojom se dobiva rezultat vektorskog produkta glasi

7 g ok
axb= a1 Qo Qs
by by b3

i razvija se po prvom retku

-

Ao as j—|—

by b3

-

ay as

by b3

a2 as

by b3

az a

bs by

ay Qg

axb= b by

)

a; as e
by b "k— (
Primjer 2.11. Ako su zadani vektori @ = (—2,8,—1) i b= (=9,7,4), onda je
E — - —

1 | =817 — (~17]) + 58% = (81,17, 58).

4

QL
X
S
I
|
[\
~J 00 .

Zadatak 2.32. Odredite duljinu krace visine i poursinu paralelograma razapetog vektorima
20 —d i 3d +2b, ako je |d| =5, |b] =4 i kut Z(a,b) = 7

Rjesenje. Povrsina paralelograma jednaka je
P=a-v,,

gdje je a duljina jedne od stranica, a v, visina paralelograma okomita na tu stranicu.
Vektorski racun povrsinu paralelograma racuna kao duljinu vektora dobivenog vektorskim
produktom vektora odredenih stranicama paralelograma:

P =(2b— @) x (3d@+ 2b)|.
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Distributivnost omogué¢ava mnozenje zagrada ”svaki sa svakim”, no buduéi da
komutativnost ne vrijedi, vazno je pisati produkt u pravilnom poretku. Vrijedi
kvaziasocijativnost.

P=16bxd+4bx b—3d x d—2a x b.

Mnozenje jednake vektore ponistava, a antikomutativnost daje:
P = |6bxa@+2bxd|

= |8bx d

Za izracunavanje duljine visine nedostaje duljina stranice. Bududi se iz podataka ne otkriva
koja je dulja stranica, treba izra¢unati duljine obje stranice. Skalarno mnozenje jednakih
vektora daje duljine stranica paralelograma

(2b—a)? = |2b—al
A —4b-a+ @ = [2b—al?

2 —
4-16—4-5-4-§+25 — 12— ap

\/89—40v2 = |20—4d

-,

3@ 4 20)> = (3 + 2b)?
— 9@+ 123 - b+ 4b?
— 2254+ 120V/2 + 64

3G 420 = /289 + 120v/2

Po formuli koja povezuje povrsinu i visinu paralelograma sa duljinom stranice dobivaju se
dvije visine:

80v/2
vy = _ 82 _ 19.87

V89 — 404/2
804/2
Vg = \/_ = 5.28

V289 + 12042

Trazena je duljina krace i ona iznosi 5.28 jedini¢nih duljina.

Zadatak 2.33. Odredite skalarnu i vektorsku projekciju vektora @ = b x & na vektor
d=AB, ako je A= (2,—2,—1),B=(0,—1,-3),b= —2 — j+ 3K ic=2+ j+F.

34



Rjesenje. Potrebno je odrediti zapise vektora a i B:

i ik o
i=|-2 —1 3|=—4i+8].
2 1 1

AB = —2i + ] —ok.

Skalarna projekcija:
8+84+0 16

a = —— " = —7
BT Ir1+4d 3
a vektorska projekcija:
- 16 - - =
= 3(—22 + 7 —2k).
Zadatak 2.34. Zadani su vektori a = (1,1,1), b= (1,1,0) ¢« = (1,—1,0). Odredite
nepoznati vektor ¥ koji zadovoljava uvjete:

= 3

!

Rjesenje. Nepoznati vektor ¥ treba traziti po komponentama pretpostavkom da je

T-d=a+pB+vy = 3
B A
Ixb=|a B ~v| = 1—]
1 1 0
a+pB+y = 3
i+ + (a—Bk = i—].

Koristedi se nezavisnoséu vektora baze trodimenzionalnog prostora, dobiva se

7=-1
a=p,
Sto uvrStavanjem u prvi uvjet daje
20—1=3
a=2
ﬁ =

i trazeni vektor je 7 = (2,2, —1).
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Zadaci.

1. Izracunajte povrsinu paralelograma cije dijagonale odreduju vektori 3m + 37 i m — n,
gdje sum i 7 jedinicni vektori koji zatvaraju kut .

2. Napisite tablicu vektorskog produkta za bazi¢ne vektore.

3. Pokazite da se vektorsko mnozenje koordinatno zapisanih vektora moze racunati
formalno kvazideterminantom:

7Tk

axb=|a, a, a,

b, b, b,

4. Nekasud@=i+ji b= —i+ 27. Izracunajte @ x b.

— —

5. Odredite povrsinu i visinu paralelograma razapetog vektorima @ = 23'—1— kib=7i+2k.
6. Odredite povrsinu trokuta ¢iji su vrhovi A(1,1,1), B(2,3,4) 1 C(4,3,2).
7. Odredite jediniéni vektor okomit na vektore @ =i + j + 2kib=2i+ i+ k.

Rjesenja. . . .

1. Za dijagonale paralelograma vrijedi @ +b = 3m + 31, @ — b = m —n, gdje su @ 1 b vektori

koji odreduju stranice paralelograma. Rijesiti sustav po @ i b i povrsina je 0.5 kvadratnih
jedinica.

x| 7 7 k
3 . o - il o kK —f

2. Trazena tablica u kojoj je nul-vektor 0 =0: - - 3
i1l =k 0 1

k| 7 —i 0

= 4.6, v = 2.05, a radi se o rombu.
= 4.9 kvadratnih jedinica.

=+ (=i + 3] — k).

N oo
RS

2.6 Mjesoviti produkt

Mjesoviti produkt vektora @, b i ¢ je funkcija koja trojki vektora (a, b, ¢) pridruzuje broj
(@ xb)-c€ R. Mjesoviti produkt vektora @, b i ¢ moze se izrac¢unati relacijom:

Uy Ay Q
(@xb)-c=|b, b, b,
Ce Cy Cs

Geometrijski, apsolutna vrijednost mjesovitog produkta je volumen paralelepipeda
razapetog vektorima a,b i ¢.
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a
Slika 9: Paralelepiped i njegov volumen

Komplanarni vektori su vektori koji leze u jednoj ravnini.
Svojstva mjesovitog produkta:

a) Ciklickom zamjenom poretka vektora mjesoviti se produkt ne mijenja. Zamjena
bilo koja dva vektora u mjesovitom produktu povla¢i promjenu predznaka.
b) Zamjenom vektorskog i skalarnog produkta mjesoviti produkt se ne mijenja.

-

¢) Mjesoviti produkt komplanarnih vektora (@ x b) - ¢ = 0.

Volumen tetraedra odradenog vektorima @, b i ¢ racuna se po formuli:

—

1 bd
Vietraedra = 6|<CL X b) . El

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,

ST

Slika 10: Tetraedar i njegov volumen

Zadatak 2.35. Dokazite da tocke A(2,—1,-2), B(1,2,1), C(2,3,0) ¢ D(5,0,—6)

pripadaju jednoj ravnini.
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Rjesenje. Volumen tetraedra s vrhovima ABC'D jednak je nuli samo u slucaju ako sve
cetiri tocke leze u jednoj ravnini. Dokaz tvrdnje slijedi iz jednakosti

é(ﬁx@).ﬁ:o
(AB x AC) - AD = 0.

Vektorski produkt racuna se pomocu determinante tek kad se vektori raspisu po
komponentama ortonormirane baze:

AD = 37+ ] — 4k
AB = —i+ 3] + 3k

AC = 4j 49K
Rac¢unanjem determinante

3 1 —4
-1 3 3 = 3(6—12) — (=2) — 4(—4)
0 4 2

= 3(—6)+2+16

= —18+18

= 0

dokazuje se tvrdnja zadatka.

Zadatak 2.36. Odredite onaj od jedinicénih vektora okomitih na vektore @ = (—2,—6,—1) i
b= (1,2,0) koji s vektorom ¢ = (2,—1,0) zatvara Siljasti kut. U smjeru tog vektora odredite
vektor d tako da vektori d,b i d razapinju paralelepiped volumena 18 kubicnih jedinica.

Rjesenje. Prvi je korak nalazenje jednog od vektora koji su okomiti na vektore @ i b:

I A A
Axb=|-2 —6 —1|=2—j+2k
1 2 0

Postoji beskona¢no mnogo vektora koji su okomiti na @ i na b jer vektor 2 — j’+ 2k
pomnozen bilo kojim skalarom ponovo ¢e biti vektor okomit na a i b.

Sljededi je uvjet siljatost kuta koji dobiveni vektor zatvara sa zadanim vektorom
¢=(2,—1,0):

=
oy

B 441 5
blad VAi+1+4-vVi+1 3V5

odakle je
5
@ =cos ! g = 42°

pa slijedi da dobiveni vektor 2 — f+ 2k zatvara siljasti kut s vektorom ¢.
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Bududi je .
|d x bl =vV4+1+4=3,

—

jedini¢éni vektor okomit na vektore @ = (—2,—6,—1) 1 b = (1,2,0) koji s vektorom
¢ = (2,—1,0) zatvara &iljasti kut je vektor

1 — — -
(@xb)y= 5(21 —J + 2k).
Vektor cfkoji se u zadatku trazi ima isti smjer pa je
d=\- 3(22—]+2k)

Zahtjev da d s vektorima @ i b razapinje paralelepiped volumena 18 kubic¢nih jedinica daje
jednadzbu za A\:

2 A o2
3 3 3
| =2 =6 —1|] = 18
1 2
2 -1
A
51| —2 -6 -1|] = 18
1 2 0
A
%(2.2+1+4) = 18
18- 3
A o= =22
Al 9

)\1 == 6 )\2 - —6
Zadatak ima dva vektora kao konacno rjesenje:

dy = 47 — 27 + 4k
dy = —47 + 2] — 2k.

Za jedinstveno rjesenje potreban je jos jedan uvjet.

Zadatak 2.37. Izracunajte volumen pamlelepzpeda ¢igi su bridovi odredeni vektomma

m—a—l—b+c R=d+b—¢ 2p—a—b+c ako je poznato samo to da vektori a, bié
razapinju paralelepiped volumena 3/4 kubicne jedinice.

Rjesenje. Bududi vektori @, b i ¢ nisu ortonormirani, ne moze se koristiti determinanta u
nalazenju mjesovitog produkta. Ostaje samo definicija:

Vo= (xR )
= |(@+b+d) x (@+b—2) - (@—b+2).
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Bududi je vektorsko mnozenje distributivno obzirom na zbrajanje smije se vektorski
mnoziti zagrade po nacelu ”svaki sa svakim” uz obavezno postivanje poretka u vektorskom
umnosku:

V o= |(@xb—ax

= |(2@x d@+2¢

FbXT—bXTH+EXa+ExDb)-(@—b+ )
b : 6_g+6>|a

X Oy
S
~—

jer je mnozenje antikomutativno pa svaka zamjena mjesta vektora u vektorskom produktu
povla¢i promjenu predznaka.

Skalarno mnozenje je distributivno pa se zagrade ponovno mnoze po nacelu ”svaki sa
svakim”. Izostavljeni su monomi u kojima se dvaput javlja isti vektor jer imaju vrijednost
nula.

V o= |—2@xa)-b+2@ExDb) -
— |2(@xb)-a+2(

jer svaka zamjena vektora u mjeSovitom produktu povlaci promjenu predznaka produkta.
- 3
Konatno V = |4(¢x b)-a)| =4 - 1= 3.

Zadaci.

1. Odredite volumen i visinu paralelepipeda razapetog vektorima

2. Koliki je volumen tetraedra razapetog vektorima iz prvog zadatka?

3. Pokazite da su vektori @ = —i + 37 + 2k, b=2i — 3] — 4k i ¢= —3i + 12 + 6k
komplanarni i rastavite vektor ¢ na komponente u smjeru vektora a i b.

—

4. Zadani su vektori @ = (1,1,1) i b = (1, —2,0). Odredite takav vektor ¢ koji je
komplanaran s @ i b, okomit na @i ¢-b = 14.

5. Dokazite da su za svaka tri po volji odabrana vektora a, bi & vektori @ — 5, b—Ci
¢ — a komplanarni.

—

6. Dokazite da za vektore @ = am;%— aJ—i— aZE , b= bm;—k bﬁ—i— bzlg 1= cJ—l— cyf+ ¢k

B az Gy a,
vrijedi (@ x b)-¢=| b, b, b,
Cx Cy Cp
. Lo NEN Lz |ac ad
7. Dokazite da za trodimenzionalne vektore vrijedi (@ x b) - (¢ x d) = e BT ‘ :
c
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Rjesenja.
1. V=33 v=44.

2.V =55. )
3.V =0,¢=5G+b.
4. &= (4,-5,1).

U zadacima 5. i 6. treba dokazati tvrdnje koje proizlaze iz definicija i teorema prethodnog
gradiva, tako da zadaci nemaju rjesenja.

7. Svaki se trodimenzionalni vektor moze raspisati po komponentama ortogonalne baze.
Algebarska razrada lijeve i desne strane vodi na podudarnost.

2.7 Ispitni zadaci s vektorima

Zadatak 2.38. Vektor ni komplanaran je s vektorima p i q, pri éemu je |p| =2, |q| =4 i
Z(p,q) =n/3. Ako jen-p =28 in-q=16 odredite

a) jediniéni vektor vektora 1 kao linearnu kombinaciju vektora p i q,
b) |7+ 4]
c) Z(7,p).

Rjesenje. Komplanarnost vektora 7, p i ¢ podrazumijeva da se vektor © moze napisati kao
linearna kombinacija vektora p'i ¢:

= ap+pq.

Nepoznati skalari o i 5 dobivaju se iz uvjeta koji prelaze u jednadzbe. Prvi uvjet daje prvu
jednadzbu za a1

8
8

-
(ap'+ B4) -
ap® +B7-p =38
4a+ﬁ-2-4é 8
da+ 45 =8,

[STRRST)
I

a drugi uvjet drugu jednadzbu

—_

i qg=16
(ap'+ Bq) - ¢= 16
ap- 7+ BG° =16

do + 1683 = 16.
Sustav
da+ 45 =8
4o+ 165 = 16
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ima rjesenje o = 4/3, f = 2/3 pa je vektor 7 linearna kombinacija
n=4/3p+ 2/3q.
Sada se mogu rjesavati zahtjevi zadatka.
a) Vektor 7 = 4/3p'+ 2/3¢ nije jedinicni:
71| = V/(4/35+2/3q)?
= /16/9p2 4+ 16/9 - p'- ¢+ 4/9¢2

= 2/3\/4Ap2 +4p- T+ ¢
= 2/3V16+ 16 + 16 = 8/3/3.

Jedinicni vektor u smjeru 77 dobiva se nakon mnozenja

i daje rjesenje pod a):

b) Racunanjem

n+q = 4/3p+2/3¢+q
= 4/3p+5/37.
7T4+q) = 1/3\/16p2 4 407 - ¢+ 25¢°
— 1/3v/64 + 160 + 400 = 1/3v/624 = 4v/39/3

dolazi se do rjesenja.

¢) Analogno, koristeéi rezultat b) dijela zadatka i uvjet zadatka,

cos (p = np o __8 _\/_5
TN

. T

@:é(n’ﬁ):g'

Zadatak 2.39. Odredite vektor & kolinearan vektoru @+ b ako Je a a b= 5, C- b=18 i
|b| = 2. Napisite vektor ¢ kao linearnu kombinaciju vektora d i b.

Rjesenje. Kolinearnost vektora ¢ i vektora a + b algebarski se zapisuje:
= \a+"b)
gdje je A € R. Jednadzba po varijabli A izlazi iz uvjeta:
Z-b=a(@+b)-b=
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koji zbog a - b=5 prelazi u

al@-b+b?) = 18

a(b+4) = 18
@ 2
pa je vektor .
c=2a+ 2b.

Zadatak 2.40. Odredite vektor £ okomit na vektore

a=(3,21)
b=(2,—1,3)
g=(1,1,-1).

Rjesenje. Nepoznati vektor trazimo u opéenitom zapisu

7= (a,B,7)

uz uvjete da skalarni produkt ponistava okomite vektore:

Sustav jednadzbi ima samo jedno rjesenje
a=pF=v=0
pa je jedini vektor okomit na tri o¢ito nekomplanarna vektora nuzno jedino nul-vektor:
7 =0.

Zadatak 2.41. Zadani su vektori O—_/>4 =(1,1,1), @ = (4,4,4), O? = (3,5,5),
oD = (2,2m,3m+1) i@ =30 — 5] + 2k.

a) Odredite m tako da ﬁ bude okomit na vektor a.
b) Izracunagte volumen tetraedra ABCD.
Rjesenje.

a) Vektor: .
AD = 0D — OA =7+ (2m — 1)j + 3mk
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i uz uvjet okomitosti koji ponistava skalarni produkt:

AD1ld=AD-@ = 0

3—-52m—-1)4+6m = 0

3—10m+5+6m = 0
8§ = 4m

m = 2

b) Za nadenu vrijednost m = 2 vektori koji razapinju tetraedar su:

AB = (3,3,3)
AC = (2,4,4)
AD = (1,3,6)

1 volumen tetraedra

1 3 3 3
1 36
1
Vo= Zl(3:12-3:8+32)

1
V = 6](36 —2446)|
iznosi 3 kubicne jedinice.

Zadatak 2.42. Izracunajte velicinu kuta $to ga zatvaraju jedinicni vektori m i n ako su
vektori § =1 + 27 i t = 5m — 47 okomiti.

Rjesenge.

S1lt=581¢t =0
(4 27) - (b — 47) = 0
5m2 4+ 10mid — 4mi — 8% = 0
6mn = 3

il cosp = == p=T

2 3

Zadatak 2.43. Tri jedinicna vektora i, j i k zatvaraju kuteve (7, j) =m/4, 4(;’, E) =m/2

—

i Z(k, i) =2n/3. Akojed=1—]+k, ab=1i+ ], odredite |a x b).
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Rjesenje. Poznata svojstva distributivnosti i antikomutativnosti redom daju
ixb = (i—j+k)x@+))
= —Jxi+kxi+ix]+kx
= 25xf+§x;+gxf

—

-

@x b = \/(@xDb)?

— —,

= AT T R x D2+ (R x DR+ AGT X

T2
2

jer je, primjerice

V(k x 1)+ 2(k x 7)(k x7) +4(i x )

(1 x )2 =i x j|* = [i|*|j > sin®(w /4) = 1/2,

dok je po 3. problemskom zadatku

(Ex]‘)(/%’xi):| kil ki

a skalarne produkte valja racunati po definiciji
ki = |k|[i] cos(2m/3) = —1/2.

Zadatak 2.44. Tocke A(2,0,0), B(0,3,0), C(0,0,6) i D(2,3,8) vrhovi su piramide.
Izracunajte

a) volumen piramide
b) wvisinu na stranicu ABC.
Rjesenge.

a) Vektori koji odreduju trostranu piramidu su:

AB = —2i+3]
AC = —27 + 6k
AD = 3] + 8k

a volumen piramide dobiva se racunom:

230
Vo= lz| -2 06|
0 38

1
—~|84| =14
-84

45



b) Visina na stranicu ABC kao na osnovicu dobiva se iz formule
B-v
3 )
gdje je V' volumen piramide, B povrSina osnovice i v visina piramide mjerena od
osnovice povrSine B. Povrsina osnovice dobiva se kao polovica apsolutne vrijednosti
vektorskog produkta:

V:

B = |me|

1 7/-
= || -2
2 —2

O WSy
S O Y

1 . I
= 5187+ 127 + 6k

— 33 +2]+k|
3VO+4+1=3V14

Duljina visine v je

3V 42
— =Vv14=3T7.
B 3/14

Zadatak 2.45. Zadani su vektori @ = (2X,1,1—=\), b= (=1,3,0) i &= (5, —1,8).
Odredite parametar X\ tako da vektor a@ zatvara jednake kutove s vektorima b i Za takav A
odredite nagib vektora @ prema ravnini odredenoj vektorima bic Zaisti X odredite
volumen i jednu od visina paralelepipeda konstruiranog nad vektorima a, bic.

Rjesenje. Buduéi se kut izmedu vektora nalazi u intervalu [0, 7], to ¢e jednakost kosinusa
povlaciti jednakost kutova:

ib a-c
allo| lallel
Mnozenje modulom vektora @ i uvrstavanje koordinata vektora a,b i ¢ daje

—2X+3 2AN+T 310

-

Vo~ v 3
—6A+9 = 2+ 7
8\ = -2

A= -

Nagib vektora @ prema ravnini odredenoj vektorima bickut je pravca koji ima smjer
vektora a i jedne od ravnina paralelnih vektorima bic Taj kut definira se kao siljasti kut
pravca i njegove vertikalne projekcije (sjene) u ravnini. Vektorski racun omogucava
nalazenje kuta koji zatvaraju vektor @ i vektor okomit na vektore bic

bxé=|—1 3 0|=24i+8j— 14k
5 -1 8

46



Kut se racuna po standardnoj formuli:

@ (bxa)
l|[b x
124+8—2
414 5-v/836
9.5
V1.8125/836

= 0.24405
p = T6°

cosy =

i daje komplement kuta kojeg zatvara smjer vektora @ i ravnina odredena vektorima bic

Trazeni je kut
W = 14°.

Volumen paralelepipeda kojeg zatvaraju vektori a, b i &racuna se pomocu determinante

1 3
= 244842 (—14)=095
5 + +4 (—14)

—_
w
0 O-lw

Sto je bilo i za ocekivati iz prethodnog racunanja kuta.
Ako se za visinu odabere upravo visina na bazu - paralelogram razapet vektorima b i ¢,
koristeci rezultat

B=|bxd =336

1 formulu

dobiva se

2.8 Zadaci za samostalno rjesavanje.
1. Pokazite da su vektori @ = —i + 3k, b=2i — 3] — 4k i = —3i — 3] + 11k
komplanarni pa rastavite vektor ¢ na linearnu kombinaciju druga dva vektora.

2. Vektori @ i b zadani su tako da je |@ = 3, |b| = 4, a kut medu njima je 120°. Kolika je
duljina vektora ¢ = 2a — 1.5b7

3. Odredite volumen i oplogje trostrane piramide ¢iji su vrhovi tocke A(0,0, 1),
B(2,3,5), C(6,2,3)1 D(3,7,2).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Tocke A(—3,—-2,0), B(3,—-3,1) 1 C(5,0,2) tri su uzastopna vrha paralelograma
ABCD. Odredite opseg i povrSinu tog paralelograma. Odredite koordinate cetvrtog
vrha D.

Zadani su vrhovi trokuta A(2,1,1), B(3,1,4) i C(0,2,1). Izracunajte povrsinu
zadanog trokuta i duljinu visine spustene iz vrha C.

. Odredite parametar ¢ tako da tocke A(t 4+ 2,7,—2), B(3,2,—1), C(9,4,4) i D(1,5,0)

leze u istoj ravnini.

-

Zadani su vektori @ = i — 7+
linearnu kombinaciju vektora

- —

kb= —i+ 3jic= 5] — 2k. Prikazite vektor ¢ kao
i

bi

Q‘l

3k. b=
a,biax
Na osi OZ odredite tocku A tako da tocka A zajedno s tockama B(2,3,5), C(6,2,3) i
D(3,7,2) odreduje trostranu piramidu volumena 20 kubi¢nih jedinica. Odredite

duljinu visine zadane piramide koja je spustena iz vrha A.

Zadani su Vektorl a= i+ j, b=1i— j ic= —j + 2k. Odredite vektor d iz uvjeta
Fod=1idxad= b a zatim odredite vektorsku projekciju vektora d na smjer vektora

HL o

Odredlte skalarnu i vektorsku prOJekcuu vektora @ = b x & na vektor d = 1@ ako je
b——22—y+3k C—Zl-i-j-i-k A(2,-2,-1), B(0,—1,-3).

Zadani su vektori @ =i + j + 4]5, b=1i— 2ji¢=3i+mj+ 4k. Odredite m tako da
vektori @, b i ¢ budu komplanarni i izrazi ¢ kao linearnu kombinaciju vektora @ i b.

Zadane su tocke A(1,1,1), B(4,4,4), C(3,5,5) 1 D(2,2m,3m + 1) te vektor
@ =3i —5j + 2k. Odredite:

(a) m tako da vektor AD bude okomit na a,
(b) volumen tetraedra ABCD.

Izracunajte velicinu kuta Sto ga zatvaraju jedini¢ni vektori m i 7 ako su vektori
§S=m+2nit=>5m — 41 medusobno okomiti.

Odredite m tako da vektor @ = %Z—i— m]_"—i— %/2 zatvara jednake kutove s vektorima
b=—i+3jic=>5i—j+8k.

— .

Zadani su vektori m = 2d + b—Giit= —3&'+ b— ¢, gdje su @, bi ¢ jedini¢ni vektori
koji zatvaraju kuteve /(a,b) = 5, Z(d,c)=731Z(b b,7) = & Izracunajte duljine
dijagonala paralelograma kojeg razaplnju VektOI‘l mi.

Tri uzastopna vrha paralelograma su A(—1,—1,2), B(0,1,-3), C(—4,0,—2).
Odredite ¢etvrti vrh i odredite duljinu krace visine paralelograma.

Pokazite da tocke A(2,3,4), B(1,3,-2), C(—1,0,2) i D(3,—3,4) ne leze u jednoj
ravnini. Koliko bi visok bio tetraedar odreden tim tockama kad bi ga postavili na
plohu odredenu tockama ABC?
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.
32.

Vektori @, bic razapinju paralelepiped volumena V' = 8 kubicnih jedinica. Koliki
volumen Ce imati paralelepiped koji ¢e razapinjati vektori 2a + b + c,a+2b+ci
3a —2b—c?

Neka su @ i b vektori za koje vrijedi @] = 4, [b] = 5, a kut izmedu vektora @ i b iznosi
60°. Odredite veci kut u paralelogramu kojeg razapinju vektori 3a + 2b i 2a — 3b.

Pokazite da su vektori @ = —i + 37 + 2/;, b=2i— 37 — 4kic= —3i+ 127 + 6k
komplanarni pa rastavite vektor ¢ na komponente u smjerovima druga dva vektora.

Zadane su tocke A(2,-3,3), B(0,2,1) i C(—3,—2,t). Odredite parametar ¢t tako da
trokut AABC ima povrsinu 16 kvadratnih jedinica.

Zadane su tocke A(t,—2,1), B(0,2,0) i C(—1,2,—3). Odredite parametar ¢t tako da
trokut AABC ima povrsinu 18 kvadratnih jedinica.

Odredite prvu koordinatu tocke D ako tocke A(2,3,1), B(4,0,3), C(5,5,—2) i
D(z,1,2) odreduju tetraedar u kojem visina spustena iz vrha D ima duljinu v = 18
jedini¢nih duljina.

Odredite drugu koordinatu tocke C' ako tocke A(5,1,4), B(—1,—1,-1), C(2,y,3) i
D(3,2,1) odreduju tetraedar u kojem visina spustena iz vrha C' ima duljinu v = 15
jedini¢nih duljina.

Leze li tocke A(—2,1,-3), B(1,1,0), C(3,6,9) i D(1,8,2) u istoj ravnini? Ako leze,
izrazite vektor zﬁ kao linearnu kombinaciju vektora z@ i 1@ Ako ne leze,

izracunajte volumen tetraedra ¢iji su to vrhovi.

Izracunajte skalarnu projekciju vektora @ na vektor b ako jed=(-1,0,2) 1
b=(1,3,—4).

Tetraedar ABC'D ima V' = 12.5 kubic¢nih jedinica. Ako su poznata tri vrha tetredra
A(2,0,—-1), B(3,—1,5) i C(4,4,4), odredite koordinate ¢etvrtog vrha D, ako je

vektor AD u smjeru vektora 3i+27 + k.

[zracunajte duljine stranica i povrsinu paralelograma razapetog vektorima
@=2m+7ib=m— 2i, ako je |m| = 2, |ii| = 4, dok je kut Z(m, @) = 7/3.

Vektori m i 77 su takvi da je |mi| = 2, |7i| = 3, a kut £(m, 1) = 7/4. Kakav kut
zatvaraju vektori @ = 3m — 21 i b = 4m + 57 koji predstavljaju linearne kombinacije
vektora m i 1?7

—

Napisite komponente vektora X za kOJl jed-a=4,
zadani vektori @ = 2 — 3], b= —] —kié=i Jj—

x: 5:—Qif~5:—7,akosu
k.

Odredite vektor duljine 7 koji je okomit na vektore a = 2 + 3} —4kib=3i— j’—k k.

Tocke A(1,0,2), B(—3,—-2,1), C(2,1,1) i D(—1,—1,1) vrhovi su tetraedra. Odredite
volumen tetraedra i duljinu visine spustene iz vrha D.
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33. Tocke A(3,2,0), B(—3,3,—1) i D(1,—1,—1) vrhovi su paralelograma ABCD.
Odredite opseg, povrsinu i koordinate vrha C' u zadanom poretku vrhova
paralelograma.

Rjesenja.
1. ¢=5d+0.
2. |¢] = 10.4 jedini¢ne duljine.

3. V =20 kubicnih, a O = 56.2 kvadratne jedinice (Oplosje tijela je ukupna povrsina
ploha koje omeduju tijelo).

4. O = 19.8 jedini¢nih duljina, P = 20.8 kvadratna jedinica, D = (—1,1,1).

5. P = 3.4 kvadratne jedinice, h = 2.1 jedini¢ne duzine.

89
6. t=——.
13
S 17 1
7. Komponente vektora ¢ su redom (—5, 7 _Z)

8. Komponenta z4 = 257/17, a visina h = 5.3 jedini¢ne duljine.

—

9. d=(-3,-3,—1), dz= (0,—1/5,2/5).
... 16 C e o 16, - - .7
10. Skalarna projekcija 3 vektorska projekcija dy = —5(21 — j+ 2k).

1. m=—3,@=a+2b.

122 m=2,V =3

13. Kut ima 60°.

14. m = 1.

15. Kraca dijagonala ima 0.78 i dulja 5 jedini¢nih duljina.

16. Cetvrti vch D = (=5, —2,3), a kra¢a visina je ona na stranicu AB i iznosi 3.74
jedini¢ne duljine.

17. V =114 # 0, a visina na ABC iznosi 4.7 jedini¢nih duljina.
18. V =16 kubicnih jedinica.

19. Vedi kut je 115°.

20. &= 5 + b.

21. Dva su rjesenja: t; = 5.78, to = —1.85.
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22.
23.
24.
25.
26.
27.

28.

29.

30.

31.

32.
33.

Analogno: t; = 11.57, t, = —10.90.

x =1704.
y = 10.43.
Ne leze, V' = 19.5 kubic¢nih jedinica.

Skalarna projekcija: —1.77.
D = (11,6, 2).

Duljine stranica: |@ = 4v/3 ~ 7, |b| = 2v/13 ~ 7.2 jedini¢nih duljina.
P = 20v/3 ~ 34.6 jedini¢nih duljina.

97°.
= (-1,-2,4).
Trazeni je vekto ! (i — 145 — 11K)
razeni je vektor i— 145 — :
J /318 J

V' = 1/6 kubicne jedinice, a visina iznosi 0.16 jedini¢ne duljine.

O = 2v/38 4 2/14 = 19.8 jedini¢nih duljina, P = /432 = 20.8 kvadratnih jedinica,
C = (=5,0,-2).
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3 Matrice

3.1 Definicija i primjeri

Primjer 3.1. Twornica c¢okolade proizvodi cetirt vrste cokolade koje prodaje u pet gradova.
Prodaja je tijekom mjeseca imala sljedece rezultate:

- pruvi grad je prodao po tipovima: 40, 60, 20 i 30 tisu¢a komada

drugi grad: 50, 50, 15 ¢ 35 tisuca

treci: 40, 45, 25, 40

cetvrtr: 30, 20, 10, 20,
- peti: 35, 40, 15 ¢ 25 tisuca.
Prikazite prikladno rezultate prodaje.

Rjesenje. Prikladan zapis procesa prodaje je zapis u pet slogova, pri cemu svaki slog
predstavlja prodaju jednog grada:

40 60 20 30
50 50 15 35
40 45 25 40
30 20 10 20
35 40 15 25

Matrica A reda m X n, pri ¢emu su m i n prirodni brojevi, je svaka pravokutna tablica
elemenata poredanih u m redaka i n stupaca.

Definicija 3.1. Neka je
D=A{(i,7); i=1,...,m; i=1,...,n}.
Realna matrica tipa m x n je funkcija
A:D— R

¢ije su vrigednosti A((i, 7)) = aij, a koja se simbolicno zapisuje u obliku

a1; Q2 - Aip

Q21 Q22 - Q2n
A=

m1 Am2  *° Amp

Zadatak 3.1. Matricno zapisite komunikacije nacrtanog grafa tako da element matrice
bude jednak nuli u slucaju da izmedu i-tog i j-tog cvora nema neposredne komunikacije.
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Slika 11: Graf

0 35 40 0 30
3 0 0 0 40
Rjesenje. 'Trazeni matric¢ni zapis glasi: M = | 40 0 0 35 25
0 0 3 0 35
30 40 25 35 0

Zadatak 3.2. Udaljenost ¢vorova u grafu je duljina nagkraceg puta izmedu dva zadana
c¢vora. Put u grafu je niz ¢vorova kod kojih su svaka dva susjedna povezana komunikacijom.
Napisite matricu nagkracih udaljenosti cvorova iz Zadatka 3.1.

Rjesenge.
0 35 40 65 30
35 0 65 75 40
L= 1|40 65 0 35 25

65 75 35 0 35
30 40 25 35 O

Primijetite da je matrica simetriéna u odnosu na elemente glavne dijagonale koji su svi
odreda jednaki nuli.

Posebne matrice su:

e kvadratna matrica: m =n

e nul-matrica tipa m x n:
Clij = 0, VZ,j

e dijagonalna matrica je kvadratna matrica: i # j = a;; = 0:

dij = 04 - @i
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e jedini¢na matrica I ili £ je kvadratna matrica za koju vrijedi e;; = d;;

transponirana matrica matrice A tipa m x n je matrica AT tipa n x m u kojoj je
T
(ai;)” = (a;i).
e simetri¢na matrica je kvadratna matrica A = A7

antisimetri¢na matrica je AT = —A

gornja trokutasta matrica: ¢ > j = a;; =0

donja trokutasta matrica: 1 <j = a;; =0

Zadatak 3.3. Navedite po jedan primjer za svaku od matrica. Koristite se matricama
najvise do 4 X 4.

Zadatak 3.4. Napisite simetricnu donjetrokutastu matricu i antisimetricnu
gornjetrokutastu matricu reda 3.

Rjesenja. Primjeri matrica:

e kvadratna ima isti broj redaka i stupaca tako da je kvadratna matrica treceg reda

2 » —1
primjerice | = 0 a |;
4 ®™ b
0 0
e nul-matrica ima sve elemente jednake nuli | 0 0 |[;
0 0
e dijagonalna moze imati nule samo na dijagonali, ali ne mora ni tamo:
30 0 O
0 -2 0 0 _
0 0 0 O ’
0 0 0 cosm
10 1 00
e jedini¢ne mogu biti drugog reda £ = [ 01 ], trecegreda K= [ 0 1 0
001
-3 0
. . . -3 3 9. .
e transponirana matrica matrice 0 _5 7 | 1€ matrica 3 =5 |.

9 7
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e simetricne matrice su dijagonalne, jedini¢ne, ali i matrica iz zadatka 3.1, dok bi
0 35 —40 65 —-30

-35 0 —65 75 40

antisimetri¢na bila sli¢na: 40 65 0 35 25 i obavezno na dijagonali
—65 =75 35 0 =35
30 —40 =25 35 O

ima nule.

e gornja ili gornje trokutasta matrica ima obavezno nule ispod dijagonale, a donje

4 -3 0 2
trokutasta ima obavezno nule iznad dijagonale: 0 000 i

0 0 8 —19
0O 0 0 =«

4 0 00

2 -3 00

0 0 80

0 -19 0 7

Jedino su nul-matrice simetricne ili antisimetri¢ne, a istovremeno gornje, odnosno donje
trokutaste.

3.2 Zbrajanje matrica. MnozZenje matrice skalarom.

Matrice istog tipa zbrajaju se po elementima na odgovaraju¢im pozicijama. Matrice
razli¢itog tipa ne mogu se zbrajati. Matrica se mnozi skalarom tako da se svaki element
matrice pomnozi tim skalarom.

Zbrajanje matrica istog tipa daje ponovno matricu tog tipa ¢ije elemente dobivamo
zbrajanjem po elementima matrica pribrojnika tako da je

Cij = CLZ'j + bZJ
Mnozenje matrice skalarom izvodi se tako da se skalarom pomnozi svaki ¢lan matrice

posebno. Pritom se tip matrice ne mijenja.

Svojstva zbrajanja su:

1. asocijativnost

2. postoji neutralan element, nul-matrica
3. svaka matrica ima suprotnu
4.

komutativnost.

Mnozenje skalarom ima sljedeca svojstva:
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1. kvaziasocijativnost
2. distributivnost prema zbrajanju matrica

3. distributivnost prema zbrajanju skalara
4. 1- A=A

Zadatak 3.5. Ako pretpostavimo da ¢e svaki mjesec prodaja ¢okolade biti povecana za
10%, izracunajte predvidenu prodaju za iduéa dva mjeseca i ukupnu predvidenu prodaju u
tromgjesecju.

Rjesenje. Matrice prodaje u sljede¢a dva mjeseca su redom

44 66 22 33 [ 484 726 242 36.3
55 b5 16.5 38.5 60.5 60.5 18.15 42.35
44 49.5 275 44 i| 48.4 5445 30.25 484 | . Ukupna prodaja po
33 22 11 22 36.3 242 121 242
385 44 16.5 27.5 | 42.35 484 18.15 30.25

[ 1324 1986 66.2 99.3
165.5 165.5 49.65 115.85
tipovima i gradovima iznosi: 1324  148.95 82.75 1324
99.3 66.2 33.1 66.2
| 115.85 132.4 49.65 82.75

3.3 MnozZenje matrica

Umnozak matrice A tipa m x n i matrice B tipa n X p je matrica C' tipa m X p ¢iji se
elementi dobivaju
n
Cij = Zaik = by
k=1

Matrice A i B su ulancane i matrica B se nadovezuje na matricu A.

Asocijativnost je jedino svojstvo mnozenja matrica:

(A-B)-C=A-(B-C)=A-B-C.

Komutativnost ne vrijedi. Matrice u mnozenju ne mogu zamijeniti mjesta.

9
Primjer 3.2. Neka su A = [ 3459 } 1 B = ;)(2) . Matrica B - A je tipa 4 x 4:
10
9 27 36 45 81
12 36 48 60 84
30 | L3 45 90=1 90 120 150 270
10 30 40 50 90
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Mnozenje matrica pretpostavlja njihovu ulancanost. Tako u sljede¢em primjeru mnozenje
obrnutim redoslijedom nije moguce.

Primjer 3.3. PomnoZiti se mogu matrice u redoslijedu.:

35 2 -19 -4 21
—6 0 -{é f; if g} =| —24 —12 48 —42
4 -3 -2 23 —42 28

U obrnutom redoslijedu matrice se ne mogu mnoZiti.

Zadatak 3.6. Primjenom definicije pomnoZite zadane matrice:

1.
3 =2 |3 4
5 —4 2 5
2.
1 -3 2 2 56
3 —4 1 1 25
2 =5 3 1 3 2
L 5 2 Lo =5
Rjesenje. 1. 70 , 2. 13 10 0
2 9 -7

Kvadratne matrice reda n zatvorene su za mnozenje matrica. Mnozenje kvadratnih
matrica nije komutativno.

Jediniéna matrica reda n neutralan je element za mnozenje.
Determinante koje se mogu racunati samo za kvadratne matrice imaju svojstvo da je
det(A- B) = detA - detB.
Navedena jednakost poznata je kao Binet-Cauchyjev teorem.

Zadatak 3.7. Provjerite Binet-Cauchyjevo svojstvo za sljedece matrice:

sa-[3 ) ne 2]

I 2 5
[ 5 8 —4 3 1 5
b) A=|6 9 -5 |, B=|4 -1 3
|47 3 6 9 5
1 2 3 -1 =2 —4
c)A=|2 4 6|, B=|-1 -2 —4
36 9 1 2 4



Rjesenje.
Potrebno je izracunati detA, detB, A- B i det(A - B) za svaki navedeni dio zadatka:

a) nakon racunanja detA = —2, detB =17, A-B = { i g ] idet(A-B)=—14.
Jednostavno se provjeri da je —2 -7 = —14
23 =39 29
b) analogno —18 - 112 = —2016 = | 24 —48 32
58 24 56
c) 0.

Potenciranje matrica definira se samo za kvadratne matrice induktivno:
o Al=A
o A2=A.-A
o A3=A2. A=A-A-.-A.

e posebno je A’ = E, gdje je E pripadna jedini¢na matrica.

Matri¢ni polinom je moguce definirati samo za kvadratne matrice zbog dobre
definiranosti potenciranja matrice: A" = A-A--- A.

Zadatak 3.8. Ako je <p(x):—2—5x+3x2iak0jez4:[é ?],kolz’koje o(A)?
o B 10 12 74] [14 2
Rjesenje.go(A)——Q-{o 1]—5[3 1]+3~{6 7]_{3 141

Zadatak 3.9. Izracunajte L1 A
01 siny  cos

o 1 n|.| cosng —sinne
fijesenge. {O 1 } 1[Sinn<p cos Ny }

Zadatak 3.10. Dokazite da svaka kvadratna matrica A = [ (CI 2 ] zadovoljava uvjet:
A? —(a+d)A+ (ad — bc)E = O,

4
gdje je E jedinicna, a O nul-matrica. Na osnovu toga odredite matricu <{ Ccl b }) )

Rjesenje. A* = (a® + bc)’E
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Zadaci.

1. Neka je matrica

1 -2 3
A=12 -4 1
3 =5 2

i neka je zadan polinom f(z) = 3z? — 2x + 5. Izracunajte matricu f(A).

2. Uvjerite se da matrica

5 2 =3
B=1]13 -1
2 2 -1

ponistava polinom f(z) = z* — Tz + 13z — 5.

21 =23 15
Rjesenja. 1. f(A)=| —13 34 10 |. 2. f(A)=0.
-9 22 25

3.4 Inverzna matrica. Matri¢cna jednadzba

Regularna matrica M je kvadratna matrica za koju je detM # 0. Matrice koje nisu
regularne nazivaju se singularnima.

Inverzna matrica zadane matrice M je matrica u oznaci M ~! koja ima svojstvo da je
M-M'=M'=E,
gdje je E pripadna jedini¢na matrica.
Svaka regularna matrica ima jedinstvenu inverznu matricu.

Svojstva inverznih matrica:

(AB) ' =B1'A"!
(AT)fl — (Afl)T
(Ak:)—l — A—l)k

Elementarne transformacija nad retcima bilo koje matrice jesu:
- dijeljenje ili mnozenje retka brojem razli¢itim od nule
- dodavanje jednog retka pomnozenog odabranim brojem nekom drugom retku
- zamjena redaka.

1 =2

Primjer 3.4. Za matricu A = [ 3 4

] odredite A~1.
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Rjesenje. Konstruira se matrica 2 x 4 tako da se zadanoj matrici s desne strane dopise
jedini¢na matrica istog reda:
1 =2 10
el o

Cilj je elementarnim transformacijama nad retcima u lijevom dijelu matrice dobiti
jedini¢nu matricu.

Ako se simultano svaki element prvog retka matrice (4) pomnozi brojem 3 i doda svakom
¢lanu drugog reda, dobiva se matrica:

1 =210
[o 2 3 1}' (5)
Uocite da je prvi redak u (5) prepisan i da je prvi stupac poput prvog stupca jedini¢ne
matrice reda 2. Sada treba drugi redak matrice (5) podijeliti s —2:

1 -2 1 0}
5 1 |- (6)
{ 0 1 =5 =3
Ako se drugi redak matrice (6), pomnozen brojem 2 doda prvom retku, dobit ¢e se ciljana
matrica:
10 -2 —1]
5 1 |- (7)
{ 01 =5 —3

Sada se iz matrice (7) iS¢itava inverz matrice A:

G2 1] 142
S R R L

Posljednje je izluc¢ivanje radi jednostavnosti zapisa.

Zadatak 3.11. Odredite inverz matrice

2
B=| -1
0

N — O
=~ o —

Provjerite rjesenje mnoZenjem matrice i njenog inverza.
Inverznu matricu moguce je dobiti koristeé¢i formulu

-1 1 AT

det A ’

gdje je A matrica algebarskih komplemenata.

Algebarski komplement je broj

Ay = (1) - My,
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gdje je M,; minora elementa a;; odnosno determinanta matrice koja se iz matrice A
dobiva uklanjanjem i-tog retka i j-tog stupca.

Matrica A” naziva se adjungirana matrica matrice A.

Zadaci.
L . . [1 2
1. Odredite inverznu matricu matrice 3 4 }
L . . [3 4
2. Odredite inverznu matricu matrice 5 o7l
(2 5 7
3. Odredite inverznu matricu matrice | 6 3 4
| 5 -2 -3
4. Izracunajte K - L= - M1 ako je
1 1 -1 1 01
K=[044], L={0 1 2], M=|211
-1 1 1 011
3 —4 5
5. Odredite inverz matrice | 2 —3 1
3 -5 —1
2 7 3
6. Invertirajte matricu | 3 9 4
1 5 3
[ 1 2
7. Matrici | 2 1 —1 | odredite inverz.
|2 -2 1
S (-2 1] 1[-4 2 7 —4
Rjesenja. 1. _ % _%]_5[ 3 _1}. 2. [_5 3].
1 -1 1 -8 29 -11
3. =38 41 —34|. 4. [-11 1] 5| =5 18 -7
27 —29 24 1 -3 1
1 7 —6 1 1 1 6 4
6. 3 -5 3 1. 7. 57 4 3 —5
6 —3 -3 6 —6 3

Matri¢na jednadzba je jednadzba u kojoj se trazi nepoznata matrica. Kod trazenja
nepoznanice koriste se svojstva mnozenja matrica i mora se voditi racuna o
nekomutativnosti mnozenja matrica.
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Zadatak 3.12. Primjenom prethodnog primjera rijesite matricnu jednadzbu:

1 =2 6
ERSEH
Rjesenje. Matri¢nu jednadzbu treba zapisati u obliku

A-X =B,

=[5 3 =)

a X je nepoznata matrica. Koriste¢i svojstvo inverznih matrica i pazec¢i na redoslijed,
strategija dobivanja nepoznate matrice glasi:

gdje je

A-X = B
A1 A.X = A ' B
E-X = A'.B

X = A'.B.

Zadatak se svodi na nalazenje inverzne matrice A7,
Zadaci.

1. Rijesite matri¢nu jednadzbu [ ; i } - X = [ 39 1

_— o . 3 =2 | -1 2
2. Rijesite matri¢nu jednadzbu X - [ 5 _9 } = [ 5 6 ]
X

3. Rijesite matricnu jednadzbu [ 5 —1 } .

5 =2
0 1 0 1 -2 0 ]
4. Rijesite matri¢cnu jednadzbu X - [ 0 0 -2 [ =12 -3 4
1 -1 0 1 0 -2
1 2 =3 1 =30
5. Odredite nepoznatu matricu X iz | 3 2 —4 | -X=]10 2 7
2 =1 0 10 7 8
5 3 1 -8 3 0
6. Odredite nepoznatu matricu ako je X - 1 -3 =2({=(-5 9 0
-5 2 1 -2 15 0
2 =31 9 7 6 2 0 -2
7. Rijesite | 4 =5 2 |- X-({1 1 2| =] 18 12 9
5 =7 3 111 23 15 11
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Rjesenja.
1. Analogno rjesenju Zadatka 3.12, X = [ _21 _31 ]

2. Buduéu je sada XA = B, slijedi da je X = BA™! = { :g ; }

3. Iz zapisa AXB = C slijedi X = A71CB~! = { L2 ]

3 4
[ -1 0 1 6 4 5
4. X =] -1 =2 2 |. 5. X=121 2
|1 1 1 3 3 3
1 2 3 111
6. X=14 5 6 |. 7. X=|12 3].
| 7 89 2 31
3.5 Rang matrice
Linearno nezavisan skup vektora je onaj skup vektora {A;, Ao, ..., A,} za koji se
linearna kombinacija vektora ay A; + as Ay + - - - + a,, A, poniStava jedino u
slucaju trivijalnog izbora skalara oy = ag = -+ = o, = 0.

Bazic¢ni vektori c¢ine linearno nezavisan skup vektora:

1] [0 ] [0 ] [0 ]
0 1 0 0
A=|0], A,=1]01], A;=|1], cee, A, = 0
|0 | 0 | |0 |1

Linearno nezavisnih vektora moze biti najvise onoliko koliko vektori imaju
komponenti.

Rang matrice je najveci broj linearno nezavisnih stupaca koji se u tom slucaju smatraju
vektorima.

Elementarnim transformacijama nad retcima matrice ne mijenja se rang matrice.

Tehnika odredivanja ranga matrice su elementarne transformacije nad retcima matrice.
Cilj je dobiti sto veci broj stupaca oblika bazi¢nih vektora.

2 3 0 4 2

.. . : 1221 2
Primjer 3.5. Odredite rang matrice 040 3 0
31 2 2 4
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Rjesenje. Elementarnim transformacijama nastoji se dobiti sto veci broj bazi¢nih stupaca.
Odluku o bazi¢nom stupcu donosimo odabirom jedinice. Tako prvi bazi¢ni stupac
konstruiramo po jedinici na mjestu (2,1) zadane matrice.

2 3 0 4 2 — +

1221 2] /-(=2"+ /- (-3)4+
04030 Ve
31 2 2 4 — +

U novoj matrici ponovo biramo stupac koji ¢e postati bazican nakon elementarnih
transformacija. Vodedi element viSe ne smijemo traziti u drugom retku! Bududi nema vise
niti jedne jedinice, zgodno je odabrati (-1) na mjestu (4,4).

0O -1 -4 2 =2
12 2 1 2
0o 4 0 3 O
0 -5 -4 -1 -2

Mnozenje posljednjeg retka brojem (-1) daje matricu u kojoj radimo elementarne
transformacije.

0 -1 —4 2 —2 —+
1 2 2 1 2 —+ R+
0 4 0 3 0 —+ N+ T+
05 4 1 2] /-(3)N+ /-=Dt+ /- (=2)1+

Posupak treba ponavljati dok je moguée dobivati nove bazi¢ne stupce. Sada je mudro
podijeliti treéi redak brojem (-6). Uocite da se broj redaka za odabir klju¢nog elementa
suzio na prvi i treéi redak.

0 —11 —12 0 —6
1 -3 =2 0 0
0 —11 —12 0 —6 | :(=6)"
0 5 4 1 2

Nova matrica i potrebne elementarne transvormacije dane su u sljede¢oj matrici.

0 —11 —12 0 —6 —+
1 -3 -2 0 0 N+
0 2 2 0 1| /(=2 + /671"
0 5 4 1 2 —+

U matrici koja slijedi nemoguce je poluciti novi bazi¢ni stupac bez gubitka ve¢ postojeceg
bazi¢nog stupca.

0 0 0 00
1 -3 -2 00
0 2 2 01
0 1 0 120

Rang matrice jednak je tri ili se kaze da je matrica treceg ranga.
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Zadaci.

[ 2 1 3 -2 0
1. Odredite rang matrice | =3 2 1 —3 2
| -4 5 5 -8 4
2 -1 3
: . 3 =2 1
2. Odredite rang matrice i 5 _3
12 3

Rjesenja. Rang prve matrice je dva, a druge je tri.

3.6 Sustavi linearnih jednadzbi

Pod pojmom sustava linearnih jednadzbi podrazumijevamo dvije linearne jednadzbe s dvije
nepoznanice, tri jednadzbe s tri nepoznanice i tako dalje. U ovom poglavlju su prikazana
rjeSavanja sustava u kojima se broj jednadzbi i nepoznanica ne moraju podudarati.

Linearna jednadzba s nepoznanicama xi, s, ..., x,, je izraz
171 + Qe + -+ + ATy, = 3,
gdje su ay, as,...q, i f poznati brojevi.
Linearna jednadzba s jednom nepoznanicom glasi a - x = b i vrijedi:
e ako je a # 0, postoji jedinstveno rjesenje

3z =

Tr =

W | i

e ako je a =0, a b # 0, jednadzbu je nemoguce rijesiti. Primjerice, ne postoji broj
x takav da je 0 - x = 4.

e ako su a,b = 0, tada svaki broj x zadovoljava jednadzbu jer ona glasi 0 - z = 0.

Linearna jednadzba s dvije nepoznanice glasi ax + by = ciza a,b # 0 ima
beskona¢no mnogo rjesenja.

Zadatak 3.13. Nacrtajte u kordinatnoj ravnini x,y sva rjeSenja jednadzbe x + y = 6.

Rjesengje. Neki od parova su (z,y) = (0,6), (1,5)... Svi se parovi mogu zapisati
parametarski: (x,y) = (t,6 —t) = (0,6) + ¢(1,—1) i naglasiti da t moze biti bilo koji realan
broj. Svi parovi rjeSenja su nacrtani na slici koja slijedi.

65



r+1y==6

0 6\\93

Slika 12: Rjesenja jednadzbe z 4+ y = 6.

Linearna jednadzba s tri nepoznanice glasi ax + by + cz = d i za a,b,c # 0 ima
beskonactno mnogo rjesenja, no ona se generiraju sa dva parametra.

Zadatak 3.14. Ruyjesite jednadzbu 3x + 4y + 6z = 24.

Rjesenje. Dijeljenjem cijele jednadzbe sva tri rjeSenja ostaju ista, ali je tada moguce

izraziti x = 8 — gy — 2z. Sada su rjesenja uredene trojke

4 4
(x,y,2) = (8 — gt —2s,t,8) = (8,0,0) +t(_§’ 1,0) + s(—2,0,1),

u kojima su s it bilo koji realni brojevi. Crtanje u tri dimenzije je zahtjevno, a tesko
odgonetljivo, pa se geometrijski problemi rjesavaju analiticki.

Slika 13: RjeSenja jednadzbe 3x + 4y + 6z = 24.
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Sustav linearnih jednadzbi je konacan skup linearnih jednadzbi. RjeSenje sustava koji
ima n nepoznanica je uredena n-torka brojeva:

X é!
T2 V2
€3 = V3

| Tn | | T |

¢ije uvrstavanje zadovoljava svaku jednadzbu sustava.

Primjer 3.6. Rijesite linearni sustav:

r+3z = 15
y+2z = 12°

Rjesenje. Potrebno je naéi sve uredene trojke brojeva koji zadovoljavaju obje jednadzbe.
Najjednostavnije je odabrati z = 0, iz ¢ega proizlazi x = 151y = 12. Ako je z = 1, onda je
r =121y = 10. Tako slijedi da rjesenja ima beskonacno mnogo.

Sva rjeSenja je moguce zapisati u vektorskom, parametarskom obliku nakon $to se u svakoj
jednadzbi samostalna nepoznanica iskaze preko nepoznanice s koeficijentom:

r = 15—3z
12 — 2z
Tada je mogudé zapis:
T 15— 3t 15 -3
yl=|12-2t|=]12|+¢t-| 2],
z t 0 1

gdje je t parametar odnosno broj kojeg se izabere po volji.
Napomena 3.1. Rjesenja se mogu ispisati samo ako je sustav u baziénom obliku:
o Svaka jednadzba ima vlastitu baziénu nepoznanicu:

Baziéna nepoznanica je nepoznanica koja dolazi samostalno u samo jednoj od jednadzbi
sustava.

Primjer 3.7. Ruyesite sustav i napisite dva partikularna rjesenja:
x4+ 3y —bz = 15

y—6z = 3. (8)
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Rjesenje. Niti jedna jednadzba nema bazi¢nu nepoznanicu odnosno nepoznanicu koja
bi se javila samostalno samo u toj jednadzbi i ni u jednoj vise. Da bi se rjesenja mogla
zapisati, potrebno je da svaka jednadzba obavezno ima svoju bazi¢nu nepoznanicu.
Stoga najprije prvu jednadzbu treba podijeliti sa 4:

L35 1
Y717 T
y—6z = 3.

Nakon ovog zahvata, prva jednadzba ima bazi¢nu nepoznanicu, a druga nema, jer se y
javlja i u prvoj jednadzbi. Da bi se y ponistio u prvoj jednadzbi, treba drugu jednadzbu

3
pomnozenu s —1 dodati prvoj jednadzbi. Sustav je sada u bazi¢nom obliku:
n 13 6
x —z = =
4 4
y—6z = 3.

Analogno prethodnom nakon iskazivanja bazi¢nih varijabli, opéi oblik rjesenja je

. 6 _ 134 6 _13
4 4 4 4

y | = 3+ 6t =13 |+t 6

Z t 0 1

Partikularna rjeSenja se dobivaju za bilo koji izbor parametra t. Tako za t = 0 rjeSenje je

x -5
trojkaxz%,yzBiz:O. Zat=2rjeSenjeje | y | = | 15
z 2

Rjesenja se lagano provjere uvrstavanjem u sustav (8).

Propozicija 3.1. Sustav rjesenja se ne mijenja u smislu promjene rjesenja ako se:
e bilo koja jednadzZba pomnozi ili podijeli brojem koji je razlicit od nule.
e jedna jednadzba pomnoZena brojem pribroji bilo kojoj od ostalih jednadzbi.
e zamijeni poredak jednadzbi

Postupak dobivanja bazi¢nih varijabli se bitno pojednostavljuje primjenom matrica.

Matrica sustava je matrica koeficijenata koji se nalaze uz nepoznanice u sustavu
linearnih jednadzbi.

Prosirena matrica sustava je matrica sustava kojoj je dodan stupac slobodnih
koeficijenata desnih strana jednadzbi.

Efektivno rjesavanje sustava provodi se izvodenjem elementarnih transformacija na
retcima proSirene matrice sustava.

20 -3y +4z = 2

Primjer 3.8. Primjenom matrica rijesite linearni sustav:
3r—y— z = 3.
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Rjesenje. Prosirena matrica sustava glasi:

2 -3 4 2
3 -1 -1 : 3 |°
U ovom je sustavu mogucée svaku od nepoznanica uciniti bazicnom. Ako se odabere da

bazican bude x u prvoj jednadzbi, onda su potrebna dva koraka.
U prvom se prva jednadzba dijeli sa 2 i dobiva se sustav:

1 -3 2 :1
3 -1 -1 : 3 |°
U drugom koraku se ponistava nepoznanica x u drugoj jednadzbi. Ordinira se prvom i to

tako da se prva jednadzba pomnozena s —3 doda drugoj. Pritom se prva jednadzba
prepisuje nepromijenjena, a mnozenje i pribrajanje izvodi se simultano. Na kraju sustav

ima matricu:
{ 1 -3 2 1 ]
7 ) -
0 5 —=7:0
Prva jednadzba ima bazi¢nu nepoznanicu. Da bi sustav bio bazi¢an, potrebno je i u drugoj

jednadzbi imati bazi¢nu nepoznanicu. To viSe ne moze biti z nego ili y ili z. Ako se forsira
bazican y u drugoj jednadzbi, onda se druga jednadzba dijeli sa (Z):

2
1 -3 2 :1
01 =2 :0]
3
2

10 -1 :1
01 -2 :0]|

Ovime su transformacije gotove jer je ispunjen cilj: sustav je bazican! Sustav zapisan s
nepoznanicama sada glasi:

Konaé¢no treba drugu jednadzbu pomnoziti sa ( ) i dodati prvoj:

r—z = 1
y—2z = 0
Nakon izlu¢ivanja bazi¢nih varijabli
= 14z
= 2z,
x 141 1 1
rjeSenjasu | y | = 2t =10 |+t
z t 0 1

Zadaci.

20 +3y+42 = 3

1. Rijesite linearni sustav Srd y—2 = 5
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2v —3y+4z = 5

2. Rijesite linearni sustav 6r+Ty—8: = 9

Rjesenja.
x 0 1
1. Uz forsiranje y u drugoj i z u prvoj jednadzbi: | y | = 26 | +t-| —16
z —1.2 0.7
e -
2. Jedan od zapisa: | y | = % +t-| —1
z -0 1

Glede egzistencije i jednoznacnosti, sustav moze:

1. biti nekonzistentan odnosno nemati rjesenje,
2. imati jedinstveno rjesenje,

3. imati skup rjesenja koji je moguée suvislo zapisati.
Zadatak 3.15. Sustav linearnih jednadzbi

20 —y+32 =9
3r—5y+z = —4
e —Ty+2 = 5

napisite u matricnom obliku. RijeSite sustav metodom eliminacije. Rijesite sustav
matricno.

Rjesenje. Sustav nema rjeSenja. Izracunajte determinantu matrice sustava.

Zadatak 3.16. Metodom eliminacije rijesite sljedeci sustav linearnih jednadzbi.
Prepisivanje nepoznanica izbjegnite primjenjujuci matrice.

20 +y+4z+8 = —1

r+3y—62+2t = 3

3v—2y+2z—-2t = 8
20 —y+2z =

Rjesenje. RjeSenje je jednoznacno: x =2,y = =3,z = —3/2,t =1/2

Postoji prirodna veza izmedu rjesivosti sustava n linearnih jednadzbi s n nepoznanica i
regularnosti matrice sustava.

Primjer 3.9. Izracunajte Lagrangeovim razvojem po cetvrtom stupcu determinantu
matrice sustava linearnth jednadzbi iz Zadatka 3.8.
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Rjesenje.

2 1 4 38
1 3 -6 2|
3 -2 2 -2
2 -1 2 0
1 3 —6 2 1 4 2 1 4 2 1 4
= —8[3 -2 2 [+2[3 -2 2|—(=2)|1 3 —6|+0-]1 3 —6|=
2 -1 2 2 -1 2 2 -1 2 3 -2 2

= —8(—2-6—-6)+2(—4—2+4)+2(—14—-28) =
= 112—-4—-84=24#0

Primjer 3.10. Izracunajte determinantu matrice iz Zadatka 3.15.
Rjesenje. Determinanta matrice sustava jednaka je nuli.

Zadatak 3.17. Rijesite sljedeci sustav linearnih jednadzbi:

201 + 329+ 1l + 524 = 2
$1+{E2+5{L‘3—|—2(L‘4 =

201 + 13+ 3x3+2x4 = -3
$1+$2—|—3$3+4{E4 = -3
T -2
e ) . 0
Rjesenje. o | 1
Ty —1

Homogeni sustav je onaj sustav kod kojeg su svi slobodni koeficijenti jednaki nuli.
Sustav uvijek ima trivijalno rjesenje kod kojeg su sve nepoznanice jednake nuli. Neki
slucajevi imaju beskona¢no mnogo rjesenja.

Zadatak 3.18. Rijesite homogeni linearni sustav

3r1 — 229 — D3 + T4
21‘1 — 3$2 + T3 + 51’4 =

I1—$2—4JI3+9I4 =0
T %LIM 155
. . ) %Zﬂl 1 143 . .
Rjesenge. s = %m =1t 39 | gdje t ima ulogu parametra, generatora
T4 Ty 16

rjeSenja. Kazemo da je rjesenje jednodimenzionalno.

Napomena 3.2. Rang matrice sustava u Zadatku 3.18 jednak je 3. Rjesenje je u
4-dimenzionalnom prostoru. Dimenzija rjeSenja je 1 predstavlja defekt matrice sustava.
Jednakost da rang i defekt zbrojent daju broj varijabli je univerzalna ¢injenica dokazana kao
teorem o rangu i defektu.
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Matricni zapis sustava jednadzbi
AX =B

ima geometrijsko objasnjenje iz tipova matrica:
mxn-nxl=mx]1.

Umnozak AX moze se interpretirati kao pridruzivanje koje n-dimenzionalnom vektoru X
pridruzuje m-dimenzionalni vektor B. Ukoliko je B = 0, tada trazimo one vektore koje
matrica Salje u ishodiste m-dimenzionalnog sustava. Defekt matrice je upravo dimenzija
skupa takvih vektora.

Zadatak 3.19. Rijesite nehomogeni sustav linearnih jednadzbi:

201 +Txy+3x3+24 = 5
r1+ 30+ dx3 —2x4 =
r1+ 5y — 923+ 8xry =

5r1 + 1819 + 4x3 + by = 12

Rjesavanjem se u dva retka dobivaju nule. Tako se sustav reducira:

Ty = 6—26x3+ 1724

Ty = —1 + 7ZL'3 — 51‘4
Rjesenje. RjeSenje je 2-dimenzionalno:
1 6 —26 17
z2 | | —1 7 -5
w | o [T TR o
Ty 0 0 1

Zadatak 3.20. Rjesavanjem sustava pokaZzite da je on nekonzistentan:

3.1'1 — 5%2 + 21’3 + 41‘4 =
Try —4xe + a3+ 314 =
51’1 + 7.T2 — 4ZE3 — 61’4 = 3

3.7 Zadaci za samostalno rjesavanje

1 0 0
1. Dan je polinom f(z) =223+ 4z — 7 i matrica A= | 2 2 0 |. Odredite matricu
3 2 =2
F(a.
01 2
2. Rijesite matri¢nu jednadzbu (A —2E)X = A+ Fakoje A= |2 3 4 |,dokje E
1 01

jedini¢na matrica.
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. Rijesite sustav Gauss-Jordanovom metodom eliminacije

T1+ X9 — 623 — 4y
3r1 — X9 — 623 —4xy =
201+ 329+ 923+ 224 = 6
3r14+ 229+ 323 +8xry = -7

. ZapiSite sva rjesenja sustava linearnih jednadzbi

31’1 — 2ZL’2 + 5I3 + 4$4 = 2
6117 — 4xo + 4x3 + 324
9r1 — 629 + 323+ 224 = 4

. Rijesite metodom eliminacije varijabli sustav

2$1—$2+I3—JI4 = 3
4xy — 229 — 223+ 324 = 0
2{L‘1—ZE2+5ZE3—6ZL‘4 = 1
25(71 — X2 —3$3+4SL’4 = 5
1 2 2
. Zadan je polinom f(x) = —812% + 9z — 2 i matrica A= | 2 1 —2 |. Izracunajte
2 =2 1
F(A).
. Simetri¢nim dijelom matrice A nazivamo matricu
1 T
Odredite 41A;! ako je zadana matrica
1 5 2
A= 3 2 0
-2 2 =3
1 2 -1 2
.IzraéunajteAB*IC’akojeA:[1 -1 2}, B=13 -1 2 |+ C=1]0
1 0 1 4
2 3 2 0
. Izracunajte A2B gdjesu A= |1 2 -3 |i B=| —16
34 1 12
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10. Rijesite matri¢nu jednadzbu

-1 2 -2 2 0 0 2
0O 3 -1|-X-]-2 1 0]|=1]-1
0 0 1 3 —-11 0
11. RijeSite matriénu jednadzbu, a potom izracunajte X - X7.
-1 10 -2 0 —1
X1 -2 21 |= 0 1 -1
2 01 3 0 0
12. ZapiSite rjesenje sustava
3%’1 + 2I2 + 2.733 + 2134 = 2
21’1 + 3.2132 + 2273 + 5.1'4 = 3
9£L‘1 + o + 4[L’3 - 51‘4 = 1
2371 + 2372 + 3233 + 4134 5
7.CE1+372+6£E3—334 7
13. Rijesite homogeni sustav
21’1 — 41‘2 + 51‘3 + 31’4 = 0
3%’1 — 6132 + 45(73 + 21’4 =0
4y — 8xo + 1723+ 112y, = O
Rjesenja.
—1 0 0
1. | =15/2 —19/4 0
7/4 9/4 -37/4
1 1 2
2. X = % 6 2 12
-1 1 =2
3. ZL’1:0, ZE2:2, 173:%, .134:—%.
4.
T 0 1 0
) . 0 0 1
e | =6 | T —s [T 10
Ty —7 18 —12

5. Sustav je inkonzistentan.
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10.

11.

12.

13.

1 2 2 -10 2 2
At=112 1 2|, fAH=]| 2 -10 2
2 -2 1 2 2 -10

14 0 -7 12 4
Ag=142 1 | 41-A1=|12 -3 -1

01 -3 4 -1 14

2 10
Bt=%l-110]|,AB'=1][-2 0 6],AB7'C=5.
| 0 0 2
-14 -5 13 172 37 —155
At=21 10 4 -8 |,A%=45| -116 —26 106
2 -1 -1 —40 —13 35
—613
ATPB=¢ | 422
157

[ —2 —18 —16
X=¢|-1 6 4

| -6 12 12

(0 0 -2 2 -1 -3
X=1|8 =3 1 [ XXT=4] -1 37 30

| 6 -3 3 -3 30 27

Forsiranje redom x5, x; i x4 u redom petoj, trec¢oj i c¢etvrtoj jednadzbi daje da su
prve dvije jednadzbe identiteti (nule u prva dva retka matrice). Rjesenje u

Iy
. . T

vektorskom obliku je . =
3

Ty

Jedan od mogucih zapisa glasi

2 _4
9 18

2 6

o | Tt 1

5 _s

2 6
T 2 —%
i) o 1 0
e o T8 3
Ty 0 g

5
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4 Funkcije jedne realne varijable

Funkcija u Sirem smislu. Neka su D (domena) i R (kodomena) neprazni skupovi. Ako
postoji pravilo koje svakom elementu skupa D pridruzuje jedan i samo jedan
element skupa R, govori se o funkcigskom preslikavanju skupa D u skup R ili
funkcigi:

f:D— R.

Uobicajen je zapis
y=f(z)
gdje je
x € D - varijabla
y € R - vrijednost funkcije

f(z) - pravilo koje svakom elementu x pridruzi element y € R.

Funkcija u uzem smislu. Ako je kodomena skup realnih brojeva R, onda se govori o
funkciji u uzem smislu i f(x) se naziva formulom funkcije. Funkcije u sirem smislu
nazivaju se preslikavanjima.

U ovom se poglavlju proucavaju osobine funkcija jedne realne varijable.

Primjer 4.1 (Apsolutna vrijednost). Apsolutna vrijednost realnog broja x je funkcija |z|
¢ija je vrijednost definirana formulama:

r;, za x>0
—x; za x <0

Funkcija ima nenegativne vrijednosti bez obzira na x € R.

Zadatak 4.1. Neka je f: D — R funkcija zadana formulom

o= (141"

Popunite tablicu vrijednostima funkcije na domeni zadanoj tablicom:

z | 101000 | 100,000 | 1.000,000 | 100.000, 000
f@ T | |

Rjesenje. 2.59374, 2.71692, 2.71827, 2.71828, 2.71828 .
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4.1 Graf funkcije

Graf funkcije je skup tocaka pri ¢emu je prva koordinata element domene, a druga
vrijednost funkcije:

I'={(z,y); € D, y= f(2)}.
Funkcije opée potencije zadaju se formulom
flz) =2,
gdje je a fiksan realan broj.

Ako su varijable realni brojevi, graf funkcije je moguce nacrtati u X0Y koordinatnoj
ravnini.

Zadatak 4.2. Nacrtajte grafove sljedeéih opcih potencija uzimajuci za vrijednost varijable
brojeve 1z zadane domene
re{-3,-2,-1,0,1,2,3} 9)

1. Funkciju zadanu formulom f(x

Funkciju zadanu formulom f(x

Funkciju zadanu formulom f(x

Funkciju zadanu formulom f(x

{
)
)
)
)
)
)

1
x
z2
23
4
25

S & e

(
(
(
Funkciju zadanu formulom f(x
(
Funkciju zadanu formulom f(x

Prirodna domena funkcije je skup realnih brojeva za koje je moguce izracunati
vrijednost funkcije. Ako nije posebno zadana, domena funkcije se mora odrediti.

Zadatak 4.3. Ispitujuci moguénost racunanja funkcije na vrijednostima navedenim u (9),
odredite prirodno podrucje i nacrtajte grafove zadanih funkcija.

1. Funkcija je zadana formulom f(z) = z~!.

-2

2. Nacrtagte graf funkcije zadane formulom f(z) = x
3. Nacrtajte graf funkcije zadane formulom f(x) = x73.
4. Nacrtajte graf funkcije zadane formulom f(x) = x=*.

Rjesenje. U svim funkcijama nije moguce izrac¢unati vrijednost funkcije jedino za x = 0,
tako da domenu tih funkcija ¢ine svi realni brojevi osim broja 0. Zapis: D = R\ {0}.

Zadatak 4.4. Funkcija je zadana formulom f(x) = 2. Uzimagjuéi vrijednosti iz (9),
ispitajte domenu i nacrtajte graf funkcige.
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Rjesenje. Uzimanjem vrijednosti iz (9) moze se primijetiti nemoguénost racunanja
funkcijske vrijednosti za negativne vrijednosti. Za skicu grafa treba za x uzeti toliko
vrijednosti koliko je potrebno za nacrtati graf, primjerice: {0,1,4,9,16....}. Ovo je dobro
poznata funkcija drugog korijena /x i njen je graf siroko dostupan.

Eksponencijalna funkcija je oblika
f(z) =a”,
gdje je a > 01 a # 1. Domenu funkcije ¢ine svi realni brojevi, dok slici funkcije
pripadaju samo pozitivni brojevi

R(f) =< 0,400 > .
Posebno se moze istaknuti prirodna eksponencijalna funkcija
fla) =
gdje je iracionalni broj e = 2.71828... baza prirodnog logaritma.

Zadatak 4.5. Nacrtajte graf funkcije
y=2°
uzimagjucéi za istaknute vrijednosti argumenta brojeve iz skupa {—2,—1,0,1,2}.
Zadatak 4.6. Nacrtajte graf funkcije y = €* uzimajuci za istaknute vrijednosti argumenta
brojeve iz skupa {—2,—1,0,1,2}.
Zadatak 4.7. Analogno primjeru (4.6) nacrtajte graf funkcije f(x) = 10* uzimajuci
vrijednosti funkcije za x € {—2,—1,0,1,2}.
Zadatak 4.8. Uzimajuci vrijednosti x-a iz (9), odredite domenu pa nacrtajte graf funkcije

y = logx. Odredite domenu funkcije.

Rjesenje. Uzimajuéi negativne vrijednosti, uoc¢ava se nemogucnost odredivanja funkcije
log z. Niti za x = 0, vrijednost se ne moze dobiti. Za = € {1,2,3} vrijednosti je moguée
dobiti, ali se ne dobiva jasna slika.

Za dobru skicu, potrebno je uzeti vrijednosti x € {0.5,0.2,0.1,0.01}, kao i € {10, 100}.
Sada je moguce zakljuciti da je skala na osi x vrlo velika, dok je raspon y-a mali. U praksi
se kod prikaza skala visokih raspona uzimaju logaritmi njihovih vrijednosti.

Domena funkcije je skup pozitivnih brojeva: D =< 0,400 >= R"

Zadatak 4.9. Odredite domenu @ nacrtajte graf funkcije y = Inx.
Rjesenje. Domena je D = R*.

Opéa logaritamska funkcija zadana je formulom

f(x) =log, =
pri ¢emu vrijedi x = a¥ ako i samo ako je y = log, =.
Vrijedi:
logxr Inx
log, > = = —
loga 1Ina
gdje su
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- log z = log,, x: Briggsov logaritam po bazi 10 poznat iz logaritamskih tablica i

- Inxz = log, x: prirodni logaritam koji za bazu ima e.
Zadatak 4.10. Nacrtajte graf funkcije
y =log,
uzimajuci istaknute vrijednosti iz domene: {1,2,4,8,16,1/2,1/4,1/8,1/16}.
Zadatak 4.11. Nacrtajte graf funkcije
Yy = log% x
uzimagudi istaknute vrijednosti iz domene: {1,2,4,8,16,1/2,1/4,1/8,1/16}.

Trigonometrijske funkcije primjenjuju se u opisu periodickih pojava. Cetiri su osnovne
trigonometrijske funkcije: sinus, kosinus, tangens i kotangens.

Domena funkcija y = sinx i y = cosx je cijeli skup realnih brojeva.

Radijani. U racunanju trigonometrijskih funkcija koriste se radijani. Tada se mogu crtati
grafovi funkcija u standardnom X0Y koordinatnom sustavu.

Zadatak 4.12. Nacrtajte funkciju y = sinx uzimajuci vrijednosti naznacene u skupu koji
je dio domene:

Rjesenje. Nakon crtanja, vazno je uociti karakteristi¢ni oblik sinusoide kojoj je period 27,
pocetna faza u x = 0 i amplituda A = 1. Graf ima jedan brijeg i jedan dol i produljuje se u
istom ritmu na obje strane.

Zadatak 4.13. Nacrtajte graf funkcije y = cos .

Rjesenje. Uzeti vrijednosti

6{71' T T 7TO7T7T7T7T27T37T57T 77T57T47T37T}P,,,t,td, ¢
x —_ -, —,0,-, -, =, =, —,—,—,m,—,—, —, — . Primijetite da je gra
27 37 47 67 767473727 37 47 6_77T7 67 47 37 2 J -] g

funkcije y = cos x sinusoida s pocetkom u xg = 50 amplitudom A = 1 i periodom T = 27.

Vrijedi uvijek adiciona formula cosz = sin(x + 7).

Zadatak 4.14. Nacrtajte graf funkcije y = 3sin <2x + g)

- T
Rjesenje. Graf funkcije je sinusoida s pocetkom u xq = 5 traje periodom T = > iima

amplitudu A = 3.
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Funkcija tangens zadana je formulom y = tgx i ima prekide:

D(tg) = R\{g+k7r,k: € Z}.

Zadatak 4.15. Nacrtajte funkciju y = tgr uzimajuéi vrijednosti
x € {0,0.524,0.785,1.047,1.5,1.57}, a zatim i njima suprotne vrijednosti.

Funkcija kotangensa y = ctgr ima prekide:
D(ctg) = R\ {km,k € Z}.

Vrijedi:

ctgr = —.
g tgx

Ciklometrijske funkcije inverzi su glavnih vrijednosti trigonometrijskih funkcija.

1

Prirodna domena funkcija arcsin z = sin™' i arccosx = cos™!  su realni brojevi

—1<z<1iliD=][-1,1].

Zadatak 4.16. Graf funkcije y = arcsinx konstruirajte na milimetarskom papiru
uzimajuci istaknute vrijednosti za argumente:

Zadatak 4.17. Nacrtajte graf funkcije y = arccos x na milimetarskom papiru uzimajuci
istaknute vrijednosti za argumente:

VB V2

-1
{’2 2

Zadatak 4.18. Na milimetarskom papiru nacrtajte graf funkcije
Yy = arctgx

uzimajuci za arqgumente:

_x/§70’x/§

z € {—100,-10,—/3, -1, 5 ?,1,@,10,100}.

4.2 Domena, slika, parnost funkcije

Domena funkcije u ovom je poglavlju skup D C R kojeg ¢ine svi oni realni brojevi za koje
je moguce dobiti vrijednost funkcije.

Ogranicenja kod racunanja su uvjeti pod kojima se mogu racunati elementarne funkcije.

Konkretno postoji nekoliko ogranicenja koja se mogu sistematizirati:
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a) ne smije se dijeliti nulom

b) parni korijeni ne mogu imati negativan argument
Akojen e Ni f(z) = X/a(z) = a(x) > 0.
c¢) logaritmirati je moguée samo pozitivne vrijednosti
f(z) =logv(z) = v(x) > 0.
c¢) ciklometrijska ogranic¢enja za arcsin i arccos:
f(z) = arccosw(zx) ili f(z)= arcsinw(z) = —1 < w(z) < 1.
d) tangens ima prekide redom u g + km, k € Z, odnosno kotangens u kw, k € Z.

Zadatak 4.19. Odredite domenu funkcije

r—2
Rjesenje. Zbog (10) nuzno
90 — 1 % 0.

Rjesenje nejednadzbe je interval na brojevnom pravcu. Granice intervala se dobivaju
izjednacavanjem
2 —1=0.

Jedina je granica x = % i ta granica dijeli brojevni pravac na dva intervala:

< 3,400 > 400
OK ?

1
2
?
Domena funkcije su brojevi oba intervala:

D(f) =< —00,1/2 > U < 1/2, 400 >= R\{%}.

Zadatak 4.20. Odredite domenu funkcije

~In(1 +2)
-1

f(x)
Rjesenje. Funkcija je definirana za  — 1 # 0 i za 1 + x > 0 Domena je unija intervala:

D=<-1,1>U<1,00>=< —1,400 > \{1}.
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Zadatak 4.21. Odredite domenu funkcije

3r—1
f(z) =1 —2x 4 3arcsin 1;2 :

Rjesenje. Prvi pribrojnik definiran je u slucaju 1 — 2x > 0, sto povlaéi 1 > 2z iz < %
Drugi pribrojnik definiran je za

1
——< x <1
3> <
Domena funkcije je interval koji se dobije kao presjek oba intervala
11
P
32
Uglate zagrade znace da se za x = _?1 izax = % moze izracunati vrijednost funkcije.

Zadatak 4.22. Odredite domenu funkcije

V2 —5x+6

y= z—1

Rjesenje. Nazivnik ne smije biti jednak nuli pa je o¢ito da mora biti z # 1.
Drugi korijeni mogu se vaditi samo iz nenegativnih brojeva pa mora vrijediti

2 =5z +6>0.

Izraz pod korijenom moze biti pozitivan, negativan ili nula. Prvo se izra¢unaju vrijednosti
x za koje je

2 —5x+6=0
5425 — 24

2
I1:3, 5132:2.

T12 =

Predznak trinoma z? — 5z + 6 analizira se pomo¢u nulto¢aka koje na brojevnom pravcu
odreduju tri intervala:

x —0 < =—00,2> 2 <2,3> 3 <3,400> +00
22 —5x+6| ? + 0 — 0 + ?

Na nekim intervalima izraz pod korijenom je pozitivan, a na nekima negativan. Ispitivanje
se vrsi izborom bilo koje tocke promatranog intervala.
Testiranje intervala daje rjeSenje nejednadzbe 22 — 52 + 6 > 0 u zapisu unije intervala

(—00,2] U [3,+00).
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Ako se uvazi zahtjev x # 1, dobiva se domena
D = (—00,1)U(1,2] U [3,400)

gdje obi¢na zagrada uz granicu intervala zna¢i da domena ne sadrzi rubnu tocku, dok
uglata zagrada potvrduje da rubna tocka smije biti uvrstena u formulu funkcije.

Zadatak 4.23. Odredite domenu funkcije
y=1In(l4+e7").
Rjesenje. Prirodni logaritam racuna se samo za pozitivne brojeve:
1+e >0
Sto je ispunjeno za svaki realan broj z pa je D = R.
Zadatak 4.24. Odredite domenu funkcije
y = arcsin(In z).
Rjesenje. Prvi je uvjet z > 0 radi racunanja logaritma. Drugi je uvjet
—1<Inz<1

zbog domene arkus sinusa. Buduéi je eksponencijalna funkcija f(z) = e* monotono
rastuca, vrijedi
6_1 S 6lna: S e,

odakle slijedi

Domena funkcije tako je

buduéi su svi brojevi iz intervala pozitivni.

Zadatak 4.25. Odredite domenu funkcije
y = log[l — log(z* — 5z + 16)].

Rjesenje. Prvi je uvjet
x? — 5z 4+ 16 > 0.
Jednadzba z? — 5z + 16 = 0 nema realnih nultocaka

O+ 25 —-64
2

Ti12 =

pa ili svi brojevi zadovoljavaju nejednadzbu ili niti jedan. Provjerom z = 0 zadovoljena je
nejednadzba
0°—5-0+16 >0,
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stoga nejednadzbu zadovoljava svaki realan broj. Drugi uvjet je
1 —log(2* — 5z +16) > 0
radi racunanja logaritma. RjeSavanje nejednadzbe
1 —log(z*> — 5z +16) > 0
log(z? — 5z +16) < 1
log(x® — 5z +16) < log10,
uz uvazavanje logaritma kao rastuce funkcije, nejednadzba prelazi u

2 —br+16 < 10
22 —5r+6<0.

Rjesavanje se svodi na nalazenje nultocaka
2* —5x+6=0
I = 27 T = 3

i testiranje intervala
<—OO, 2> 3 <27 3>7 <37 OO>7
od kojih jedino tocke
x € (2,3)

zadovoljavaju nejednadzbu i to je ujedno domena zadane funkcije. Napisane zagrade imaju
znacaj otvorenih zagrada.

Zadatak 4.26. Odredite domenu funkcije

y=—4_x2+ln(a:3—x).

Rjesenje. Prvi pribrojnik definiran je za
x # 2.

Drugi pribrojnik je definiran na rjesenju nejednadzbe

> — x> 0.

Rjesavanje nejednadzbe svodi se na rjesavanje jednadzbe
3

> —x=0

r(z? —1)=0
z(z—1)(x+1)=0
1 =01 =129 = —1

i ispitivanje podobnosti intervala:

Konaé¢no, uz uvazavanje svih uvjeta, domena je
D=(-1,00U(1,2) U (2,40).
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Zadatak 4.27. Ispitajte domenu funkcije
y = Insin(z — 3) + V16 — 22.
Rjesenje. Drugi pribrojnik moze se racunati za
x € [—4,4].
Prvi pribrojnik definiran je za rjeSenja nejednadzbe
sin(z —3) >0

0+ 2km <z —3 <7+ 2km|+ 3, keZ
3+ 2kn <z <3+ 7+ 2km, ke Z.

Beskonaéno mnogo intervala realnih brojeva zadovoljava nejednadzbu, no samo za k =0
interval
(3,34 )

1 za k = —1 interval
(3—2m,3—m)

imaju zajednickih elemenata sa segmentom
[—4,4].
Konac¢no rjeSenje je unija intervala:
x€(3—-2m3—m)U(3,4]
Zadatak 4.28. Odredite podrucje u kojem je definirana funkcija
y= /3~ logy(z —1).

Rjesenje. Logaritam je definiran samo za pozitivne brojeve pa

r—1>0

povlaéi prvi uvjet na varijablu x:
x € (1,400).

Drugi je zahtjev na racunanje parnih korijena:
3 —logy(x —1) >0
logy(z —1) <3
logy(x — 1) < log, 8
r—1<8
r <9.

Oba uvjeta zadovoljavaju tocke poluotvorenog intervala
(1,9]

i to je podrucje na kojem je funkcija definirana.
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Zadatak 4.29. Odredite domenu funkcije
Yy = zv + arctgIn(a® + 1).
Rjesenje. Prvi pribrojnik je moguce racunati kao
iz

ex

i stoga je potrebno da x bude pozitivan broj. Logaritam u drugom pribrojniku moguce je
racunati za svaki realan broj buduéi je

2 +1>0, Vo € R.
Arkus-tangens moguce je definirati na cijelom R. Konaéno
D = (0,00).

Zadatak 4.30. Odredite domenu funkcije

y— \/(:c—l)?(:t:—i—l).

2 —4x+3

Rjesenje. Domena se radi drugog korijena podudara s rjeSenjem nejednadzbe:

(x —1)*(z+1)

> 0.
x?—4x+3
Rjesavanje je najjednostavnije nalazenjem nultocaka brojnika: r1 =11 z9 = —1, a zatim i
nazivnika:
4+ 16 — 12
Tlp= 5 5 3= L,y =3,

nakon cega slijedi ispitivanje intervala
(=00, —1); (=1,1); (1,3); (3, +00).
Ispituju se u proizvoljno odabranim vrijednostima iz svakog intervala:

-zax=—2
(x — 1)}z +1)
x?—4r+3
pa interval (—oo, —1) nije u domeni

<0

-zax =0
(x — 1)}z +1)

x?—4x +3
i interval [—1,1) dio je domene, a vrijednost x = 1 iskljucena je radi nazivnika,

>0

-zax =2
(z = 1)z +1)

2?2 — 4z + 3

<0

i interval nije dio domene.
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Konaé¢no, domena je
D=[-1,1).

Slika funkcije je skup vrijednosti koje funkcija moze poprimiti. Oznaka za sliku odnosno
kodomenu je

R(f) ={f(z):z € D(f)}.
Zadatak 4.31. Odredite sliku funkcija
1. f(z) =2*— 6z +5,
2. f(z) =2+ 3sinz.

Rjesenja. Analiziraju se moguca ogranicenja u smislu najmanje i najveée vrijednosti
funkcije. Ako je nemoguce odrediti najmanju i najvecu vrijednost koju formula moze
poprimiti, onda je R = R.

1. Izluéivanjem potpunog kvadrata iz formule
flx)=2> -6z +5=(r—3)*—-9+5=(r—3)*—4

dobiva se izraz u kojem se od uvijek pozitivne vrijednosti (z — 3)? oduzima 4.
Najmanja moguca vrijednost funkcije je —4, dok najveca ne postoji:

R(f) = [~4, +o0 > .

2. Bududi je
—1 <sinzx <1,

mnozenjem s tri i dodavanjem 2 svakoj strani slozene nejednakosti dobiva se
—1 <2+ 3sinx <5,

pa je konacno

R(f) = [-1,5].

Periodicka funkcija Funkcija f(x) naziva se periodi¢kom ako postoji pozitivni realni
broj T zvani period funkcije koji ima svojstvo da za svaki broj x iz domene vrijedi

fle+T) = f(x).

Najmanji pozitivni realni broj 7 s navedenim svojstvom naziva se temelynim periodom.

Trigonometrijske funkcije primjeri su periodickih funkcija. Funkcije sinus i kosinus
imaju period 2km, k € Z, a tangens i kotangens imaju period krm, k € Z.

Zadatak 4.32. Odredite osnovni period funkcija
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1. f(x) = cos8uz,
2. f(z) =sinx + tgdx.
Rjesenja.
1. Period T nalazi se po definiciji:

cos8(z +T') = cos8x
8(x+1T)=8x+2m

8r + 8T = 8x + 27

T=2"

T =

N

2. Temeljni period prvog pribrojnika je 27, a drugog 7 pa je temeljni period funkcije

najmanji zajednicki visekratnik 27 i § sto ispada 2.

Parnost funkcije. Funkcija f(z) je parna ako ne mijenja vrijednost uvrstavanjem
suprotnih brojeva

f(=z) = f(z),
a neparna je ako pri uvrstavanju suprotnih brojeva, vrijednost funkcije mijenja
predznak, tj.

f(=z) = —f(z)

Vecina funkcija nije niti parna, niti neparna, no svaku je funkciju moguce napisati kao
zbroj parne i neparne funkcije

oy = LIRS0 =S

Zadatak 4.33. Ispitajte parnost i neparnost sljedecih funkcija:

1. f(x) = 2®¥x + 2sinx

()
2. flx)=2"+277
3. f(z) = |z| — be®
4. f(z) =2®+ 5z
5. flx) =log I5
Rjesenja.
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1. Uvrstavanjem —x umjesto x, dobiva se neparna funkcija:

f(=a) = (~P¥/=7+2sin(~2)
= 2 (=) - 2sinz
= —22¥r —2sinzx
= —(2*Yz + 2sinz)
= —f(2),

2. Analognim racunom dobiva se parnost:
fl—2) =27" 427" =27 1 2% = f(a).
3. Racun ponovo pokazuje parnost:
f(=w) = | =] = 57" = |2 = 5e* = f(a).
4. Provjera parnosti glasi:
f(=z) = (—2)* + 5(-z) = 2 — 5z,
pa funkcija nije niti parna jer je f(x) # f(—=z), a niti neparna jer je f(—z) # —f(x).

5. Funkcija je neparna:

-+ 3 —(x —3)
f=2) = log — =5 =l — )
= log — —log(aj—i_g) 1
3 r—3
_ —logx+3
x—3
= —f(=).

4.3 Grafovi realnih funkcija. Osobine preslikavanja

Realna funkcija je funkcija kojoj su domena i kodomena podskupovi skupa realnih brojeva.
Graf funkcije zadane formulom f(z) je krivulja y = f(z) u koordinatnoj X0Y ravnini iz
koje se zorno mogu uociti osobine funkcije.

2

)

Parna funkcija ima graf simetrican u odnosu na os y. Primjeri parnih funkcija su: y = x
y =|z|, y = cosz.

Neparnoj funkciji graf je centralno simetrican obzirom na ishodiste. Primjeri neparnih
funkcija su: y =23, y =2 + 2, y = 2° — 2, y = sinz, y = tgz.
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Slika 14: y =2z 4+ 1+ cosx

Rastuéa funkcija veéem argumentu x pridruzuje vec¢u vrijednost:

r1 <2 = f(z1) < f(22).
Iz grafa se vidi da je y = e® primjer rastuce funkcije. Rastuce su jos y = Inz,
y=32c+1liy=x
Padajuéa funkcija veéem argumentu pridruzuje manju vrijednost:

T <z = f(z1) > f(22).
Primjer elementarne padajuce funkcije je y = ctgx, ali padajuce su i funkcije
12

yz—%x—i—Z,y:e_””,tey:—.
x

Ogranicena je ona funkcija kojoj je slika R(f) = {f(z),z € D} ograni¢en skup, u smislu
da postoje realni brojevi m i M takvi da je za svaki z iz domene funkcije ispunjeno

m < f(x) < M.

Primjeri ogranicenih funkcija su y = sinz i y = cosz. Ogranicene funkcije su i
Yy = arcsinx, y = arccosx, y = arctgr i y = arcctgzx.

Injektivna funkcija razlicitim elementima domene ne moze priduziti iste vrijednosti
funkcije:

ry # 13 = f(11) # f(22).

Primjer injektivne funkcije je funkcija zadana formulom y = 22 + 1 + cosz. Graf
injektivne funkcije s horizontalnim pravcem ima samo jednu tocku presjeka.

Surjekcija je ona funkcija kod koje se podudaraju slika i kodomena. Za takve funkcije
f: X—=Y

uobicajeno je govoriti da predstavljaju preslikavanja skupa X na skup Y. Primjer
surjektivne funkcije je y = log z. Funkcija y = tgx takoder je surjektivna.

Graf surjektivne funkcije uvijek ima presjek s pravcima paralelnima osi apscisa.
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Slika 15: y = tanz

Bijekcija je funkcija koja ima svojstvo injektivnosti i surjektivnosti. Bijekcija je funkcija
T

tg - <—g,§)> SR

Bijekcije su moguce samo u slucaju da domena i kodomena imaju jednak broj
elemenata. Ako je izmedu dva skupa moguca bijekcija, onda su oni jednakobrojni.

4.4 Konstrukcije grafova realnih funkcija

Graf polinoma do najvise prvog stupnja je pravac. Grafovi polinoma viseg stupnja su
parabole. Grafovi racionalnih funkcija su hiperbole. Crtaju se nalazenjem karakteristi¢nih
tocaka: sjecista s koordinatnim tockama, rubova domene...

Zadatak 4.34. Konstruirajte graf funkcije

2—x, <3
y‘{ 0.122, z>3 (14)

Rjesenje. Lijevo od x = 3 graf funkcije je pravac i toc¢ka (3, —1) pripada pravcu. Desni dio
grafa je dio parabole. Funkcija ima prekid.

Sinusoida je krivulja koja opisuje pojave koje se periodicki mijenjaju, a karakteristicnog
je valnog izgleda. Karakterizira je pocetak periode, zavrsetak periode i sredina
periode u kojima je vrijednost funkcije nula. Prva cetvrtina periode poprima prvu
vrijednost amplitude, a posljednja ¢etvrtina drugu, suprotnu vrijednost periode.
Uvrijezeno je jednu vrijednost amplitude zvati brijegom, a drugu dolom vala.

Zadatak 4.35. Konstruirajte graf funkcije

y = 3sin(2z — %)
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i 1N456
-1 ‘

A

Slika 17: y = 3sin (2z — ) .

Rjesenje. Prikazano je sinusoidom na slici

Sinusoida ima amplitudu A = 3. Period sinusoide je
2

T = T .
2

Pocetak jedne od perioda sinusoide je rjesenje jednadzbe

T
2[)’21——:0

3
T
I = E
Zavrsetak periode tada je
T . T
Tp=—+1T=—
RG 6
Sredina periode je
s + n 2
gy =86 _ =T




T4 2 5
Prva amplituda dostize se u tocki x5 = & 5 3 — 1—7; iiznosi 3. Druga amplituda je u
2w Vs
S +5 1
=2t = 1; i iznosi —3.
Zadaci.

1. U istom koordinatnom sustavu nacrtajte redom grafove y = 22, y = (z — 1)% i
2
y=uxz"—4.

2. Nacrtajte u istom koordinatnom sustavu grafove funkcija y = 22, y = (x — 1)3,
y=x3+2iy=|z3.

3. Odredite domenu i nacrtajte graf funkcije

_2—93
14

Y

4. Konstruirajte grafove sljede¢ih funkcija:

ZL‘3—I

na zatvorenom intervalu [—2, 2],

—2% <0
(l)y—{ 3x; x>0

4 —x; r<—1
(m) y = 5 —1<z<0

22 +5; x>0

Rjesenja.
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25 3

4.5 Operacije s funkcijama. Kompozicija funkcija.

Funkcije jedne realne varijable zadane formulama f(z) i g(z) mogu se zbrajati

(f +9)(x) = f(x) + g(x),

oduzimati
(f = 9)(x) = f(z) — g(z),
mnoziti
(f-9)(x) = f(x) g(z)
i dijeliti ; fa)
(E)(i’f) = o)’ g(x) # 0.

Kompozicija funkcija f(x) i g(z) u oznaci

(g0 f)(x) =g(f(x))
moguca je samo u slu¢aju da je slika funkcije f(z) sadrzana u domeni funkcije g(z).

Identiteta je funkcija zadana formulom

i(r) =x
i ima svojstvo da je
iof=foi="f
Inverzna funkcija funkcije f(x) je funkcija u oznaci f~!(z) sa svojstvom
foft=ftof=i

gdje je ¢ identiteta. Samo bijekcije imaju inverzne funkcije. I inverzne funkcije su
bijekcije.
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Funkcije y = Inz, In:(0,+00) = Riy=-¢", eV :R — (0,400) primjeri su
inverznih funkcija.

Definiciji funkcije arcsin x prethodi definicija funkcije glavnih vrijednosti sinusa

T

Sin ¢ [—=, =] = [-1,1
in oL
Sin(z) = sinuz,
pa je
Tm
in:[—1,1] — [——, 2.
arcsin : [—1,1] — | 2,2]

Analogno se definiraju funkcije arccos i arctg.

Zadatak 4.36. Ako je f(x) = cos 3,

g(z) = —mx, koliko je (f o g)(—113)?
Rjesenge.
Uvrstavanjem u formulu dobije se

113
T _o.

(feg)(x) = flg(x)) = f(—m - (-113)) = f(1137) = cos
Zadatak 4.37. Odredite kompozicije fog, go f, fo f igog za funkcije
1. flx)=22-3, glx)=x2+3

2. f(z)=—32+1, g(x)

wlot

2
S‘T

3. flxy=2z+1, glx)=2*>-1

Rjesenge.

(fog)(x) = flg(z)) = flz+3) = 2x+3)-3 = 22+3
L (gof)(x) 9(f(z)) = ¢g(2v-3) = 20-3+3 = 2
©(fof)(x) f(f(@) = fRx—-3) = 2(22-3)-3 = 4o —9
(gog)(@) = g(9(z)) = glz+3) = 2+34+43 = z+6
2 (fog)w) =50+ g (g0 &) = —32 1, (fo f)(a) = 1o+ 3.

47 25

(gog)(w =§$—§-

3. (fog)(x) =22" =1, (go f)(x) = 42® +da, (fo f)(z) = 4z +3, (gog)(x) = 2" — 22*.

Zadatak 4.38. Za realne funkcije f(x) = |x| i g(x) = logy x odredite kompoziciju f o g.
Nacrtajte graf dobivene funkcije.

Rjesenje. Komporzicija (f o g)(x) = |log, x| ima graf funkcije y = |log, 2| smjesten u
prvom kvadrantu. Nultocka je (1,0). Izmedu osi y i nultocke, funkcija pada po krivulji
slicnoj grafu kvadratne funkcije, dok od nultocke raste po krivulji slicnoj grafu drugog
korijena. U tocki (1,0) ima ”siljak”.
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4.6 Dekompozicija funkcije. Inverz funkcije

Zadatak 4.39. Sljedece funkcije napisite u obliku kompozicije niza elementarnih funkcija:

1. y=log’z

2. y = Vsin’zx

3. y= 5(3z+1)2
Rjesenja.

1.y =(fog)(x), gdje su f(z) =22, g(x) = logw.

2. y=(fogoh)(x), gdjesu f(z) = Jx, g(x) =2 i h(x) = sin .

3. y=(fogoh)(x), gdje su f(z) =5, g(x) =2%1 h(z) =3z + 1.
trazene elementarne funkcije koje se ne mogu vise rastaviti na kompoziciju funkcija.
Zadatak 4.40. Odredite inverznu funkciju funkcije

_x—2
o+ 1

Y

Rjesenje. Algebarskim metodama transformira se jednakost tako da na jednoj strani
ostane sam x. Mnozenjem jednakost nazivnikom z + 1 dobiva se

yz+1)=z—-2.

Mnozenje zagrade i prebacivanje pribrojnika koji sadrze x na lijevu stranu daju jednakost
Ty —Tr = —2—1.

[zlucivanje x
a(y—1)=—-y—2

i dijeljenje s y — 1

—y—2 —(y+2
Lo Y2 _—y+2)

y—1  —(1-y
daju formulu inverzne funkcije koja se obi¢no zapisuje kao

4 r+2
C1l-=x

Y

radi isticanja da se radi o inverznoj funkciji.
Zadatak 4.41. Odredite inverznu funkciju i odredite domenu inverzne funkcije za funkciju

_61—26_$+2
y_ecr:_l_e—:c :
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Rjesenje. Algebarskim metodama dobije se eksplicitna formula za z:

y o= S (e

(" +e ™)y = " —2e " +2e" 427"
e’y = €e3-y)
(e -y) = In(e"(3—y))
—x+Ilny = z+In(3—y)
Iny—In(3—y) = 2z

1 Yy
r = —Iln——
2 33—y
1 T
-1 _ _1
y 2n3—:c

Domena inverzne funkcije podudara se s rjesenjem nejednadzbe

X

>0
3—x

i zapisuje se kao

D = (0,3).

Zadatak 4.42. Odredite inverz funkcije
y = 2sin(3x — g) + 1.
Rjesenje. Analogno prethodnom dobije se

y—1 = QSin(3x—z)|:2

3
-1
yT = sin(3z — g)] arcsin
Cy—1 3 T
arcsin = 3r— =
2 3
-1
arcsin + g = 3z|:3
-1 1 z—1
y = —arcsin

Zadatak 4.43. Odredite inverznu funkciju funkcije

ecosT _ 1

Y= 2+€c05x'
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Rjesenje. Mnozenje formule nazivnikom daje
(2 + ecos;r)y eCosT _
ye(ZOSZ' _ eCOSfL’ _1 _ 2y
ey —1) —1-2yl:(y-1)
. 142
GCOb €T + y |ln
L—y
1+ 2y
Cos T In | arccos
1+ 2y
T arccos In
-y
-1 1 + 2x
Y arccos In
-

Implicitno zadana funkcija y = y(x) je formula u dvije varijable
F(z,y)=0.

Uz odredene uvjete nedegeneracije moguce je iz formule implicitno zadane funkcije
izraziti eksplicitno funkciju

y = [f(x).
Zadatak 4.44. Funkciju

2sin(y —1)+2x—-1=0, y=y(x)
napisite u eksplicitnom obliku i odredite jo5 domenu.
Rjesenge.
2¢in(y — 1) =1—2x|: 2
1 -2z

| arcsin

1—-2x

sin(y — 1) =

y — 1 = arcsin

1-2
a:+1

Yy = arcsin

Domena funkcije je rjesenje sustava nejednadzbi

1—2x

1< <1]-2

—2<1-22<2|—1
—3< 22 <1]:(-2)
3 1
S>> =
22— - 2
koji daje



Zadatak 4.45. Odredite inverznu funkciju y=' za implicitno zadanu funkciju
y* — 2+ logs(z — 1) = 0.
Rjesenje. Algebarski se treba eksplicitno izraziti x.

logg(zr —1) = 2—y*3"
r—1 = 37
r = 1+32Y
y o= 1437
Zadatak 4.46. Odredite eksplicitni oblik inverzne funkcije y=' ako je funkcija y zadana
implicitno
y> +sin®e —2y+5=0.

Odredite domenu inverzne funkcije.

Rjesenje. Eksplicitni izraz za x dobiva se algebarskim zahvatima
sin®z = —y? 4+ 2y — 5|V
x = arcsin m
Domena se dobiva rjesavanjem sustava nejednadzbi
—1< -y’ +2y-5<1.
Lijeva nejednadzba daje

0< —y*+2y—4

—2++v4-16
-2

Y2 =
nepostojanje realnih nultocaka sto znaci da je izraz
—y* +2y—4

negativan za svaki y € R. Desna nejednadzba takoder ne daje realna rjesenja. Domena je
prazan skup i funkcija, iako ima algebarski zapis, nije definirana.
Uostalom, jednadzba

v +sin*z —2y+5=0

nije rjesiva po y

2+ /4 —4(5 +sin® )
2

Y12 =

te nema realne korijene ni za jedan x € R.
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4.7 Hiperbolne funkcije

Funkcijama se pokusavaju opisati pojave u prirodi i drustvu s ciljem da se otkrivanjem
veze uzroka i posljedice predvide ponasanja bez provociranja pojave pokusima. Hiperbolne
funkcije uvedene su u matematiku kao rjesenja jednadzbi gibanja. Naknadno je uocena
geometrijska analogija trigonometrijskih funkcija na jedini¢noj kruznici i hiperbolnih
funkcija na jedini¢noj hiperboli 2% — 3% = 1.

Kosinus hiperbolni je funkcija definirana formulom

et 4+ e "

hr =
chx 9

Zadaci.

1. Odredite domenu funkcije y = chzx.

2. Odredite sjecista s koordinatnim osima.
3. Ispitajte parnost funkcije.

4. Nacrtajte graf funkcije y = chzx.

Rjesenje. 1. Domena je R. 2. Os Oy sijece u (0,1). 3. Parna je. 4. Graf je slican
paraboli y = 22 + 1.
Sinus hiperbolni je funkcija definirana formulom

x —X

e

—e
shx =

2

Zadaci.

1. Odredite domenu funkcije y = shx.

2. Odpredite sjecista s koordinatnim osima.
3. Ispitajte parnost funkcije.

4. Nacrtajte graf funkcije y = shax.

Rjesenje. 1. D = R. 2. Graf prolazi tockom (0,0). 3. Neparna je. 4. Graf je slican
3
y = x°.

Tangens hiperbolni definira se analogno trigonometrijskom tangensu i glasi

thx—Sh—x

© chx’
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Zadaci.

1. Odredite domenu funkcije y = tha.

2. Odredite sjecista s koordinatnim osima.
3. Ispitajte parnost funkcije.

4. Nacrtajte graf funkcije y = tha.

Rjesenja. 1. D = R. 2. S =(0,0). 3. Neparna je. 4. Graf se nalazi u pruzi izmedu

y = £1 i slican je okrenutoj y = x°.

Kotangens hiperbolni definira se poput trigonometrijskog kotangensa i glasi

chx
the = —.
ane shx

Zadaci.

1. Odredite domenu funkcije y = cthx.

2. Odpredite sjecista s koordinatnim osima.
3. Ispitajte parnost funkcije.

4. Nacrtajte graf funkcije y = cthzx.

Rjesenja. 1. D = R. 2. Nema sjecisSta. 3. Neparna je. 4. Poput dviju grana
hiperbole: donja u I11. kvadrantu ispod y = —1, gornja u I. kvadrantu iznad y = 1.

Osnovne formule hiperbolnih funkcija su

ch?x — sh’z =1
thz - cthx =1

sh2x = 2shx - chx
ch2x = ch®z + sh®x

Zadatak 4.47. DokazZite algebarski vierodostojnost formula hiperbolnih funkcija.
Zadatak 4.48. Dokazite Moivreovu formulu

(chx + shx)" = chnx + shnz.

Uputa: dokaz provedite matematickom indukcijom.
Area funkcije inverzne su funkcije hiperbolnih funkcija.

Zadatak 4.49. Izrazite funkcije Archx, Arshx, Arthx i Arcthx.
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Rjesenja.

Archz =In(x + vVa? — 1)
Arshz =In(z + Va2 + 1)

1.1
Arthz = = In T

2 1—=z

1. z+1
A =1
rcthx 5 nx_1

4.8 Zadaci za samostalno rjesavanje

1.

Neka je f(z) = tgz, g(x) = ctgx, h(x) = sinx i h(z) = cosz. Dokazite da je

1
f(z) +g(x) = h(z) - k(x)
. Odredite domenu racionalne funkcije
2?2 +8x + 15
10 ="ae—g

ispitajte ponasanje u rubnim tockama domene i rastavite funkciju na parcijalne
razlomke.

Odredite domene sljede¢ih funkcija:

(a) f(z)=v4—a?2+41
(b) f(x) = arccos(§ — 1)
(c) f(z) =1z
(d) f(2) = 2
(o) flz) = 2
(f) f(z) =log(3z — 1)+ 2log(x + 1)
(&) flx) = /3% — Vsinz
(h) y =ctglnz
() y=/ln 23 + V=32 — 22
4. Odredite slike sljedec¢ih funkcijskih preslikavanja:
(@) J) = Jal +1
(b) flz)=2
(¢) f(z) =16 — a2
(d) f(z) = —2*+8x —13
(e) f(x)=1—3cosx
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(0 f@) =47

5. Ispitajte parnost i neparnost funkcija:

(a) f(z)=x'sin7x

(b) f(z) = 5\33! 3Va?
(c) flz)=a2*—-32>+2
(d) flz) = |95\ +2

(e) f(x) = |z +2|

(f) f(z) =logcosz

(8) fl) =4

6. Odredite temeljne periode funkcija:

(a) f(x)=sinbz

(b) f(x) = —2cos(z/3)+ 1
(¢) f(z) =logcos2x

(d) f(z) = tg3x + cosdx

7. Nacrtajte graf funkcije y = sin z, graf funkcije y = sin 2z i graf funkcije y = sin %m

8. Koristeci se identitetom cos o = sin(a + %), nacrtajte graf funkcije y = cos(z — 7).

9. Odredite (fog)(z)i(gog)(z) ako je

2—x r+1
10. Ako je
14+ 2 + a3

flz) = 108;1 ot 9(37):%2—“7

dokazite da je

(f o g)(x) = 3f(x).

11. Neka su f(x) =2z + 1, g(z) =23 i h(z) = % Uvjerite se da je kompozicija funkcija
asocijativna operacija.

12. Za sljedeée funkcije odredite elementarne funkcije f(z) i g(x) koje ¢ine njihovu
kompoziciju (f o g)(z). Nadalje, odredite domenu i nacrtajte grafove funkcija

y=(fog)().
og)(z) =v1—x?
(b) (fog)(x)=sin2x
)

o g)(x) = arcsin £

-3
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(d) (fo9)() =i
() (fog)(x)=em=
(f) (fog)(x) =Ing3
13. Sljedece funkcije napisite u obliku kompozicije niza elementarnih funkcija:
(a) y=1In(22* — 3)
(b) y=TnyZ =1

(c) f(z) = sinlnarccos(z? + 2)

14. Odredite inverzne funkcije sljede¢ih funkcija:

1. Tvrdnja je tocna.

2. Domena: (—oo,—3) U (=3,0)U(0,3) U (3,4+00). lim, 1+ f(z) =0,
lim, o f(x) = 400, lim, 3+ f(z) = 400, lim, ,3- f(x) = —oc0 i
lim, 3 f(z) = —1/27. Nultocka funkcije je (—5,0). Funkcija se moze neprekidno

dodefinirati s f(—3) = —1/27. Rastav na parcijalne razlomke je —& — 225 + (w 3

3. Domene:
a) [—2,0) U (0,2]
[0, 4]

(f) (1/3, OO)

g) [0,2]

(h) 2 #e, keZ

(i) [-4,-2) jer In 22 > O = 2= > 1 iz cega slijedi 75 — 1 > 0, a svodenjem na
zajednicki nazwmk 5 > 0 :> r+2<0,a zajedno s uvjetom drugog

pribrojnika slijedi predlozeno rjesenje.

4. Slike:
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11.

(a) [1,+o00

(b) (—00,0) U (0,00)
(c) [=4,4]

(d) (=o0,3)

(e) [-2,4]

(f) (0,1]

Parnost

Temeljni periodi:

(a) ¥

(b) 67

()
()

™
™

Graf nacrtajte samostalno.

. Graf nacrtajte samostalno.

. (fog)x) = %a (go f)(x) = %
10.

Jednakost vrijedi.
Asocijativnost je svojstvo poznato iz mnozenja realnih brojeva:
(a-b)-c=a-(b-c).

Tako treba provjeriti da vrijedi

(fogloh) = (folgoh)@
(o)) = Flgoh))
Flo() = f(o2)
() = Ix)

2 2
S+ = S+l



12. (a) Funkcije sastavnice su polinom g(x) = —z? + 1 i funkcija drugog korijena
f(z) = y/x. Domena je D = [—1,1]. Graf je gornja polukruznica sa centrom u
ishodistu radijusa 1 s tockama (—1,0) i (1,0).

(b) Funkcija je slozena od g(z) = 2z i f(x) = sinz. Domena je R, a graf je
sinusoida amplitude 1, perioda 7 i nultockama u {j:%”, keZ}.

(c¢) Radi se o slaganju racionalne funkcije g(z) = % i ciklometrijske funkcije

f(z) = arcsinz. Domena je rjesenje sustava nejednadzbi

1+z
r—3

~1< <1

uz obavezno iskljuc¢enje: x # 3. RjeSavanje lijeve nejednadzbe

1< 1+z
—rx—3

1
0<14-—7
r—3
0<x—3—|—1—|—a:

- r—3
2 — 2

0<

— -3

daje ogranicenje x € (—o0, 1] U (3, +00). Analogno, desna nejednadzba

1+
—1<0

r—3 -
4 <0
r—3

daje x € (—0,3). Zajedno, domena je (—oo, 1]. O grafu se zna da je jedina

nultocka (—1,0). Tocka (1, —7%) rubna je tocka grafa s desna. Iz

lim, o (f 0 g)(z) = arcsin1 = 7. Ispitivanja se mogu opisati krivuljom koja
zdesna pocinje u (1, —g), 0s ¥ sijeCe u arcsin% = —0.34, os x u tocki —1 i
priljubljuje se pravcu y = 7 za x — —oo.

(d) Funkcija se moze promatrati kao kompozicija polinoma g(z) = 2% +z + 2 i
racionalne funkcije g(z) = % Domena je R. Za x — Fo0 vrijednosti kompozicije

teze k nuli. Svodenjem nazivnika na potpun kvadrat
(f o g)(x) !

(@) T = —/m7m——

J (z+3)2+12

dobiva se informacija da su vrijednosti kompozicije pozitivni brojevi i da se
najveca vrijednost dobiva za x = —% u iznosu ‘—;. Graf je zvonolika krivulja iznad
osi x, s maksimumom u (—%, ;Z), koja os y sijece u tocki s ordinatom % Graf je
bez siljaka.
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(e) Slaganjem racionalne g(z) = ﬁ i eksponencijalne f(z) = e” funkcije dobiva se
funkcija definirana na cijelom R osim x = 1. Ispitivanjem jednostranih limesa
dobiva se lim,_,1+(f o g)(z) = 01 lim,_,;- (f o g)(x) = +00 dobiva se prekid
druge vrste jer je limes s jedne strane konacan dok s druge strane nije.
Ispitivanjem se dobiva da je lim, ,+.(f o ¢)(z) = 1 §to znaci da se krivulja grafa
s desne i s lijeve strane priljubljuje pravcu y = 1. Os y graf sijece u tocki (0, e).
Krivulja grafa crta se slijeva i po¢inje uz pravac y = 1 pa se kroz tocku (0, e)
penje prema vertikali 2 = 1 uz koju se priljubljuje. Desna strana pocinje u (1,0)
i kao parabola se priljubljuje pravcu y = 1.

(f) Funkcija je nastala slaganjem racionalne funkcije g(z) = 25t i prirodnog

T 3x2—a+1
logaritma f(x) = Inz. Domena je rjesenje nejednadzbe

2r +1 9
— >0 - (32" — 1) >0
32 —x+1 | (B2 —z+1)
- 1
x —_
2
Nultocka se trazi jednadzbom
2r +1 9
— =1 (32" - 1
32 —x+1 | (82" —z+1)
322 =32 =0
3x(z—1)=0
Ty = 07 T = 1
koja daje dvije nultocke. Ispitivanje
2 1
lim In -~ In0 = —oo

el 32 —x 41 -
daje zakljucak da graf funkcije pocinje uz vertikalu z = —%, raste preko
ishodista, dostize maksimum izmedu 0 i 1 u nepoznatoj tocki, spusta se kroz
(1,0) ispod osi z i bududi je lim, o In 2317 = In 0 = —oo odlazi u —oo kao
obrnuta kvadratna parabola.

13. Dekompozicija:

(a) y = (fog)(x), gdje je g(x) = 22? — 3 polinom, a f(z) =Inz.

(b) y = (f o goh)(x), gdje je h(z) = 2z — 1 linearna funkcija, g(z) = /Z = 22 opca
potencija i f(z) = Inzx.

(¢) f(z) = (fio fao fso fs)(z), gdje su fi(z) =sinx, fo(x) =Inzx, f3(x) = arccosz i
falx) =22+ 2

14. Inverz:
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5 Limesi
Primjer 5.1. Ispitajte dijeljenje nulom.

Konstruira se niz varijabli
1,0.1,0.01,...107"...

koje uvrstavanjem u formulu f(z) = i generiraju niz

1,10,100,...10". ..

Prirodno je reé¢i da niz varijabli tezi k nuli, dok niz vrijednosti funkcije tezi u beskonacnost.
Zapis rezultata analize:

Pedantnosti radi, ispravno bi analizu trebalo napisati kao

o1
lim — = 400,
z—0t &

radi razlike u odnosu na niz varijabli
—-1,-0.1...

koji takoder tezi k nuli, no niz vrijednost funkcija

—1,—-10,-100. ..
tezi u minus beskonac¢nost 1
lim — = —o0.
r—0— T
Zadatak 5.1. Ispitajte
lim In z.
x—0

Rjesenje. Konstruirati niz {0.1,0.01,...} i biljeziti vrijednosti funkcije {In0.1,1n0.01,...}.
Zakljucak, lim,_,oIlnz = —o0.

5.1 Broje

Zadatak 5.2. Netko dobije milijun kuna i uloZi ih u banku na godinu dana uz 12%
godisnjih kamata. Kojom svotom raspolaze nakon godine dana?

Rjesenge.
Cy = 1,000.000kn glavnica
p = 12% godisnji postotak

C7 =7 svota nakon godine dana
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01 = O(] + Co p = C() : (1 +p), C() = 1, 120.000kn

Zadatak 5.3. Netko je dobio milijun kuna, ali ih je uloZio na godinu dana u banku uz
dogovor, da mu se mjesecno £ = 1% kamata pripisuje glavnici. Kojom ce svotom
raspolagati na kraju godine?

Rjesenje. Neka je
Co = 1,000.000kn - pocetna svota
p = 12% - godisnja kamatna stopa

Krajem prvog mjeseca svota na racunu biti ¢e

01:CO+%COZCO(1+%)

Krajem drugog mjeseca bit ¢e

— P oo —c. Py_ oo Py, Py _ P2
02_01+12 C,=0Ch (1+12) Co (1+12) (1+12) CO(1+12).

Induktivno, krajem tre¢eg mjeseca bit ¢e

Cg - Co . (1—|—%)3,

a krajem godine, nakon 12 ukamacivanja

P \12
=Cy- (14 —=)12
Ca Co(+12)

Uvrstavanjem podataka

0.12
Cio = 1,000.000 - (1 + EW = 1,126.825, 03kn.

Uocite da je povec¢anje u odnosu na prosli zadatak iznosom od 6.825, 03kn vrlo solidna
svota.

Zadatak 5.4. Kolika ce biti svota od milijun kuna na kraju godine, ako 55 ukamacujemo
svaki dan, uz p = 12% godisnjeqg kamatnjaka?

Rjesenje. Analognim razmatranjem dobiva se formula

P 360
— (1 2
Cs0 = Co - (1 + 360) )

gdje je Cy = 1,000.000kn, p = 12%. Konacna svota je czgo = 1,127.474,31kn. Uocite da
povecanje i nije drasticno u odnosu na prethodni zadatak.

Promatranjem tri prethodna zadatka nasluc¢uje se postojanje granic¢ne vrijednosti za
ukamacivanja koja bi se vrsila svakog trenutka.
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Zadatak 5.5. Neka je f: N — R niz zadan formulom
fln) = (14 )
= -

Odredite f(1), £(10), f(100), £(1000), f(10000), £(1000000), f(10®) zaokruzeno na 5
decimala.

Rjesenje. f(1) =2, f(10) = 2.593742, £(100) = 2.704813, £(1000) = 2.716923,
£(10000) = 2.718145, £(1000000) = 2.718280, f(108) = 2.718281.

Baza prirodne eksponencijalne progresije e je realni broj ¢ija vrijednost zaokruzena

na 5 decimala glasi
e = 2.71828.

Zapis tvrdnje da se vrijednost broja e moze po volji to¢no dobiti racunanjem formule

odabirom dovoljno velikih brojeva n je izraz

1
lim (14 —)" =
im ( +n) e,

n—o0

gdje se oznaka lim,,_,, ¢ita kao grani¢na vrijednost izraza u koji se umjesto n uvrstavaju
(beskonac¢no) veliki brojevi. Dobro je zapisati i drugi, izvedeni limes

)Z> =eP.

Ukamacuje li se svota svaki trenutak, to ¢e svota nakon godine dana neprekidnog ili
kontinuiranog ukamadivanja godisnjim kamatnjakom p biti:

D3| =

n—oo n—oo

lim(1+£)" = (lim(1+
n

lim CO-(1+§):CO.eP.

n—00

5.2 Limes niza

Niz realnih brojeva je takvo nabrajanje brojeva kod kojeg postoji algoritam za
dobivanje ¢lana u nizu ovisno o rednom broju na kojem se taj ¢lan nalazi. Niz realnih
brojeva je funkcija

a:N—R

u oznaci
a(n) = a.
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Limes niza a,, ako postoji, je broj a koji ima svojstvo
VYe>0 dnge N n>ny=la, —a| <e.
Oznaka:

lim a, = a.
n—ro0

Niz koji ima limes naziva se konvergentnim. Limes nazivamo granicnom vrijednosti
niza.

Divergentni nizovi imaju beskonacan limes Sto obiljezavamo s

Jim o) = o

ili se limes ne moze odrediti kao primjerice

lim sinn.
n—oo

Svojstva limesa vrlo su prirodna:
1. limy, oo (an + by) = limy, o0 ay + limy, o0 by,
2. lim, o0 (k - ay) = k - lim,, o ay,
3. limy, oo (@p - by) = limy, o0 @y - limy, o0 by,
4. 1imy, o g2 = [laosin

Neki osnovni limesi:
L limy o = =0

2. lim, o a" =0, J|a|<1

w

- limy, o Ja]™ = 00

4. lim, oo Va=1, a>0

ot
=
3
1
3
B
- 3
(@)

-3
g
3
1
8
—
+
|—=
=
I
[

Neodredeni oblici:

0 o0 ~
-, —, o00—o00, 1%
0 00

Zadaci.
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1. Odredite limes niza ¢iji je opéi clan

n+1
a, = )
2n

2. Izracunajte limes niza zadanog op¢im clanom

32 +n—2
In2 +2n4+7

)%,

an = (

3. Izracunajte
I v2n3 —1
im ——.
n—oo \/2n? — 1

4. Odredite
lim Vv3n.
n—oo
5. Odredite
2n+1
lim 83n—2,
n—oo
6. Odredite 5
om—2
e
7. Rijesite
. 2n+3,,
lim ).
n—00 on
8. Odredite

lim (Vn2 +5n+1—vn2 —n).

n—oo

9. Izracunajte
. n+sinn
lim ——

n—oo 2n +sinn

10. Odredite

o 34+ 4n 4+ 5"
lim —M—
Rjesenge.
1.
.. n+1l n 1+ 1
lim — = lim S
jer je
o1
lim — =0
n—oo 1
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) 3n?+n—2 3 3n+n—2 n23
lim (————=)° = (lim :—)
n—oo 4n2—|—2n—|—7 n—00 4n2—|—2n+7 n2
_ 3+%_%>3
3.5 27
-G =6
3.
| /on3 —1 n 1 32_7%3 2
1m —: — = lim = —
n—s0o /22 -1 n n—00 2_% \/§
4.
lim V3 - Yn=1
n—0o0
5.
6.
—2
1 . 1 . n 9
lim(1-—-)"=lim(1+—)"=| lim (1+ —)=2 =e
7.
0
Al g) =e
8.

Vn2+5n+1++vn2—n

lim (Vn2 +5n+1—vn2 —n)

n—o0 V2 +on+1+vn2—n
) 6n+1 n
= lim D=
n=s0 /N2 +5n+1++vn2—n n
6
= — :3
2
9. Koristiti ,
lim =" =0
n—oo n

radi ogranicenosti funkcije sin x i dijeliti brojnik i nazivnik s n:

. n4+sinn n o 14smng
lim ———— : — = lim D =
n—oo 2N +Sinn N = n—oo 2 4 Sl% 2

10. Dijeliti najvecom potencijom:

o 3" +4" 4+ 5" 6" .
lim : = lim

n—00 2n 1 gn ’ 6_" n—00 (
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5.3 Limes funkcije

Primjer 5.2. Odredite domenu funkcije f(z) = % Konstruirajte niz varijabli x,, sa
svojstvom
lim z, = 0.
Tr—r00
Pretpostavite
lim f(x,).
n—o0

Rjesenje. Racunati vrijednosti sinusa za kutove u radijanima:

z, || 01 | 001 | 0001 | 0.0001
snin [10,998334 | 0,9999833 | 0,9999998 | 0,9999999
Pretpostavka:
. sinx
lim =1.
z—=0t X
Zbog parnosti funkcije
_sin(—z) —sinz
flee)=—— = —— = (@)
slijedi _
lim 220 =1,
z—=0- X
Konacno, moze se pisati
. sinz
lim =1
zr—0 X

Limes funkcije f(z) kada x tezi broju ¢ je A u zapisu

lim=A

Tr—C

ako

Ve>0 39>0 |z—c/<d=|f(x)—Al<e
Beskonacan limes funkcije:

Primjer 5.3. Funkcija

ima limese

lim, ,p- = —00

lim, o+ = 400

Funkcija f(z) ima limes u tocki ¢ ako je

lim f(x)= lim f(z).

T—c z—ct
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Svojstva limesa funkcije:
2. lim, . [f1(2) - fo(2)] = limg . fr(2) - lim, . fo(2)

. fi(x)) _ limz—c fi(z)
3. hmxﬁc[f;(w)] = f;(m)'
Neodredeni oblici:
0 oo o
- —, 00—00,1
0 00
Odredeni oblici:
A A 00
— =00, — —0, ——=o0
0 00 0
Zadatak 5.6. Odredite eksperimentalno
In(1
i 2+ 2)
x—0 x

Rjesenje. Promatranjem nizova varijabli i pripadnih vrijednosti funkcije

_ In(1+42)
fla) = —=——"
z, || 01 | 001 | 0.001 | 0.0001
f(zn) | 0,953101 | 0,995033 | 0,999500 | 0,999950
odnosno
z, || -01 | -0.01 | -0.001 | -0.0001

F(@,) | 1,053605 | 1,005034 | 1,000500 | 1,000050

opravdano je pretpostaviti da je

In(1
hn%ﬂ—if2 =1
r—r X
jer je
In(1 In(1
i 23t W4z
z—0+ x z—0~ X

Zadatak 5.7. Odredite konvergentnim nizovima

et —1
lim .
—0 x

Rjesenje. Ispitivanja nizova varijabli i vrijednosti funkcija

e —1

X

flx) =
daju primjerice
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Tn, ‘ 0.1 0.01 0.001 0.0001
f(zn) ‘1,051709 1,005017 | 1,000500 | 1,000050

odnosno

T, || -0.1 -0.01 -0.001 | -0.0001
f(zn) || 0,951626 | 0,995017 | 0,999500 | 0,999950

iz Ccega se zakljucuje da funkcija ima limes i da vrijedi

et —1
lim =
x—0 X

1.

Zadatak 5.8. [zracunajte )
lm(1+ xz)=.
z—0
Rjesenje. Prije je pokazano da vrijedi

1
lim (1+ —)" = e ~ 2.71828.

n—o0 n

Transformacijom izraza dobiva se

1.1
li —)=
(1 + 1)
x
koji supstitucijom
N
x
prelazi u
. L
(L) =e
Zadatak 5.9. [zracunajte
r—1
lim a4
x—0 x

Rjesenje. U rjesavanju zadataka koriste se svojstva limesa funkcija i eksperimentalno
dobiveni limesi:

In In
zlna _ q zlna _ 1)]
lim S = lim (e ) na:/xln&:t/
2—0 T z—0 rlna
ot
= lim -Ina=1lna-1
t—0

Zadatak 5.10. Izracunajte limes funkcije

x2 44
im—-—-.
=3 x2 4+ 2x + 2
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Rjesenje. Analiza limesa funkcije pocinje uvrstavanjem vrijednosti kojoj tezi varijabla x:

. 9+4
lim ———.
z—=4 9+ 6+ 2
Ako je oblik funkcije unutar limesa odreden, analizi je kraj:
22 +4 13

xl—r>l}1x2+2:v+2—1_7‘

Zadatak 5.11. [zracunajte
lim < .
e—1+ 1 —x

Rjesenje. Uvrstavanjem x = 1 u formulu funkcije ¢iji limes treba odrediti, dobiva se
1
0
jerjel —xz < 0zax>11ilimes se moze odrediti.

x lim, 1+ x 1
= — = —00.
—0

U racunanju se obi¢no drugi korak preskace ako je iz konteksta jasno o ¢emu se radi.

Zadatak 5.12. Odredite

lim = —
=1t 1 —x  limg 1+ 1 —2

. V1+a?2-1
lim ——.
T—00 €T

Rjesenje. Uvrstavanjem sve veéih brojeva u brojnik i nazivnik dobivaju se i u brojniku i u
nazivniku sve veéi brojevi pa je oblik limesa neodreden
00
00
Dijeljenjem brojnika i nazivnika s x dobiva se
YR
lim —— =1
T—00 1

lim —\/_ — \/5.

T—a r— Qa

Zadatak 5.13. Odredite

Rjesenje. Uvrstavanjem se dobiva neodredeni oblik

(0. 9]

0

MnozZenjem brojnika i nazivnika izrazom +/x + y/a iracionalnost ¢e se prebaciti iz brojnika
u nazivnik:
Y Vr—+/a Jr++/a i r—a
im : = lim
va r—a  Vr+ya oo esa(z—a)(Vr+y/a)
1

NG
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Zadatak 5.14. Izracunajte

sin 2x
1m
r—0 x

Rjesenje. Koristeci limes dobiven eksperimentalno i supstituciju:

. sin2x 2 . sin2x
lim = = 2-lim
z—0 I 2 =0 2%
Jt =2x/
int
— 2%im 2 =9
t—0 t
Zadatak 5.15. Odredite )
. sinzx
lim
r—o00 I

Rjesenje. Zadani limes ima oblik

A
m )
gdje A poprima vrijednost

1< A<,

limes ima odredljivi oblik i jednak je nuli jer se ograni¢ene vrijednosti dijele sve veéim i
veé¢im vrijednostima.

Zadatak 5.16. Odredite )
sin bx

lim — .
z—0 sin 2z
Rjesenje. RjeSenje se sastoji u prosirivanju brojnika i nazivnika:

in5 5 sin 5z 5
o E = lmas g
2 2x
5 1 B 5
21 2
Zadatak 5.17. Odredite
. 1—cosz
lim 5
x—0 x

Rjesenje. U svakom boljem matematickom priru¢niku mozete pronaci identitet

.9 1 — cos2a
sin“o¢ = ———
2
Transformacijom formule pod limesom dobiva se
1— 2sin? 2
lim s lim 2
z—0 2 =0 2
_ op sin? 5
~ T (z)
2 sin £
= — - (lim 72)2
1 1
= Z.(1)%=2Z
2 (1) 2
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Zadatak 5.18. Rijesite .
L (S 3&0)1“.
z—0 X

Rjesenje. Analizira se baza i dobiva se

(hm(sm 3z ‘

x—0 31’

Zadatak 5.19. Odredite limes funkcije

3>)lim1‘>0 14+x — (3 . 1)1 — 3

z+1
1m
z—o0 20 + 1

)

Rjesenje. Analogno prethodnom zadatku dobiva se

; l’(l—f—%) lim x2 : 1+i o0
ez b)) = (i)
1
= —_ 0 :O
)

Zadatak 5.20. Za proizvoljnu realnu vrijednost konstante ¢ # 0, dokaZite da je

: C xr __ ¢
A=«
Rjesenge.

li (1+1)$ = 1 ((1+1)£)C

A T z
. 1o,
= (lim(1+3)°)

Tr—r00 E

= /supstituctja — =1
/
c

Supstitucija je korektna jer je

lim — = limt =00
rx—o0 C t—o00
Zadatak 5.21. Izracunajte
oo —1
lim )”.

Rjesenje. Dijeljenjem brojnika i nazivnika unutar zagrade s z dobiva se

1-1 (1— 1)
A = By
-1
= e— = 6_2
€



Zadatak 5.22. Odredite

—1
lim (L2 )=+2,

Rjesenje. Pocetna analiza daje neodredenost tipa
1.
Nizom algebarskih transformacijama navodimo na oblik iz jednog od prethodnih zadataka.

r+3—-4

lim (E5 " dyer gy = e
. —4 43\ 22
= Jlm ()"

— (6—4)limxﬁooi—i§ — (674)1 — 674

Zadatak 5.23. Izracunajte

lim (1 4+ sin x)i
z—0

Rjesenje. Rjesava se analogno prethodnom zadatku

. . 1  sinz . . 1 : sinx
lim (1 +sing)sms = = ( lim (14 sinx)swe )Mme-0 "
x—0 sin x—0
Zadatak 5.24. Odredite _
. tgr —sinx
lim ———.
x—0 x3
Rjesenge.
I % —sinx . sinx 1—cosxz
im<Z = lim .
70 x3 2—0 COS T a3
1 . sinz 2 sin? 32—”
= lim lim - lim —
z—00 COSL z—0 I z—0 4 (5)2
1.1 2 1
4 2

Jednostrani limesi racunaju se kad nacin konvergencije niza varijabli x,, daje razlicite
rezultate pa je potrebno posebno naznaciti nac¢in konvergencije. Jednostranim limesima
ispituje se ponasanje funkcija na rubovima domene.

Zadatak 5.25. Ispitajte limese

1. y .
11m ——
z——00 /2 + 1
2. .
lim



Rjesenje. U oba slucaja valja podijeliti brojnik i nazivnik i pritom imati na umu da za
negativne vrijednosti varijable z vrijedi

1. Nakon dijeljenja:

Zadatak 5.26. Ispitajte funkciju

1
flz) = 1
1+ ex
u tocky prekida odnosno ispitajte
1
lim
z—=0" 1 + ex
1
) 1
lim
=0T 1 4+ ez

Rjesenje. Postepena analiza daje

dok u drugom slucaju daje

1 o 1
14 eimors 14+et™ oo

Kaze se da funkcija
1

B 1+ es

f(x)
ima u nuli prekid prve vrste.

Zadatak 5.27. Ispitajte ponasanje funkcije u tocki x = 2. Odredite

a)
. T
lim
=2+ L — 2
b)
lim L
r—2- T —



Rjesenje.

a) Neposredna analiza daje

’ x 2
im = — =—00
2= L — —0 ’
gdje
2
—0
predstavlja niz
2 2 2
—0.1" —0.01" —0.001" "~
sve negativnijih brojeva.
b) Sli¢no je
) x 2
lim = — = +o00.

et T —2 40

5.4 Neprekidnost funkcije

Promjena varijable moze uzrokovati promjenu vrijednosti funkcije. Neka je

y = f(x)

formula koja racuna vrijednost funkcije y za vrijednost varijable x. Kaze se da je funkcija
f(z) neprekidna u tocki xy ako

Ve>0 36>0 |z—m0| <= |f(z) = flao)| < e.

Analogna je definicija pomocu limesa. Funkcija je neprekidna u tocki xg svoje domene ako
je

lim f(x) = lim f(x) = f(xo).

+ —
CE—)Z‘O Z‘—>.Z‘O

Elementarne funkcije, funkcije dobivene racunskim operacijama i komponiranjem
elementarnih funkcija neprekidne su u tockama za koje su definirane.

Primjer 5.4. Funkcija zadana formulama

f(z) = { —222, <3

3r, x>3
mma u tocki xg = 3 prekid prve vrste

li = lim 32 =9
o T = g s
dok je

lim f(r) = lim —22* = —18.

r—3~ Tz—3~

Iz ispitivanja se vidi da su limesi konacni, ali se razlikuju.
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Napomena 5.1. Uuvjet neprekidnosti po prvoj definiciji nije ispunjen jer € > 0, primjerice
€ = 2, za koji vrigedi:

Vo>0 dz |jr—3|<d=|f(x)+ 18 > 2.
za svaki & > 0 dovoljno je uzeti x > 0.

Primjer 5.5. Funkcija
sin

y:
T

neprekidna je na cijeloj domeni jer je dobivena kvocijentom elementarnih funkcija.

o-{ ¥ 278

je neprekidna u nuli jer je pokazano da je

Primjer 5.6. Funkcija

. sinx . sinx
lim = lim
z—0t X z—0—- X

Primjer 5.7. Funkcija

ima prekid u tocki x = 0 jer je eksperimentalno pokazano da je

et —1 et =1
lim = lim
z—0t T z—0~ xT

=1#3.
Isto tako, moguce je naci e > 0 tako da

Vo>0 dz |jz—0/<d=|f(z)—3]>e

1

Taj € moZe biti i 4

Primjer 5.8. Funkcija

fz) = |z
neprekidna je u svakoj tocki domene R. Funkcija |x| definirana je formulama
z, x>0
fo =t ={ 5 22

Buduéi je
lim —z=0= lim z =0 = f(0)

z—0~ z—0t

funkcija je neprekidna.
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Primjer 5.9. Funkcija

3—2x
€Tr) =
/(@) 1+
nije definirana za x = —1. Ispitivanja limesa
. 3—2zx ) 3—2x
lim = —00, lim = 400
z——1- 1+ z——1+ 1+ x
pokazuju da graf funkcije ima u tocki x = —1 prekid druge vrste.

Zadatak 5.28. Odredite parametar a tako da funkcija

10 ={ s a5 50

5t —:E2x +a >0
bude neprekidna na R.

Rjesenje. a =1.

5.5 Zadaci za samostalno rjesavanje
1. Zadan je niz brojeva
5 7 9 11
3 3 o B
Nastavite niz s barem tri nova clana. Odredite op¢i ¢lan niza i 1000. ¢lan niza.
Odredite limes niza.

3,

2. Nastavite niz
10 13

) €7 77

Odredite formulu za dobivanje opc¢eg ¢lana niza i grani¢nu vrijednost niza.

T
3

3. Odredite grani¢nu vrijednost niza

1 5 9 dn — 3
273 4777 n+1
4. Ispitajte konvergenciju niza
17 17 )
35
5. Odredite
o + 2
im .
z—4 2p —+ 3
6. Odredite
3r + 95

1m .
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Odredite

.22 =9
lim
z—3 2 — 3
8. Odredite
-2+
lim
a—=1 g3 4?2 —x —1
9. Odredite
V(4P —-1
lim
x—0 €T
supstitucijom 1 + x = 1°.
10. Odredite
. 1 —cosbx
lim ——.
x—0 ;1;‘2
Koristite se trigonometrijskim identitetima.
11. Odredite
. 23+ 222+ 3+ 4
lim .
a—oo0 423 + 322 + 22 + 1
12. Odredite
) 3zt — 2
lim ———.
z—oo /a8 4+ 3x 4 4
13. Odredite
lim (Va2 + 8z + 3 — Va2 + 4a + 3).
T—00
14. Odredite
I (ZL‘2 + dx + 4)1
im(———)*.
oo 12 — 3x + 7
15. Ispitajte limese s lijeva i s desna funkcije
1
(1) = ———
T+ 223
u tocki x = 3.
16. Odredite limese s lijeva i s desna funkcije
_1
f(x) = ezxz—a
za T = a.
Rjesenja.
1. %’ 1—75, %,..., an:—2”2+1, a1000 = %, hm:2
16 19 . 3n+4
2. 9 110 hmn_mo 2nil —3/2
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10.

11.

12.

13.

14.

dn—3 __ 4

limy, o0 el

: 1

Nakon uvrstavanja dobiva se % = 2.

Dijeljenjem brojnika i nazivnika s x i analize dobiva se 3/2.

Rastavom na proste faktore brojnika i nazivnika, skra¢ivanjem se ukida neodredenost:

(z—3)(z+3

) 1 z+3 __
o3 lim,_,3 = 2.

lim,_,3 —

Rastaviti brojnik i nazivnik izlu¢ivanjem z? iz prva dva pribrojnika i z — 1 nakon

toga. Skrac¢ivanjem se dobiva grani¢na vrijednost 0.

-D@E*+y+) 3
“D(y*+y3+y2+y+1) 5

3
. ceq. -1 -
Nakon supstitucije lim, .o o lim,_,y T

Koristiti identitet sin? %3” = % i ra¢unati
2sin? 52

in 5%
2 — thx_}O(Smgﬁz 2=2. (%)2 - %

11rnz—>0 22

Ovdje je neodredenost tipa =2 koja se uklanja dijeljenjem brojnika i nazivnika
najve¢om potencijom x*:
L N

Dijeljenje brojnika i nazivnika s z* povlace

3— 2% 3
hm - r  — _
T—00 1

1+3+ %
U ovom zadatku neodredenost oblika oo — co uklanja se mnozenjem i dijeljenjem
izraza izrazom (V2 + 8z + 3 + Va2 + 4x + 3) nakon ¢ega se dobiva

4
lim v
v—=00 /22 + 8x + 3+ Va2 + 4 + 3

i dijeljenjem brojnika i nazivnika s z, limes je jednak 2.
Dijeljenjem brojnika i nazivnika unutar zagrade

932—3:v+7+ 8r—3 N 8r —3
22 —3x+7 12—-3x+7 22 -3z +7

i transformacijom u granicama dopustivog

833' — 3 @?_3a47 . @(82-3)
Hm (14 ——— ) Fems | a2=aetr
300 2 — 3z + 7
prelazi u
. 822 —3u
ehmm—mo 22 _3x4+7 — 68.
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15. Kada z — 37, tada -5 — —o0 i 253 5 () pa je lim, 3~ f(z) = 3. S druge strane,
x — 31, onda 13 — +00, 253 — 00 pa je lim, 3+ f(x) = 0.

r—

16. Analogno, lim, ,,- f(x) =01 lim, .+ f(z) = +o0.
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6 Derivacija funkcije

Neka je funkcija f definirana u okolini tocke z( i neka je = tocka iz te okoline. Ako kvocijent

f(@) — f(xo)

r — Xy

ima grani¢nu vrijednost kad x — xg, onda tu grani¢nu vrijednost nazivamo derivacijom
funkcije f u tocki xy i oznacavamo s f'(xo).
Dakle, vrijedi
x)— flx
T—T0 T — X

Uz oznake Az = o — 291 Ay = f(x) — f(xo) prethodnu derivaciju mozemo zapisati kao

f(xg) = lim 2y

Az—0 AI"
pri cemu je Ax prirast varijable z, a Ay prirast funkcije f.
Ako funckija f ima derivaciju u svakoj tocki zq € (a,b), onda kazemo da je ona derivabilna
na (a,b). Funkciju definiranu na (a, b) nazivamo derivacijom funkcije f na intervalu (a,b) i

vrijedi
/ T Yy . f(a:—i—Aa:)—f(x)
Fla)= Alggo Az AI:}:IEO Az

za svaki x € (a,b).

Zadatak 6.1. Izracunajte omjer

za funkciju

Rjesenge.

Ax Ax

jer je Ax zanemarivo malo prema 2.
Zadatak 6.2. Odredite formule prvih derivacija funkcija

1. y=12
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2. y==x
3 y= %
4oy=v
5.y =sinx
6. y = cosw
Rjesenja.
1. Funkcija je konstanta pa vrijedi

yz)=ylz+Az) =12 = Ay=ylr+Az)—y(xr)=12-12=0
, Ay

y:Ax

=0

0
Az
bez obzira na Ax.

2. Sli¢no kao u prethodnom

=1.
y Az Az
3.
1
y(z) = -
1
ylr + Az) = T An
Ay = 1 1 z—(z+Ax)
r+Axr oz z(x + Ax)
B —Ax
 z(z+ Ax)’
—Ax
ro_ (z+Ax) _i
y Ax x?’

jer je Ar << .
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4. U ovom slucaju racionalizirat ¢e se brojnik

y(z) = Va
ylx+ Az) = Va+ Az
Ay = yloz+Az)—y(z) =V + Az -z
Ay VeTAr- i Vit it e

vy = Ax Az Vr+ Az +/x
r+ Az —zx Az

Ax(vVr + Az + /1) B Ax(vVr+ Ax + /1)
1

2\/x
jer je Ax << x pa je vV + Ax = /x.

5. Adicijske formule i provjereni limes

sinx

lim =1
Az—0 X
koriste se u deriviranju funkcije sinusa
y(x) = sinx
y(x +Azx) = sin(zx + Az) = sinx cos(Ax) + sin(Azx) cos x
Ay = sinzcos(Ax) + sin(Az)cosx — sinz
= sin(Az)cosz,
zbog cos Ax — 1 za Az — 0. Nadalje je
, Ay sin(Az) cos sin(Ax)
= —=- =— - COS T
Y Az Az Az

y = —cosw

6. Potpuno analogno prethodnom zadatku, koristenjem istog limesa i adicijske formule
cos(x + Ax) = cos x cos(Az) — sin x sin(Ax) dobiva se

y = —sinzx.

Zadatak 6.3. Odredite derivaciju eksponencijalne funkcije

fx) =e’

preko limesa koristeci limes dobiven eksperimentalno

et —1
lim =
x—0 x

1.
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Rjesenje.

z+Azx T z Az x
T\ . € —¢€ RT ere e
(e*) = lim —— = lim
Az—0 Az Az—0 Az
' gCeAx -1
= lim e
Az—0 Az
. eAa: -1
= ¢" lim
Az—0  Ax

prng ew

Zadatak 6.4. Odredite derivaciju funkcije prirodnog logaritma
f(z)=Inzx
koristeci algebru i eksperimentalno dobiven limes

In(1+1¢)

lim =1.
t—0 t
Rjesenge.
In(x + Az) —Inx
/ _ .
() = Alirilo Az
T aro Az Arso Az g
1 . In(1+ &2)
= — lim A—m
T 2z TI
1
o

6.1 Tehnika deriviranja

Deriviranje se moze shvatiti kao operator na skupu svih funkcija u smislu da svakoj
funkciji f jedne realne varijable operator deriviranja pridruzi to¢no jednu funkciju f’
koja se naziva derivacijom pocetne funkcije.

Deriviranje ima dva svojstva koja se isticu:

e Linearnost

(af +Bg) = af' + By’

e Newton-Leibnitzovo svojstvo
(fo)=f-9+f-¢

Bududi se svaka funkcija dobiva zbrajanjem, oduzimanjem, mnozenjem, dijeljenjem ili
komponiranjem elementarnih funkcija, potrebno je poznavati derivacije elementarnih
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funkcija kao postupke u slucaju da se funkcije zbrajaju, oduzimaju, mnoze, dijele ili se radi
o kompoziciji funkcija.
Do sada su pokazane derivacije eksponencijalne funkcije

f(x)=¢" = f'(z)=¢€",
koja je jedina jednaka svojoj derivaciji, zatim prirodne logaritamske funkcije

y=lnz = o =-—,
x

trigonometrijske funkcije sinusa
(sinz)" = cosx

i nesto drugacije derivacije kosinusa

(cosx) = —sinw.

6.1.1 Deriviranje opce potencije

Opca potencija je funkcija oblika
flz) ="
gdje je n fiksan realni broj. Deriviranje je lako pokazati u slucaju da je n prirodni
broj.

Zadatak 6.5. Odredite derivaciju potencije
flz) ="

koristeci se formulom za potenciranje binoma navedenom u algebarskom dodatku.

Rjesenge.
o (o Ax)t —a”
(") = Alalr,glo Ax
o 2"+ nz" T Ax + —n(";l)a:"_Q(Aw)Q + .. 4 (Az)" — 2™
— A Az
oy Hna Ax 4+ Mg (Ar)? 4L 4 (A"
— Ao Az
-1
= lim (na" '+ Mx”_QAx + .o (Ax)"Th
Az—0 2
= na" L

Veliki broj funkcija moze se svesti na oblik opée potencije
flz) =2

gdje je a negativan broj, razlomak, a moze biti i nula. Derivacija op¢e potencije tako
postaje Siroko primjenjiva. Vazno je upamtiti da vrijedi
y=12" = ¢y =a -z "
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Zadaci.

1. Derivirajte op¢e potencije:

Rjesenja

1. (a) ¢ =423
(b) ' = 102°
(c) ¥ =—3a~"
(d) y' =—6a7"
() ¥ =325
(f) v = Lot
() ¥ = —3a77
(h) o =—3273
(i) v = 2.5z

6.1.2 Deriviranje funkcije pomnozene konstantom

Uz uvjet da je poznata derivacija funkcije f(z) moguce je derivirati funkciju
y=c-flx), Y =c fla)

Dokaz je vrlo ocit

@) = tim CIEH D) mef@) ) - (@)

dz—0 dx dz—0 dx

Derivacija logaritamske funkcije proizvoljne baze zahvaljujuéi identiteti

o _lnx
SOy
jednaka je
1 1 1
— / g —
flw) =logyz f{ )_lnb r xlnb

Zadatak 6.6.

Derivirajte sljedece funkcije

a) y=322 b) y=6yr ) y=2
d) y=0e e y=%5% f) y

Rjesenge. a)y =6x,b)y =

= e [').



6.1.3 Derivacija zbroja i razlike

Uz uvjet poznavanja derivacija funkcija f(x) i g(z) moguce je derivirati
)

y = f(@)+g(x)
y = fl(z)+d(z)

Dokaz je jednostavan i nalazi se u [1].
Zadaci.

Derivirajte sljedece funkcije:

1.
y = 32° + 42 — bz — 2
2. 3 9
x
y=2Vr ——+ -
2
3.
1 2 3
Ve TR T e
4.
R S
Yo e T os e
5.
Y = SINT — COST
6.
y =z
Rjesenja.
1,y/:9x2+8x—5.2.y'Z%_%—%-?’-y/:—%—%—%-‘l'

y = —x—g—ﬁ—#ﬁ. 5.y =cosz+sinz. 6. y =3/

6.1.4 Derivacija umnoska funkcija
Ako su poznate derivacije funkcija f(z) i g(x), onda je moguce derivirati njihov umnozak
(f(z) - g(x)) = f(x) g(x) + f(z) - ' (2).
Primjer 6.1. Derwirajte funkciju
Y= x3arctg:1:.
Rjesenge.
1
1422

y' = 3a’arctgr + 23 -
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Zadatak 6.7. Deriwirajte sljedece umnoske

1. y=xlnx

2. y=ax%"
Rjesenge.
1.y =Inx+1

2.y = 2we® + x%e”

6.1.5 Derivacija kvocijenta funkcija

Ukoliko je moguce derivirati funkciju f(z) koja se nalazi u brojniku i g(x) u nazivniku,

tada je moguce derivirati kvocijent tih dviju funkcija

_ [
YT )
J = f'(x)-g(x) — f(z)-g'(v)
(9(z))?

g g(x) A0 Ax
o 9 T A) — () - gla + Ax) — gla) - f(x) +gle) - ()
A0 Az - g(z) - g(z + Ax)
_ . flz + Ax) — f(x) gz + Az) —g(z)
= o A gt A A A Al e

= [f@)ge) — g (@) f@)

Primjer 6.2. Derwirajte funkciju
arcsin x

y:
T
Rjesenge.
1 .
T arcsinz - 1

/

y:

22
Primjer 6.3. Odredite derivaciju funkcije

sinx — cosx

Jw) = sinz + cosx
Rjesengje.
) (cosz +sinz)(sinz + cosz) — (sinz — cosx)(cosx — sinx) 2
xTr) = =
2

(sinz + cosx)

Zadaci. Odredite prve derivacije sljede¢ih funkcija:
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T+ 2
y= r—3
2.
_ T
y= Inx
3. z
Y= 22
4.
In’x
y =
T
5. )
SINT
y =
COSX
Rjesenja.
_ no— e’ (x—2 nz—In?zx
1. y/ = (ac——g)Q 2 y, = 111121,1. 3. y/ = % 4. y/ = % 5. y/ = c0s12:v'

6.2 Derivacija inverzne funkcije

Ako je
y = f(v)
formula koja opisuje funkcijsko pridruzivanje varijable x vrijednosti funkcije y, onda je
dy
/ !/
= — = €T
y=—=1)

formula koja opisuje kako se varijabli x pridruzuje vrijednost prve derivacije v'.

Inverz funkcije dobiva se izrazavanjem varijable x preko oznake za vrijednost funkcije y
koja postaje varijabla inverzne funkcije

f ) ==

Tada je
dx ! 1 1
v =—= () = = :
= V) = 5 T R
Formula derivacije inverzne funkcije u slucaju da je varijabla funkcije uobicajeno oznacena
s x glasi

-
f1(f= ()

Primjer 6.4. Derwirajte funkciju inverznu funkciji sinusa.

(f () =
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Rjesenje. Funkcija sinusa zapisuje se formulom

Yy = sinx.
Slijedi racun:
y = By = COST
Ax
r = arcsiny
, Ax (arcsiny 1 1 1
r = — = (arcsiny) = = =
Ay cosT /1 —sin’z /1 —y>

pa u slucaju da je funkcija zadana formulom
f(z) = arcsinz

njena derivacija glasi
1

V1—22

f'(z) = (arcsinz) =

Zadatak 6.8. [zvedite derivaciju funkcije
f(x) = arccos z.

Rjesenje. Funkcija je inverz funkcije

Y = COS .
Slijedi racun:
y = Ay __ sin
Ax
, Az 1
€T = —_— = — -
Ay sin
1 1 1
(arccosy) = — =— =

sin VI—costz 1—y2

koji daje rjesenje
1

i

f'(x) = (arccos ) = —

Zadatak 6.9. Derivirajte

y=Inzx.
Rjesenje. Racun daje
y=Inz
eV
x=eY
, L 1 1 1
y_x/_ey_elnx_x
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Zadatak 6.10. [zvedite derivaciju funkcije
Yy = arctgzx.

Rjesenje. Analogno prethodnom zadatku:

Yy = arctgx
r = tgy
1
P =
cos?y
1 1
y = costy =

tg?y + 1 23524—1'

6.3 Derivacija kompozicije funkcija

Kompozicije funkcija su formule u kojoj jedna funkcija za argument ima cijelu formulu
neke druge funkcije.

Ukoliko je poznata derivacija funkcije argumenta i funkcije kojoj je ona argument, moguce
je derivirati:

Kompoziciju
je mogucée dekomponirati kao

i pokazati da vrijedi

y= L =20 ) ) = o) g o)

Primjer 6.5. Derwirajte funkciju
y = (2% — 32 4 4)%.

Rjesenje. Moguce je kubirati zagradu pa onda derivirati kao produkt. Jednostavniji je
pristup kao funkciji slozenoj od formula

koje je moguce derivirati

Postupak derivacije slozene funkcije daje

y =3(z — 3 +4)* (2z - 3).
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Primjer 6.6. Odredite prvu derivaciju funkcije
y = Insinx.

Rjesenje. Deriviranje s lijeva na desno daje

1
= — - COs ¥ = ctgx.
sinx

/

Primjer 6.7. Odredite prou derivaciju funkcije

2

y=2".
Rjesenje.
y =27
dekompozicija : y =27 z = z?
dy dz
— =2°In2 — =2
dz " dz ‘
dy dydz
'===-~>— = 2°In2-2
4 dr dzdx " .
2t 1n?2
27" n 2

Zadatak 6.11. Odredite derivaciju opée eksponencijalne funkcije

Rjesenje. Opca eksponencijalna funkcija je kompozicija

koja se derivira postupno

Yy =e"™%. Inag =a"lna.

Zadatak 6.12. Odredite prvu derivaciju funkcije
1. y=+vx?+1
Yy =23 —1

.Yy = sin2x

z—2
3—2x

2
3
4. y = sin’x
5]
)

.y=1In
Rjesenja.
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I 32
29 = Zen
3.y =2cos2x

4. 3y = 2sinx cosx = sin 2z

5.9 = 2z —1)ev "

r_3-2z -1 —1

6.y =75 B22)2 — (@-2)(3-22)

6.4 Tangenta i normala na graf funkcije

Tangenta na graf funkcije y = f(x) je pravac koji se najbolje priljubljuje krivulji grafa

f=A{(z,y), v=/r=)}

Jednadzba tangente je jednadzba pravca koji prolazi diralistem (xq, o), ima koeficijent
smjera

k=tgp =y'(z0),

pri ¢emu je ¢ kut koji pravac zatvara s pozitivnim smjerom osi x. Jednadzba tangente
dana je s

y—yozk(x—xo).

Normala je pravac koji diraliStem prolazi okomito na tangentu. Jednadzba normale je

1
Y—Yo = —E(f - 950)-

Zadaci.

1. Nacrtajte grafove sljedec¢ih funkcija i napisite jednadzbe tangenata na grafove u
tockama koje su zadane sljede¢im podacima:

(a) graf y =2z — 2% u tocki v =

(b) krivulja y = 12 u tocki z = 4
(¢) funkcija y =/ u tocki y =3

2. Odredite jedndzbu tangente i normale

(a) na krivulju y = v/ — 1 u tocki (1,0)

(b) na krivulju y = arcsin g”T_l u sjecistu s osi x

2

(c) na krivulju y = e'~®" u sjecistima s pravcem y = 1
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3. Zadana je funkcija
T+ V1 — a2
y=In———.
x
Koliko je 4/(1)? Napisite jednadzbu tangente i jednadzbu normale na graf zadane
funkcije.

4. Zadana je funkcija
f(x)=In(24+e "+ Ve* + e +4).

Odredite tocku u kojoj graf funkcije y = f(x) sijece os y i koeficijent smjera tangente
na graf u toj tocki.

5. Odredite koordinate tocke u kojoj os x sijece tangentu povucenu na graf funkcije
y = 2% u tocki s ordinatom y = 4.

Rjesenja.
1.a)4e —4y+1=0,b)y = —32+6, c)y = gz + 3.

2. Tangenta i normala: a)r =1,y =0; b)z —2y —1=0,2x+y — 2 = 0;
c)2r+y—3=0,z—2y+1=0z (1,1);2x —y+3=0,2+2y—1=0za (—1,1).

3. Izy = x+\/11_x2 . gc_\/ll__x; ocito je y/(1) — oo sto daje za tangentu vertikalu z = 1, a za
normalu y = 0.

4. yo = f(0) = In(3 + V6, y'(0) = — 577

5. Uvjete da im je ordinata y = 4 imaju dva diralista (2,4) i (—2,4) pa postoje dvije
tangente y = 4r — 41y = —4r — 4 koje sijekuosruxr; =11z = —1.

6.5 Derivacija implicitno zadane funkcije

Formula u kojoj su dvije varijable, izjedna¢ena s nulom predstavlja u ravnini R? krivulju u
smislu da jednadzba F'(z,y) = 0 provjerava pripada li tocka T'(x,y) krivulji. Primjeri su
jednadzbe parabole, hiperbole, elipse i kruznice.
Uz odredene uvjete jednadzba

F(z,y)=0

implicitno definira y kao funkciju od x. Jedan od uvjeta je da vertikala sijece pripadnu
krivulju samo u jednoj tocki.

Primjer 6.8. Jednadzba jedinicne kruznice
Py =1

definira funkciju
y=+v1-—2?
na gornjoj polukruznici i funkciju

y=—Vv1-—2x?

na donjoj.
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Derivaciju 3" implicitno zadane funkcije nalazimo derivirajudéi
F(z,y)=0

po varijabli x smatrajuéi y funkcijom koja ovisi o x po nepoznatoj formuli. Geometrijska
interpretacija 3’ je koeficijent smjera tangente na krivulju

F(z,y) =0.
Primjer 6.9. Odredite iy implicitno zadane funkcije

x4+ y2 =1.
Derivacija lijeve i desne strane po varijabli x daje

20 +2y-y = 0
y = =

formulu za racunange koeficijenta smjera tangente na kruznicu
2 +y? = 1.

Koeficijent smjera y' — oo za y — 0 Sto je ocito jer su jednadzbe tangenata u tim tockama
r=11x=-1.

Primjer 6.10. Odredite y' ako je y zadana implicitno
z3 1y — 62y = 0.
Rjesenje. Deriviranjem lijeve i desne strane po x dobiva se

32 + 3%y —6(y +2y) = 0
327 — 6y = 3y'(2z —y?)|:3(2r — v?)

/ x? — 2y
y =

2x — y?
Zadatak 6.13. Odredite prou derivaciju funkcije y(x) zadane implicitno
Inz+e = =0.

Rjesengje. Deriviranjem po = dobiva se trazena ovisnost 3’ o koordinatama (z,y)

/
v yr—
x x
v = cHya -yt
zer +y = xyf
y/ — @%+g
x



Zadatak 6.14. Odredite 3y ako je zadano

tgy = xy.

Rjesenje. Deriviranje lijeve i desne strane daje

1 / /
—y = y+ay
cos?y
,  ycos’y
¥ = 1 tcos? Y

Zadatak 6.15. Odredite prou derivaciju funkcije y zadane implicitno
¥ =y".

Rjesenje. Logaritmiranjem lijeve i desne strane formulu treba pripremiti, a onda
derivirati.

¥ = y* |In

ylnz = zlny |
/

y’lnx—i—g = lny—i—a:y—
T )
;o rhny—y y
y = _— . =

ylnxr —x =«

Zadaci.

1. Odredite 3 ako je y zadana formulom

3_* Y
x—i—y.

2. Funkcija y zadana je implicitno formulom
e =x+y.
Odredite 3.
Rjesenja.
1.y = W%

2.y =

evy—1-
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Primjer 6.11. [zracunagte vrijednost y' u tocki (—1,0) krivulje

cw"ctgg —Iny/22+4y2=0
x

zadane implicitno.

Rjesenje. Formulu kojom je zadana krivulja treba derivirati po varijabli x

1 yr—y 1
: — 2z + 2yy") = 0.
R VPN E A
Zatim se uvrStavanjem vrijednosti koordinata tocke x = —1, y = 0 dobiva jednadzba u
kojoj je jedina nepoznanica y’
1 —y -0 11

—_— ——=(=240)=0

F0 1 12020
iz koje izlazi

/
y'(—1,0) = 1.

Zadatak 6.16. Odredite y'(1,1) funkcije

x¥ =y”.

Rjesenje. Implicitna formula treba se logaritmiranjem svesti u oblik pogodan za
deriviranje:

InzY = Iny”
ylnz = xlny |
/ 1 1 /
ylnr+y— = lny+z—y
z Y
y =1
Zadaci.
[zracunajte vrijednosti derivacije implicitno zadanih funkcija.
1. Funkcije
2,2
iy AN
9 4
u tocki s ordinatom y = 2.
2. Funkcije
P ray+yt=7
u tocki s apscisom x = —2.
3. Funkcije

xy —tgy =0
u tocki (0, ).
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Rjesenje.
L y(2,3)=-3iy(2,-3) =3
2. y(-2,3)=3iy(-2,-1)=-2
3. ¥(0,m) = .

Zadatak 6.17. Odredite vrijednost prve derivacije y' funkcije
e“siny —e Ycosz =0
u tocki s ordinatom y = 0.

Rjesenje. Apscisa tocke moze biti bilo koji = (2 + 1)7 i nije jednoznacna pa postoji
beskonacno mnogo rjesenja ovog zadatka. Derivacija po = daje

e“siny + e cosy -y +y'e Vcosr+ e Ysinz = 0.
Uvrstavanjem se dobiva za proizvoljni k € Z

g/((2/€ + 1)E) _ (—1)k+16(2k+1)g.
s

6.6 Diferencijal funkcije

Za razliku od derivacije koja daje koeficijent smjera tangente, diferencijal je linearna
aproksimacija prirasta funkcije u okolini neke tocke.

Diferencijal funkcije f u tocki x je izraz
dy = df (z) = f'(z)Aw,
pri ¢emu je funkcija y = f(x) derivabilna u tocki z.
Primjer 6.12. Odredite diferencijal funkcije
Yy = arcsinx

za vrijednost argumenta x = 1/2. Odredite arcsin 0.45 pomocu prvog diferencijala.

Rjesenje.
y - ———
V1— 22
1
dy = Ax

Az = 045-0.5=—0.05
2 -1 1

V3 20 10V3

1
arcsin0.45 = arcsin1/2 4 darcsin1/2(—0.05) =

10v3

s
6
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Zadaci.
1. Odredite prve diferencijale sljede¢ih funkcija

(a) y = (32% — 1)*? u tocki z = —1

(b) y=2"—3"+4 /x utockiz =1
— 4

(¢c) y=In(cosi) —Lzaw =1

2. Odredite pomocu diferencijala odgovaraju¢ih funkcija

)
) In3
(c) €00
(d) arctg2
(e) sin69°
(f) tg40°
3. Ako je
1+ Inx
Y= —77—:
r—xlnw
provjerite da vrijedi
220%dy = (2*y* + 1)Ax.
Rjesenja.

1. Diferencijali:
(a) dy = —21Ax
(b) dy = (2In2+ $In3+ 3)Ax

(c
(d) arctg2 = arctg\/_+ \f)z) (2-V3) = T2 4f

(c) dy = %QAx
2. Priblizno racunanje:
(a) VIO = V100 + 5= -1 =10 + g5 = 10.05
(b) n3=Ine+1-3—-¢e)=1+2-1=2~11
) €05 =%+ 0.05 =1.05
) V3 _ dnt6 3V3 r 1830519 _

= 0.865+0.078 = 0.943

1355 =111
(e) sin69° = sin600+cos600~90'ﬁ =3yl m o LT3 0157
T=1-2 31z1—3—8—1—0174—0826

(5% =1

(f> tg40 = tg45 + cos2 45
3. provjera potvrduje jednakost
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6.7 Logaritamsko deriviranje

Logaritamsko deriviranje neophodno je kad se varijabla javlja u bazi i eksponentu, a moze
biti i zgodno jer algebarski pojednostavljuje izraze potenciranja i korjenovanja.

Primjer 6.13. Derivirajte
y=x".

Rjesenje. Logaritmiranjem lijeve i desne strane dobiva se
Iny=xlnx

koji deriviramo kao implicitno zadanu funkciju

1 1
—y =hr+z-—.
Y x

Moguce je iskoristiti pocetnu jednakost i dobiti ¢ eksplicitno
y =2"(Inz +1).
Zadatak 6.18. Odredite prvu derivaciju funkcije
y = (sinz)”.
Rjesenje. Potpuno isti postupak kao u prethodnom primjeru daje

Iny =xlnsinz

COS T

ST

Yy =lInsinz +x

< |~

y' = (sinz)*(Insinz + z - ctgr)

Zadatak 6.19. Derivirajte

y:xﬁ.

Rjesenje. Logaritmiranje i implicitno deriviranje daje
Iny =+vzlnx
1 1 1
Y = —— -Inz++x-—
x

y 2\/T
Inx 1
VI e R
v (2ﬁ+\/5>

Zadatak 6.20. Derivirajte funkciju
y=x
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Rjesenje.

Iny = 2lnz |In
Inlny = zlnz+Inlhz |
1 ! 1 1

Iny y Inx =z

, 1
y = yhy|lnz+1+
rlnx

= 2 . 2%(lnz)(Inz + 1+

)

rlnzx
« 1
= 27 . 2*(In’r +lnx+ )
x

Zadaci.
Logaritamski derivirajte sljedece funkcije:

1.

3. Odredite domenu funkcije

_$'3($—2)2(x+1)
a \/ R

Napisite jednadzbe tangente i normale na graf zadane funkcije u tocki T'(3,y). Koliku
povrsinu omeduju tangenta, normala i os 7

Ccos T

Rjesenja. 1. y' = (cosx)sn® <cosx Incosx — m) 2.y =(1+1)" (In(1+1)--L).
3. Jedino ogranicenje predstavlja nultocka nazivnika te je

D =R\ {1}.

Vrijednost funkcije u zadanoj tocki je

Logaritmiranje prije deriviranja:

1

lny = lnx+§(21n(x—2)—|—ln(x+1)—5ln(x—1))
1 1 2 1 1 1 5) 1
Y x 3 rx—2 3 z+1 3 x-1
2, _ 1 2.1 5
3V T 373712 6

;3

Y78
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tangenta: 3r — 8y + 3 = 0;

normala: 16x + 6y — 57 = 0;

sjeciste tangente s osi y: y; = %;

sjeciSte normale s osi y: y, = %;

povrsina trokuta:
p_ v _o7
2 32

6.8 Derivacija funkcije zadane parametarski
Postoje krivulje ¢ije tocke po koordinatama generira parametar ¢. Uz uvjet da na intervalu
x € |a, b] svaki vertikalni pravac sijece krivulju u samo jednoj tocki, moguce je govoriti o
funkcijskoj ovisnosti varijable y o varijabli x.
Poznata krivulja koju bi opisivala svjetiljka zalijepljena na rub kotaca bicikla polumjera a
dok se vozi po ravnoj cesti je cikloida. Koordinate cikloide generirane kutom ¢ za koji se
zakrenuo kotac¢ bicikla racunaju se po formulama
x = a(t —sint)

y = a(l — cost).
Tocka cikloide dobiva se uvrstavanjem parametra ¢ u formule koje daju njene koordinate.
Formula derivacije za varijablu ima parametar ¢ i glasi

dy & ¥
y/(t>___dt_

T dr A
gdje su g i & derivacije koordinatnih funkcija koje ovise o t.
Derivacija ¢’ na parametarski zadanoj cikloidi tako je

y'(t)

i definirana je za svaki ¢ osim u nultoc¢kama nazivnika.

B sint
1 —cost

Zadatak 6.21. Odredite tocke u kojima formula prve derivacije na cikloidi tma prekid.
Ispitajte

lim ¢'(¢) ¢ lim y/(¢

Ap v i L)

1 generalizirajte limese u tockama prekida.

Rjesenje. Limesi

sint sin
lim ¢/(t) = lim ——— = lim —t— =
ior Y (*) t—0+ 1 — cost 1o+ sin® 5t
(i
Ly
g —_— OO

0

1.0

lim ¢'(t) = —o0

t—0—
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ukazuju da cikloida u tockama prekida prve derivacije ima ”siljke”.

Zadaci. Odredite derivacije v’ koje predstavljaju koeficijente smjera tangenti
parametarski zadanih krivulja u sljede¢im zadacima.

1. Krivulja je zadana parametarski

. . .. d
Odredite derivaciju y' = .

2. Parametarski zadanoj funkciji
=/t
y=t
odredite derivaciju. RijeSite se parametra ¢ i napisite implicitnu i eksplicitnu
jednadzbu za funkciju y = y(z).
x=e"
y = e

parametarski zadana krivulja, odredite prvu derivaciju i izracunajte vrijednost
derivacije za tocku odredenu parametrom ¢ = 0.

3. Ako je

Rjesenja.

=2t

. s oody
L. Derivacija g2 = =5

2. Derivacija: y' = # Formula: 3% = 22, graf se sastoji od dva gornja dijela dviju
parabola sa ”siljkom” u iskodistu i osima duz osi x.

3. W= —2¢% vrijednost y'(0) = —2.

6.9 Derivacije viSeg reda

Derivacija funkcije ponovo je funkcija. Deriviranjem derivacije dobiva se funkcija koja se
naziva drugom derivacijom u oznaci y”.
Analogno se definira tre¢a derivacija u oznaci ¥, ¢etvrta u oznaci yV) i tako dalje ...

Zadaci.
1. Odredite ¢etvrtu derivaciju y/¥) polinoma

y = 32° — 20t + 423 + 22 — 62 + 1.

2. Izracunajte vrijednost y”(0) za funkciju



3. Odredite petu derivaciju funkcije
y = In2z.

Kako bi glasila formula 10. derivacije? A n-te?

12:1:
y—§$€

4. Pokazite da funkcija

zadovoljava diferencijalnu jednadzbu
y// _ 2y/+y — 6:1:

Rjesenja.
1. y"V) = 360z — 48.
2.y =2e" (202 4+ 1), y"(0) = 2

(n—1)!

3y = 2,y = By — 1y
Formalno, zapis druge derivacije je derivacija po x prve derivacije
oAy _d(@) _ A (dy\ _ Py
dx dx dr \ dx dx?’
d*y
dx?

gdje je
formalni zapis koji se ¢ita: ”Dvaput deriviran y po varijabli z.

Primjer 6.14. PokaZite da druga derivacija
d*y
dx?

kod funkcije koja je parametarski zadana glasi
"no__ yx - yx
==

Rjesenje. Primjena formalnog racuna daje
(%) a() 12
dr \ dx dq:. d
A
T
B i — g
T i3



Zadatak 6.22. Odredite y" na elipsi zadanoj parametarski

T = acost
y = bsint

Rjesenje. 1y = ———2u

6.10 Primjena derivacija u geometriji

Derivacija u geometriji ima znacajnu ulogu u proucavanju kvalitativnih osobina

krivulja i ploha. Ideja tangente u svojoj generalizaciji omogucava lokalnu organizaciju

zakrivljenih ploha u ravninske.

Zadaci.

1. Odredite domenu funkcije
z+1

r—1

y=1In
i napiSite jednadzbu tangente u tocki s apscisom x = 2.

2. Izracunajte povrsinu koju tangenta na krivulju

Yy = x - arcsin LJrarctg\/_—\/E
Vit

povucena u tocki s apscisom x = 3 zatvara s koordinatnim osima.

= /o b osind
Yy = 57 — 1 rsindx

i napisite jednadzbu tangente u tocki s apscisom x = 1.

3. Odredite domenu funkcije

4. Odredite jednadzbu tangente koja je na kruznicu x? + y? = 25 povucéena u tocki
3,y <0).

5. Izracunajte povrsinu koju s koordinatnim osima zatvara tangenta povucena na
hiperbolu 922 — 16y? = 144 u tocki (z < 0, 3).

6. U kojoj je tocki krivulje y? = 22% tangenta okomita na pravac 4z — 3y + 2 = 07?
7. Odredite jednadzbu tangente i normale na krivulju

yey — ea:+1

u tocki 7'(0, 1) zadane krivulje. Koliku povr§inu zatvaraju tangenta i normala s osi x?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Zadana je funkcija
r—1 m

g.
Odredite inverznu funkciju. Nacrtajte inverznu funkciju i odredite jednadzbu
tangente u tocki T'(%,y) grafa inverzne funkcije.

f(z) = 2arccos

Odredite jednadzbe tangenata na graf funkcije

1—=x
2¢ + 3

y =

okomitih na pravac bxr —y — 2 = 0.

[zracunajte vrijednost parametra k za koju je tangenta na graf funkcije
y = In(kz® — 2+ 1)

povucena u tocki s apscisom x = 3 okomita na pravac x +y + 5 = 0.

Koliku duljinu na tangenti povucenoj na krivulju
(JL'r’ctgf +Io In(2? + ?)
y oy

u tocki (0,1) odreduju tocke u kojima tangenta sijece koordinatne osi?

Odredite domenu funkcije
r—1

z+1

y=1In

i nacrtajte u koordinatnom sustavu tangentu na graf funkcije povucenu u tocki s

apscisom x = 2. Koliku duljinu ima dio tangente izmedu njenih sjecista s
koordinatnim osima?

Odredite jednadzbu tangente i normale povucene na graf funkcije
y = (22)*

1
5

u tocki s apscisom x =

Odredite jednadzbe tangente i normale na krivulju
Py 20 —6=0

u tocki u kojoj je ordinata y = 3.

Odredite jednadzbu tangente i normale na krivulju

y* = 4a* + 62y

u tocki (1,2).
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16. Odredite jednadzbu tangente na krivulju
xy —tgr =0
u tocki A(%,y).
17. Izracunajte povrsinu koju s osi x zatvaraju tangente na krivulju
322 —xy? —3y+2=0
u tockama s ordinatom y = 1.
18. Krivulja je zadana jednadzbom
e’sinx —e “cosy = 0.

Pokazite da tocka (0, %) pripada krivulji. Odredite jednadzbu tangente povucene u
zadanoj tocki na zadanu krivulju.

19. Funkcija f(z) = In(z + V22 4+ 1) naziva se area-sinus hiperbolni. Odredite inverz i
prvu derivaciju inverza zadane funkcije. Odredite jednadzbe tangente i normale na
graf inverzne funkcije u tocki s apscisom x = 0.

20. Zadana je funkcija
1 L rx—1 m
Y= §arcsm 3 + 5
Odredite jednadzbu normale na graf funkcije inverzne zadanoj funkciji u tocki s
apscisom x = 7. Nacrtajte graf inverzne funkcije.

21. Zadana je funkcija

1_3
=In Ve .
\/1+€/5+\3/a:2

Odredite domenu i izracunajte f(0). Odredite jednadzbu tangente na graf u
ishodistu.

/()

Kut pod kojim se sijeku krivulje u sjecistu racuna se kao kut izmedu tangenata
na krivulje u njihovom sjecistu. Za kut ¢ izmedu krivulja y = f(z) iy = g(z) u
zajednickoj tocki (xq,yo = f(xg) = g(x0)) vrijedi

f'(xo) — g/ (o)
L+ f'(w0)g'(w0)

lgp =

22. Pod kojim kutevima sinusoide y = sinx i y = sin 2x sijeku os x u ishodistu
koordinatnog sustava?

23. Pod kojim se kutom sijeku parabole y = (z — 2)? i y = —4 + 6z — 2?7
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24. Pod kojim se kutom sijeku parabole y = 2% i y = 237
25. Pokazite da se hiperbole xy = a? i 22 — y? = b? sijeku pod pravim kutom.
Upute i rjeSenja zadataka.

1. Domena je rjeSenje nejednadzbe
r+1

z—1

>0

koja se rjesava, nakon nalazenja nultocaka brojnika i nazivnika, analizom predznaka
na brojevnom pravcu

" + 0 — I +

iglasi D =< —00,—1 > U < 1,400 >. Za tangentu imamo x-koordinatu diralista
ro = 2. Druga koordinata dobiva se po formuli

= In3.

Koeficijent smjera tangente jednak je iznosu prve derivacije u tocki diralista

,  rx—1 z—-1—(x+1) =2
YT oy (x —1)? a2 -1
2

tako da jednadzba tangente moze biti

2+ Y s
=——x+=-+1In3.
Y= 73773

2. Koeficijent smjera tangente dobiva se postepeno
, x —I— 1 1 1+z—2 n 1 1 1
y = arcsin / x - — - = . —

y'(3) = arcs1n\/>_|_3.__7-16 1_7_2\/_ g

Druga koordinata diralista dobiva se uvrstavanjem u funkciju

3 4 — 33
yO_B.arcsin\/;—karctg\/_—\/ﬁ_WT\/_'

Jednadzba tangente glasi

_47r—3\/§

3 :§(x—3).
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Sjecista pravca s osi x 1 y su

3v/3
r = — —1
T

T —3V3
3
Trazena povrSina je povrsina pravokutnog trokuta i glasi

1 ,3V3 T —3V3 9
B A T =it

Sto je priblizno u apsolutnoj vrijednosti 1.049 odnosno 1.05 kvadrata.

y:

. Domena je rjeSenje

4—z
> 0.
20 —1 —
Nultocke brojnika i nazivnika na brojevnom pravcu daju
T —00 % 4 400
41—z
2z—1 -+ 0 -

domenu D =< %, 4]. Za tangentu treba

o — 1
3 . .
Yo = \/;+81n4:\/§+s1n4
1 —(2r—1)—2(4—
y = : (2z—1) (2 x)+sin4x+xcos4x-4
9 41—z (21’—1)
2x—1
1 —-1-6
y' (1) = —- +sin4 + 4 cos4

N

Jednadzba tangente glasi

7
— \/g—sinllz (——+sin4—|—4cos4) r—1
y 7 ( )

ili priblizno y = —7.4z 4 8.4.

. Deriviranjem lijeve i desne strane po x dobiva se

2z + 2yy’ =0
Y=
"
Tocka diralista ima koordinate (3, —4) pa je
3
(3, —4) = ">
y(3—4) =7
i jednadzba tangente glasi
3 25
=-r— —.
YT
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5. Prva koordinata diralista dobiva se uvrstavanjem druge u jednadzbu hiperbole

922 = 144+16-9
2 = 32
xr = —4\/§

Koeficijent smjera tangente dobiva se iz derivacije implicitno zadane funkcije

18r —32yy’ = 0

;18- (-4V2 3V2
4 32.3 4

otkuda jednadzba tangente glasi

3v2

Rjesavanjem jednadzbi nakon uvrstavanja x = 0 odnosno y = 0 dobivaju se sjecista s
osiyuy=—31isosizuz=—2v2. Povrdina pravokutnog trokuta je
1
P = 3 (=3) - (=2v/2)| = 3v2  kvadrata.

6. Formula za racunanje koeficijenta smjera tangente u proizvoljnoj tocki krivulje
dobiva se deriviranjem

2uy = 627
, 322
y = —

Yy

Zahtjev za okomitost tangente i zadanog pravca daje uvjet

y:éx—i—g :>k:é—L :>y’:—§
3 3 3 4

3 32

4y

y = —4a?

koji se uvrsti u jednadzbu krivulje
162 = 22° |:22° #0

Tr =

ol

1 _ 1
64 16

i daje rjesenje.
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7. Koeficijent smjera tangente, tangenta i normala dobivaju se

ey +yely = et |(0,1)
ye+ye = e
, 1
vy = 3
2
1
tangenta . . . Yy = 533 +1
normala . . . y=—2x+1

Tangenta sijece os « u tocki (—2,0), a normala u (1/2,0). Trazena povrsina

251
P = 5T = 1.25 kvadrata.

8. Inverz je formula koja racuna x preko y

y m -
Z — — = arccos
2 6

(y 7T> o or—1

276 T T2
2 cos (g — %) +1 = =z

f(z) = 2cos (g - %) +1 |cosa =sin(x + g)
-1 — 9gi <£ Z) 1
[ (z) sin 5 + 3 +

Crta se sinusoida amplitude 2, periode 47, pocetka u —27/3, koja je podignuta za 1.
Tocka grafa

x
y=2sin(5+7)+
u kojem treba povudéi tangentu je
xo =

Yo =

koeficijent smjera je
1
y’chos(—+—> ~§:O,

pa jednadzba tangente glasi

9. Koeficijent smjera tangente na pravac

Yy =05r—2
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ocCito je

y =
y =
I )
5 (27 +3)2
stoga postoje dvije tangente
ty...

ta...

10. Tangenta povucena na zadani graf u

5
—(2r+3)-2(1-2) -5
(22 + 3)2 (22 +3)2
2c+3=5 2x+4+3=-5
20 =2 2z = =8
r=1 r=—4
y=0 y=2%=-1
r+5y+9=0
r+5y—1=0.

tocki z = 3 ima koeficijent smjera
1

= (%kz—1
Y kx? —x+1 (2kz —1)
1
"(3) = - (6k — 1
V@) = gy Gk 1)
y=—-xr—-5 = y =1
9k —2 = 6k—1
1
k= -
3
11. Derivacija lijeve i desne strane po varijabli x je
1 y—xy  y—ay 1 :
. = 2 2
1+ (22 y? + y? 22 1 5 (22 + 2yy')
1 1 1 1
S = Z.(0+2
1t T 0
2 = 2
Y 1

Tangenta y — 1 = x odsjeca koordinatne osi u (0,1) i (—1,0) pa po Pitagorinu

teoremu trazena duljina iznosi

oko 1.4 jedini¢ne duljine.

12. Domena je rjesenje nejednadzbe

i dobiva se nakon nalazenja nultocaka brojnika i nazivnika na brojevnom pravcu

—00

?=1+1

r—1
x+1

>0

-1 1 +00

x
z—1
x+1

! 0 +

+
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13.

14.

Domena je D =< —o0,—1 > U < 1,400 >. Ordinata diralista dobiva se racunanjem
vrijednosti funkcije
1
Yo = lng = —1In3,
a koeficijent smjera tangente je vrijednost prve derivacije
;o x4+l z+1—(v—1)
YT 1T (@re

y'(2) = 3-;=1

a iz jednadzbe tangente y + In3 = %(x — 2) odrede se sjecista s koordinatnim osima
(0, —% —In3)i % +2,0). Pitagorin poucak daje

3In3

4
& = (§+ln3)2+( +2)?

13In23  26In3 52

& =
4 + 3 + 9
d ~ 4.38
Diraliste je
1
g = 5
1.1
Yo = (2'5)33:1

Koeficijent smjera tangente logaritamskim deriviranjem

| !/

lny = 3z-In2x

1 1
~y = 3In2z+ 3z—2
Y 2z
y =3
Jednadzba tangente je
1
—1=3(r— =
a normale je
1= (o)
— = ——(x — —
Y 372

Apscisa diralista dobiva se iz jednadzbe
2’ +25+3=0

pogadanjem x = —1. Talijanski matematicar Cardano nasao je postupak za
rjesavanje jednadzbi treceg reda, ali to nazalost prelazi okvire ove zbirke. Koeficijent
smjera tangente

32242y’ +2 = 0

/

y = -

S| Ot
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daje jednadzbe

>
tangente . .. y—3:—6(x+1)
6
normale . .. y—3:g(x—|—1)

15. Derivacija implicitno zadane funkcije daje koeficijent smjera tangente

4Py’ = 162° + 6y + 6x1/
32y = 16+ 12+ 6y
, 14
T
nakon cega jednadzba tangente glasi
14
—2=—(x—1
a normale 5
—2=——(x—1).
Y @1
16. Ordinata tocke dobiva se rjesavanjem jednadzbe
T
—y—1=0
4y
4
y=—r~1.273,
™
dok se nakon koeficijenta smjera
1
y+ay ——5— = 0
cos?
8§ 16
y = - —— ~0925
T T

dobiva jednadzba tangente y — 1.3 = 0.9(x — 0.8) s pristojnom pouzdanoséu.

17. Dvije su tocke krivulje s istom ordinatom

322 —x—-34+2=0

T = 1 Ty = -1

Y = 3 Yo = 3

Koeficijenti smjerova dobivaju se derivacijom implicitno zadane funkcije
322 —ay  —3y+ax = 0
6z —y* —2zyy — 3y +1 = 0
6z —1y*+1 = y(2zy+3)

, b —yt+1

vy = 2zy + 3
6-9+1 2
g = — - =
y(13) 6+3 9
—6-9+1 14
(-13) —= 77 =
y(=13) —6+3 3
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i daju dvije tangente

Tangente sijeku os x u tockama (29/2,0) i (—23/14,0), a sjeciste je u tocki
(—10/11,113/33). Iz crteza mogudée je dobiti povrsinu trokuta

113 113

pP=" 5 33— 976385 kvadrata.

18. Koeficijent smjera tangente nakon deriviranja

eVy'sinz + e¥ cosz + e P ecosy+ e Tsiny-y = 0 [(0,7/2)
67‘(/2 +y/ — O
y = —e"?~ —4810
daje tangentu
7r x
= _eag.
V=3 ezx

19. Area-sinus hiperbolni Arshz = In(z + v/22? + 1) ima inverz

y = In(z+vaz+1)
e/ = r+vVai+l

(v —z)* = 2°+1

e —2xe¥ + 22 = 2241

e —1 = 2xe¥

e —1

€T g

2eY
. ey_efy
p=1) = S5
et —e
hr = ——,

shx 5

sinus hiperbolni. Prva derivacija sinusa hiperbolnog je

% e — e (1)) = % = cha
ili kosinus hiperbolni. U tocki
rg = 0
Y = 0
y(zo) = 1
y = x
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20. Inverz je:

2y —m = arcsin

r—1
3

sin(2y — 7)) =
3sin(Qy —7m)+1 = =z
fz) = 3sin(2zr —7)+ 1.

Tangenta na graf inverza

rg = w/4
vo = f Hxo)=3sin(r/2-7)+1=-3+1=-2
y = 3cos(2x —m)-2
Y (o) = 0
tangenta . . . y=—2
normala . . . x=m/4

21. Domena se dobiva rjesavanjem nejednadzbe
11—V
\/ 1+ Jx + Va2

Nejednadzba se rjesava analizom predznaka brojnika

11—z = 0
X

=1

> 0.

koji je pozitivan za x < 1. Nazivnik je uvijek pozitivan kao rezultat drugog korijena.
Pitanje je moze li se uvijek korjenovati. Analiza izraza pod korijenom pocinje
trazenjem nultocaka.

1+ Yz+ Va2 = 0
[
1+t+t2 = 0

 —1+/1-4

tip = 5
t € ¢

|
~
~

Nepostojanje nultocaka ukazuje da je izraz ispod korijena uvijek pozitivan.

D = (—o0,1).
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Nadalje, f(0) = 0. Za jednadzbu tangente potrebno je odrediti koeficijent smjera

f'(x)

__1 2 (1 — . 1
\/1+\3/5+V3962. 3%/?\/1+%+ 2? = (1 =) 2/1+ Ya+ Va2

1
(33’/:72

_|_

2
39z

)

1— ¥z

14+ Yzt Va2 142 ¥z
Bt i |Gl G 3
N l1—=x

1+ a + Va2

—2 =21 — 2V/a? — (1 — Yx + 27 — 2V/a?)

3397

6v/z(1 — )
1+ Jx

6v/22(1 — x)

T oY1 - a)

koji u ishodistu nije izracunljiv. Analizom grani¢ne vrijednosti

1+ /x

S e T

2Vx(1 - x)

lim
x—0

dobiva se beskonac¢no velik koeficijent smjera ¢ije je geometrijsko znacenje vertikala

z = 0.
2.

Yy = CoS T

Yo = cOS 2 - 2

tgp

23. Sjeciste parabola:

(z —2)
222 — 10x + 8
22 —5r+4

tgp(1)

y1(0) =1

Y5(0) = 2

2-1 1

142 3

18°
—4 + 61 — 2°

- 0

- 0

_ 5+25-16  5+3

_ ; -2=-

-5 s
—7
6

- 2 — 41°.
ST

Kutevi su u obje tocke jednaki jer se za kut izmedu pravaca uzima Siljasti kut.
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24. Parabole imaju dva sjecista (0,0) i (1,1). Koeficijenti smjerova tangenti u sjecistima

- 0 (1) =2
yy =327 y5(0) =0 ¢h(1) =3

ukazuju da se krivulje u ishodistu diraju, dok se u (1, 1) sijeku pod kutom

oo = —— = = = — 8.
=156 7%

25. Racunanje koeficijenta smjera za obje hiperbole

y+axy =0 2x—2yy =0

/ y /

Yy =-—z y =3
vodi na uvjet okomitosti tangenti u zajednickim tockama

/ / y x
. = —— . — = —1
Y1 Y2 z Y
6.11 Zadaci za samostalno rjesavanje

1. Sljedece funkcije napisite u obliku potencija pa derivirajte:

a) y=3r b y=Yr ¢ y=Va
d) y=5 e y=5 [) y=7

. $5
9 y=7= h) y=aWa' i) y==

2. Derivirajte y = va2 — \/%E
3. Derivirajte y = (2 — z)x + (x — 1)(z + 2).
4. Derivirajte f(z) = § — /.

5. Derivirajte y = (2 — 2%)cosz + 2wsin.

6. Derivirajte y = %
7. Izracunajte vrijednost y'(—2) funkcije y = 7.
cosz—1

8. Odredite prvu derivaciju funkcije y = 25—,

9. Derivirajte funkciju y = arcsin 2.

10. Odredite prvu derivaciju funkcije y = 5 - e=*".
11. Derivirajte y = In*z — In(In ).

12. Odredite derivaciju funkcije y = 5%
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13. Odredite prve derivacije sljedecih slozenijih funkcija

() y= Vi Tz

(b) y = Vsin®z — (arcsin )
(¢) y=arctg(Inz) + In(arctgx)
(d) y = Incos =1

14. Odredite derivacije sljede¢ih funkcija:

|~

(a) Y= 3

(b) y = 3ayx

(©) y = 2a%yE — AadyT + 2a7VE
(d) y=(2*+2z+2)e®

(e) y=3x3Inx — 23

(f) y=1%

(g) y=a’sinz + 2wcosz — 2sinx
(h) y = In(223 + 32?)

(i) y=v1—3a?

(j) y = warccos & — 4 — a2

(k) y = y/rarcsin/xr ++1—x

(1) y = (sin§ — cos %)2
(m) y = cos® £

(n) y = Intg?H

© v=n/EE2

15. Izracunajte vrijednosti prvih derivacija u zadanim tockama.

(a) Odredite y'(1) ako je zadana funkcija

(b) Za
odredite y'(2).

(c) Izracunajte y'(—1) za

(d) Kolika je vrijednost 3'(0) ako je

y =1+ 27
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(e) Zadana je funkcija

Izracunajte f'(—1).
(f) Koliko je f/(64) ako je

() = Va2
(g) Ako je
1 2
Yy = g$5—§x3+4x—\/ﬁ,
koliko je y'(0)?
(h) Neka je
1
Y= %

Odredite y'(4).

(i) Odredite vrijednost prve derivacije funkcije

4 3
f(ll?) i 2 - I\B/E
za x = 27.
(j) Odredite y'(0) za funkciju
2z +3
==
(k) Neka je
2= (V2 V1)
Odpredite brzinu
L
At C

u tocki ¢t = 1.
(1) Jednadzba gibanja glasi
1\2
s=1-——) .
(-7)

Izracunajte s'(8) odnosno brzinu na kraju 8. sekunde.

(m) Broj uplata lota @ ovisi o broju dobitnika & po formuli

~ 1000A2
k241

Izracunajte @'(5), tj. grani¢nu vrijednost broja uplata kod poznatog broja od 5
dobitaka.
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(n) Zadana je funkcija

Ql

T

Vr+1

fz) =

Izracunajte f'(0).

(0) Izracunajte y'(—1) za graf funkcije y = f(x) ako je zadano

Va1l
Yz -1

(p) Za vrijednost argumenta x = 7/3 izracunajte vrijednost prve derivacije funkcije

()

B rsinx
1 4tga

Y

(q) Ako je x =1, y = xarcsinz, koliko je y'?

(r) Neka je
= arctgr — .
y=arctgs — -
Izracunajte y'(—1).
(s) Zadana je funkcija
1
v (1 —a?)5

Odredite y/(2).
(t) Za funkciju

YT
izracunajte y'(5).
(u) Odredite 3/(0) ako je zadana funkcija
A
VT

(v) Zadana je funkcija
f(x) = sin® 2°.
Izracunajte y'(—1.5).
(w) Zavisna varijabla ra¢una se po formuli y = arccos(1 — 2x). Koliko je y'(1/4)?

(x) Odredite y'(4) ako je zadana funkcija
Yy = arcsin —.
x

(y) Ako je y =Insinz i 2 = 7/4, koliko je y'?
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

(z) Za
y=In(x + va?+9)

izracunajte y'(—4).

Izracunajte f(3) i f'(3) za funkciju f(z) = In {/£= + 31n § izﬂ + 5 arctan .

Odredite koordinate tocaka u kojima koordinatne osi sijece tangenta povucena na
y = Inx u tocki s apscisom x = 1.

Kolika je povrsina koju s koordinatnim osima odreduje tangenta povucena na graf

sinusoide y = 3sin(2z — T) u tocki s apscisom x = 27

Odredite ¥ iz

Va2 + B/yz — *3/a2,
gdje je a proizvoljna konstanta.

Izracunajte vrijednost funkcije
VIt Ly =4

u tocki za koju je y = 4.

Izracunajte vrijednost funkcije
e/ +ay=e

u tocki (0,1).
Izracunajte vrijednost funkcije

rlhny—yhz=1
u tocki za koju je z = 1.

Provjerite da
arctgy =In+/22 + y?
x

zadovoljava diferencijalnu jednadzbu

x(dy — Azx) = y(Ax + dy).

Izracunajte df,—o ako je
flx)=vVz+1—In(l+vz+1).

Kako glasi dy ako je

y = (v —3)Va?

[zracunajte y'(—2) ako je
o1+ 23
1—ax3
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27. Krivulja je zadana parametarski

__ 2at
=17
_ a(1-t?)
Y= 15
Odredite derivaciju
dy
dr’

28. Dokazite da funkcija y zadana parametarski jednadzbama

x = 2t + 3t?
y =t* 4 2t°

zadovoljava diferencijalnu jednadzbu

Rjesenja.
1 1 -2 1 1 1 -3
Lay=rs =y =3z P =13 =, b)y=25 =y =;x70
—zs =y =3r5=—_ dy=a?t =y =4z
Yy = Yy 5 _5W7 Yy = Yy =
1
y=z? =y=-brt=-Sfy=a1 =y =—32
4 11 4 14
y=a"7 :>y’:—%x_7— 7w\47x7,h)y:x2 =
o o @b 5 923 23 1T 93,2 Y/55
i)y = éﬁ_z—%—xg =y = Tre = =
/2 1
2y =smtons
3.y =3
_1 1
L S@) =537z
5.y = 2%sinz
/. Inz—2
6. Y T 2yzlnz’
;o x2*49x2 52
7. y _(x2+3)2_E'
/ __ l—sinz—cosx
8. ¥y = (cosz—sinz)? "
I 1 . I 2
9. ¢y = (2x) =

1—(2x)2
10. y =5 - (—2?) = —10ze™*".

11. y =2lnz(lnz) — = - (Inz) = L2z — ).



12. Priprema derivacije y = 577" olaksava deriviranje ¢y = 57 (—2?) -In5 = —27”51#

13. (a) ¥ = gmes - (" +we” +1)

(b) priprema olaksava deriviranje

.2 . 3
y = sin3 x — (arcsinx)
2 1 1
/ -1 N2
y = =sin 3zcosx — 3(arcsinz)” - ——
3 V1 — 22
, 2cosr  3arcsin®w

oo 3\3/sinx_ V1—22

1+ln“z =
(d) v = coslx;l (—sin ”;1) x—12 = —x% tangCT_1
14. (a) ¢ = —%
(b) ¥ = V=
() ¢ = z(vy/x — Va* + 29
() yf = —ae>
(e) ¥ =92%Inz
(f) ¥ =(5)"In§
(g) v =2%cosz
(h) ¥ = 6555
: _ 3z
) v =-/5=
(j) ¥ = arccos 5 + \/%
(k) ¢ = ﬁi arcsin \/z
(1) vy = —coszx
(m) ¥ = —cos®£ -sin £
(n) ¥ = @
(0> y/ = COIS.'Z
15. ) y/(l) - 37 b) y,(2) = 647 C) yl<_1) = _17 d) (O) - 1 e) f,<_1) = 37 f)
y'(64) =1/192, g) y'(0) = 4, h) y'(4) = —1/16,1) y'(27) = 5, j) ¥'(0) = 1/2, k)
i—j(}l) =1-2v2,1) s/(8) = 1/48, m) Q'(5) = 14.79 (znaéi da svaki sljedeéi dobitak
kod poznatih 5 dobitaka donosi otprilike 15 novih uplata), n) y'(0) — +o0, 0) —1/6,
V3_7%V3
p) (21+\/§) ~ —0. 14 q) ) (1) — 00, I‘) y/(_1> = 1/27 S) gg ~ 00277 t) y/(5) = _4/757
W) §/(0) = =1, v) 30378, w) ¥'(3) = 4/v/3, %) y'(4) = —1/4V3, y) y'(x/4) = 1, 2)
/
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16. Jednostavnosti racunanja radi, treba iskoristiti svojstva logaritma:

1. z—1 3. 2241

flz) = Zlnx+1+11nx2_1+§arctanx
1 3 1
fi3) = 1 In2+ 1 In5—1In3+ 3 arctan 3 = 0.906276
f5) = hn(@—1)— @+ 1)+ 2@ +1) - Sn(? — 1) + 2 arct
) = —-In(z—1)—-In(z —In(z — —1In(z* — — arctan
4 4 4 4 2
() 1 1 n 6z 3z n 1
xr) = — —
dx—1) 4dz+1) 4(x2+1) 2(22-1) 2(22+1)
f'3) =0

17. Diraliste je (1,0), tangenta y = = — 1, sjecista s koordinatnim osima su (1,0) i (0, —1).

S

18. Diraliste (%,—3 2

¥=), tangenta

19. ¢ = —3/2.

20. i/ (4,4) = —1.
21. 4/(0,1) = —e 1.
22. y'(l,e) =e* —e.

23. Dokaz zavrSava trazenom jednakosti

_ 1 _ 1
24. dfng = —2(1+\/m) A.CIZ' = —2(14_\/3) A.’L’

25. dy = 57

2. y(-2) = &{/T~ 012
27. W = =2

dx 1—¢2-

28. Dokaz zavrsava trazenom jednakosti.
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7 Primjene derivacija

Jednostavnost i razradenost tehnike deriviranja omogucavaju primjenu derivacija u svim
podruéjima ljudske djelatnosti. U ovoj zbirci su obuhvacene primjene u geometriji.

7.1 Lokalni ekstremi. Intervali monotonosti

Funkcije koje se obraduju u ovoj tocki eksplicitno su zadane formulom
y = f(x).
Funkcija raste na intervalu < a,b > ako vrijedi
T, Ty €< a,b>, 11 < T9 = f(x1) < f(xq).
Ako na intervalu < a,b > vrijedi
f'(z) >0 ze<ab>,
onda je funkcija rastuca na intervalu < a,b >.
Funkcija pada na intervalu < a,b > ako vrijedi:
T1,To €< a,b>, 11 < I = f(z1) > f(x2).
Ako na intervalu < a, b > vrijedi
fl(r) <0 ze<a,b>,
onda je funkcija padajuca na intervalu < a,b >.

Interval monotonosti funkcije je interval na kojem funkcija stalno raste ili stalno pada.

Lokalni maksimum funkcije je vrijednost funkcije f(x1) za koju postoji § > 0 tako da
lr —x1| <6 = flx) < f(z1).
Lokalni minimum funkcije je vrijednost funkcije f(z3) za koju postoji 6 > 0 tako da
|z —x1| <6 = f(x) > f(z2).
Stacionarna tocka domene je ona vrijednost varijable z( za koju je
f'(xg) = 0.
Lokalni minimumi i maksimumi nazivaju se lokalnim ekstremima funkcije. Lokalni

ekstremi funkcije vrijednosti poprimaju samo u stacionarnim tockama, no postoje
stacionarne tocke u kojima funkcija ne poprima ekstremnu vrijednost.
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Primjer 7.1. Tocka xy = 0 stacionarna je toc¢ka funkcije y = 3

tocki ne postize lokalni ekstrem.

, no funkcija u toj

Dokaz. Prva derivacija v’ = 32% o¢ito pokazuje da je xy = 0 stacionarna toc¢ka. No, na
intervalu © €< —o00,0 > vrijedi da je y(z) < 0 = y(0) = 0, dok na intervalu
x €< 0,400 > vrijedi y(0) = 0 < y(x).

Nuzan uvjet za postojanje ekstrema u tocki xq je
f/(xo) =0.
Dovoljan uvjet za postojanje ekstrema je promjena predznaka prve derivacije u
stacionarnoj tocki.

Druga derivacija svojom pozitivnoséu u stacionarnoj tocki ukazuje na lokalni minimum,
a svojom negativnoséu ukazuje na lokalni maksimum. Slabe strane provjere drugom
derivacijom su obaveza deriviranja i slucaj kad je i druga derivacija jednaka nuli.

Zadatak 7.1. Odredite intervale monotonosti funkcije
y=a2%—2x+5.
Rjesenje. Domena funkcije je R. Nuzan uvjet je

y = 2x—2

/

y =0 z=1
Analiza predznaka na brojevnom pravcu

xr . —0o0 —+00

/

Y
Y

au
_~ O
N+

daje

interval pada < —o0,1 >,
interval rasta < 1, +00 >,
minimum u toc¢ki T, = (1,4).

Zadatak 7.2. Odredite intervale monotonosti funkcije

Rjesenje. Domena funkcije oc¢ito je
D =< —-00,2>U<2,+00 >

jer jedini uvjet za racunanje vrijednosti funkcije predstavlja dijeljenje koje u nuli nije
definirano.
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Prva derivacija
, T—2—x 2

TT ey T @2
definirana je na cijeloj domeni. O¢ito je da prva derivacija poprima samo negativne
vrijednosti jer je nazivnik kao kvadrat uvijek pozitivan broj. Intervali pada funkcije su
< —00,2>1< 2,400 >.

Zadatak 7.3. Za funkciju
flz)=xzlnz

odredite intervale monotonosti.
Rjesenje. Bududi se logaritmirati mogu samo pozitivni brojevi, domena funkcije je

D =<0,400>.

Prva derivacija
1
Y =lnz+z-—=Inz+1
x

ima nultocku za

Inz+1 = 0

Inz = -1

1
x = e '=2==0.36788.
e

Domena se ovom nultockom dijeli na dva dijela
1 1
D=<0,->U<—,400>.
e e
Ni na jednom dijelu nultocaka vise nema. Uzimanjem tocke
0.1 €<0,0.36788 >
i uvrstavanjem u prvu derivaciju dobiva se
y'(0.1) =In0.1 -1 =-1.30

negativna vrijednost koja zbog neprekidnosti prve derivacije na intervalu < 0, % > povlaci
da je prva vrijednost negativna na cijelom intervalu. Naime, promjena predznaka
neprekidne funkcije povla¢i nuzno postojanje nultocke.

Analogno, uvrstavanjem vrijednosti varijable 10 €< %, +00 > u formulu prve derivacije

y/(10) = In10 + 1 = 3.30

pozitivna vrijednost ukazuje da je prva derivacija pozitivna na cijelom intervalu
< %, 400 >. Interval rasta funkcije je < é, +00 >, a interval pada < 0,% >.
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Napomena 7.1. Promjena vrijednosti neprekidne funkcije slicna je promgjeni temperature.
Negativna temperatura pri prirodnom, neprekidnom, prijelazu u pozitivnu mora bar u
jednom trenutku biti nula. Fksplozija mine u snijequ ili pustanje C' Oy iz boce u poZaru nisu
neprekidne promjene temperature.

Zadatak 7.4. Ispitajte monotonost funkcije
y = arcsin(1 + ).
Rjesenje. Domena funkcije dobiva se iz ogranicenja

—1<14z<1|-1
—2<z<0
D =[-2,0].
Prva derivacija
1
/

Ry sapp

daje rast funkcije na cijeloj domeni [—2,0].

>0

Zadatak 7.5. Odredite lokalne ekstreme funkcije

2 —2x+2

y= z—1

Rjesenje. Funkcija nije definirana u nultocki nazivnika

r—1+#0

x#1
D=R\{l} = <—-o0,1>U<1,400>.

Nultocke prve derivacije su

;e -2)(z—1)— (2 —20+2) 22 —dr+2—a®+2z—2

v = (r—1) =1 =0
r? — 2x )
GoiE 0] - (x—1)
r(r—2) =
T2 ; 2

Nultocke i tocka prekida dijele skup realnih brojeva na tri dijela

< —00,0>U<0,1>U<1,2>U<2,+400 > .
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Uvrstavanjem u prvu derivaciju po jedne tocke svakog segmenta dobiva se

8

—2€< —00,0> = y’(—2):§>0
—0.75

0.5e<0,1> = ¢(0.5) = <0
€<t y(05) = 55
—0.75

1.5e<1,2> = ¢(15)=—<0

3

JE<2, 400> = y’(?)):é—1 0

- tocka lokalnog maksimuma (0, —2), buduéi funkcija raste do 0, a zatim pada

- tocka lokalnog minimuma (2,2), jer funkcija pada za manje, a raste za vrijednosti
varijable vece od 2.

Zadatak 7.6. Odredite ekstreme funkcije

.’L‘3

V=i

Rjesenje. Bududi je funkcija definirana na cijelom R, nuzan uvjet trazi nultocku prve
derivacije.

, 3a*(2®43) —2*(2x)  2*(2® +9)

@132 @i3p
2 = 0
Ty = 0

Nultocke prve derivacije dijeli domenu D = R na dva dijela
< —00,0 >U< 0,400 >.

Uvrstavanjem broja —1 €< —o0,0 > u formulu

a zatim 1 €< 0, +o00 >
, 1-10 >0
TG
postaje jasno da funkcija ne mijenja tok, veé je rastuca na oba dijela. Zbog toga

stacionarna tocka nije tocka ekstrema.

Zadatak 7.7. Odredite lokalne ekstreme funkcije

y=2axe
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Rjesenje.

D=R

Y =2xe " + 2’ (—1) =re (2 — 1)
Yy =0z "2—-2) = 0
gy = 0
Ty = 2

Analiza na brojevnom pravcu daje

T ‘ —00 0 2 +00
y' - 0 + 0 -
y N0 5N

min max

Lokalni minimum je (0, 0), a lokalni maksimum je (2,4e2).
Zadatak 7.8. Odredite intervale monotonosti i lokalne ekstreme funkcije
y=zln’z.
Rjesenje. Domena je ogranic¢ena logaritmom
D =<0,+00 > .

Nultocke prve derivacije

1
Yy =In*z+z-2Inz-— = 0
x
Inz(lnz+2) = 0
rKT = 1
Ty = e 2
vode na analizu predznaka prve derivacije na domeni
T ‘ 0 e% 1 +00
Y + 0 — 0 +
vl s 0

Analiza daje rast funkcije na intervalima
1

<0, >U<1,+00 >
e

i pad funkcije na intervalu

< 1>.

ICE
62

Lokalni maksimum iznosi ;% 1 postize se za r; = e%, a lokalni minimum je tocka (1,0).
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Zadatak 7.9. Odredite 1 klasificirajte lokalne ekstreme funkcije
y = 2sin 2x + sin4x.
Rjesenje. Domena je R. Prva derivacija

Yy =2cos2x-2+cosdr-4 = 0
dcos2x +4cosdr = 0 :4
cos 2x + cos? 2z — sin® 2z =

0
cos 22 + cos? 2z — (1 — cos?2x) = 0
0
0

2c08°2x +cos2r —1 = , cos2x =1t
W4t —1 =

P —1+v1+8 B —143

12 = 1 = 1
1
tl = —]_, t2 = 5

daje beskona¢no mnogo nultocaka
cos2x = —1 COs 2x = %

2v =m+2km,k€Z 2x==xF+2kmkeZ
r=35+km ke r=+ft+kmkeZ

pomocu kojih se analizira predznak prve derivacije na brojevnom pravcu

T _r _T s s ST~ T

2 6 6 2 2 — 2
y + 0 - 0 + 0 - 0 + 0 —
y S0 N =33 M EB N0 0 ¢

Analiza pokazuje da su lokalni minimumi funkcije u tockama {3 + 2km, —% + 2k7}, k € Z,
dok lokalne maksimume funkcija postize u tockama {—7 + 2km, § + 2k7}, k € Z.

Zadaci.

1. Odredite intervale monotonosti i ekstreme funkcije

_lna:
ZJ—?-

2. Odredite domenu i intervale monotonosti funkcije

T

y= In2z’

3. Odredite domenu i intervale monotonosti funkcije

x
x2—1

y:
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4. Odredite domenu, intervale monotonosti i lokalne ekstreme funkcije

2z — 3
r—1"

y =In

5. Odredite intervale monotonosti i lokalne ekstreme funkcije

.1‘—$2

Yy = xe

6. Odredite intervale monotonosti i lokalne ekstreme sljede¢ih funkcija

(a)

2 3
y:§x —2z+1,

(b)

(c)

Rjesenja.
1. Domena D = (0, +00). Prva derivacija i njena nultocka su

. -2 =2rlnz  2(1-2lnz) 1-2ha

y = (22)2 - o4 3
1—-2lnz=0
1 _
y=0& 5=z

r=el/? ~1.649

Analiza predznaka na brojevnom pravcu

rz: 0 el/2 400
y !+ 0 -
y U s N\

daje odgovore

- interval rasta (0, e'/?),
- interval pada (e'/2, 4-00),

- lokalni maksimum M = (e'/2, ).
2. Zbog nazivnika koji ne smije biti nula je

D=<0,1>U<1,+00>.
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Prva derivacija je

,_ln2x—x-2lnx-§_lnx(ln$—2)_lnx—2
v= In* x B In* x Iz

Analiza predznaka provodi se nakon nalazenja nultocaka brojnika i nazivnika

lnz =2 Inz =0
r=e2~738 z=1.

Na brojevnom pravcu

x: 0 1 e? +00
y !+ ! - 0 +
62
y N T S

dobivaju se odgovori

intervalt  rasta <0,1>U< e 400>

interval pada <1,¢*>
2
e
lokalni minimum (€2, Z)

. Domena je D = R\ {—1,1}. Iz prve derivacije

, a?—1—-2z-x 1427
R R T Ve

zakljucuje se da je prva derivacija uvijek negativna pa je funkcija padajuca na cijeloj
domeni.

. Domena je rjesenje nejednadzbe
20 — 3
rz—1

> 0.

Nultocke brojnika i nazivnika na brojevnom pravcu daju

T —00 1 3/2 +00
2z—3 1 = 0 T

domenu
D =< —00,1 >U<3/2, 400 >.

Prva derivacija

, =1 2@—-1)-Q2r—-3) 20-2-2x+3 1

20 -3 (v —1)2 (22 -3)(x—1) (2v—3)(z—1)

Y

nakon analogne analize daje rastu¢u monotonost funkcije na cijeloj domeni.
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5. Funkcija je definirana na cijelom R. Prva derivacija i nultocke su

y o= e qrem  (1—-22) =" (142 — 227)
y =0
202 —x—1 = 0

1£VI+8 143 1

- ]-7 a0

4 4 2
brojevni pravac:
r: —00 -1/2 1 +o0
y' — 0 + 0 —
e—3/4
Yy \1 D) /‘ 1 \I
intervali monotonosti:
intervali  pada : < —00,—1/2>U< 1,400 >
interval rasta : <—1/2,1>
_—3/4
lokalni  minimum (—1/2, 62 ), lokalni  maksimum (1,1).
6. () D=R
y = 22°—2
ylZO@ IL‘1:17ZE2:—1
T —00 —1 1 400
Y + 0 — 0 +
y AR SRS
raste < —oo,—1>U<1,400 >
pada <-1,1>
7 1
Tmaz = (_17 g) Tmin = (1, _§>

(b) Domena funkcije je R. Slijedi analiza prve derivacije. Radi jednostavnosti
deriviranja, mudro je algebarski dotjerati formulu funkcije:

y = e“(2* — 2?).

Nadalje
y = e(x® —2%) +e"(32% — 2z) = “(2° + 22° — 27) = xe* (2 + 27 — 2)
y =0
ry = 0
—24+/4+8 —24+2V3
r23 = 5 = 9
Ty = —1—3=-273
x3 = —1+v3=073

185



T —00 —-1-+3 0 —14++/3 +00
Y - 0 + 0 — 0 +
y N e V314 -8V3) 0 N\, e V(14 +8V3) A
intervalt  pada < —oo,—l—\/§> U <O,—1+\/§>
intervali  rasta < —-1- \/§,O >U< -1+ \/g, 400 >
lokalni  minimumi (=1 — V3, —e V3(14 + 8v/3) ~ —1.813),
(=1 4+ V/3,e V3 (—14 + 8v/3) ~ —0.2986)
lokalni  maksimum (0,0)

(¢) Domena je < 0,400 >. Prva derivacija

1 1 2lnz@2ln*z—1
y =4ln*z-— —2lnz- - = 2’z - 1)
xXr A xXr

daje nultocke

Inz=0 ln2x:%
=1 lnxQT\% lmxgzl—\/L5

To=ev2 2 x3=¢ V2 =05

koje na brojevnom pravcu daju analizu

z: 0 e_% 1 e% +00
y ! — 0 4+ 0 - 0 +
y N - 0N - S

koja daje

Bl B
intervale pada < 0,e v2 > U < 1,ev2 >,

1
> U< evz, +00 >,

1
intervale rasta < e V2
L,

1
lokalni maksimum (1,0),

lokalni minimumi (e~ v2, —3), (ev2, —

S

).

SIS

7.2 Tocke infleksije. Intervali konveksnosti i konkavnosti

Za neprekidnu funkciju f kazemo da je konveksna ako je podrucje iznad grafa konveksno.
To je ekvivalentno tvrdnji da je za bilo koje dvije tocke na grafu, dio grafa izmedu te dvije
tocke ispod spojnice te dvije tocke. Na intervalu konveksne zakrivljenosti druga derivacija
funckije je pozitivna.

Za neprekidnu funkciju f kazmo da je konkavna ako je podrucje ispod grafa konveksno.
To je ekvivalentno tvrdnji da je za bilo koje dvije tocke na grafu, dio grafa izmedu te dvije
tocke iznad spojnice te dvije tocke. Na intervalu konkavne zakrivljenosti druga derivacija
funckije je negativna.
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Tocka infleksije je tocka grafa (zo, f(xo)) u kojoj funkcija mijenja nacin zakrivljenosti. U
tocki infleksije druga derivacija jednaka je nuli, no obrat ne vrijedi.

Zadatak 7.10. Odredite tocke infleksije grafa funkcije
y=e
Rjesenje. Domena funkcije je cijeli skup R.

Prva derivacija
2

y =e " (=21) = =2z

Druga derivacija
2 2
y' = —2e" —2xe™" - (—2x).

Nultocke druge derivacije su

—2e " (1—22%) = 0
1 — 222 0
2 = ©
2
V2
T = —
! 2
V2
Ty = ——.
2

Analiza predznaka druge derivacije izvodi se na brojevnom pravcu:

T ‘ —00 —‘/75 ‘/75 +00
Y’ + 0 - 0 +
Y U e 2 n e12 U

Tocke infleksije su (—\/75, e 1/2) i (\/75, e~1/2).
Zadatak 7.11. Odredite tocke infleksije polinoma
y =3zt — 1023 — 1222 + 122 — 7.

Rjesenje. Domena je R. Nultocke druge derivacije su

y = 122% — 302% — 242 + 12
y" = 362% — 60z — 24
3627 — 60r —24 = 0| :12
32° —5r—2 = 0
54 /25 + 24
6

171:2
1

To9 =— ——.

3

T12 =
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Analiza na brojevnom pravcu

x ‘ —00 —% 2 ~+00
y" + 0 - 0 +
322
U -2 n —63 U
pokazuje da se infleksija postize u tockama domene x; = —% ixg=2.

Zadatak 7.12. Odredite intervale konveksnosti i konkavnosti i tocke infleksije funkcije

T

)

Rjesenje. Funkcija je definirana na svim realnim brojevima. Prva i druga derivacija daju

14+ 22— 222 1— 2?2

O N (I
s 2e(l+2%)? —(1—27)-2(1+2%) -2z 2z(1+2)(1+2>+2(1 —2?))
o (1+ ) ) (12!
. —2z(3—a%)
o (T+a?2)3
ry = 0

1'2:—\/5
IL’3:\/§

Analiza predznaka druge derivacije na brojevnom pravcu daje

r —00 —\/g 0 \/g +o00
y" -0 4+ 0 - 0 +

V3 V3
y n =¥ uon ¥ U

intervale konveksnosti
< —=V3,0 > U < V3,400 >,

intervale konkavnosti

<—oo,—\/§>u<0,\/§>
i tocke infleksije

(_\/_7 _\/73)7 (07 0)7 (\/37 \/Tg)

Zadaci.

1. Odredite intervale zakrivljenosti i tocke infleksije grafova funkcija:

(a)

y = 32° — 2a°
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y=v2x2 — 23

y_ln\/:BQ—{—l—l’
vez+1l+x

(f)
1

y = arcsin

Rjesenja.
1. (a) Domena je R. Slijedi
y = 15z% —122°

y' = 602 — 602" = 6023(1 — 2)
y' =0 So1=0, x9=1

: 0 1
y// _ 0 _I_ O _
y nNoutln
konveksna : <0,1>
konkavna : < —00,0 >U< 1,400 >

Infleksija (0,0) ¢ (1,1)
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(b) Domena je R\ {1}. Nadalje:

, Axd(@d —1) —at - 32®  a® —4a?

(2% —1)? (a1
, (62° —122%) (2% — 1) — 2(2® — 1) - 322 - (2 — 42?)
B (&~ 1)t
62%(z® — 1)[(2® — 2) (23 — 1) — 23 (2 — 4)]
B (2 = 1)
g 623 (2% 4 2)
@1y
V' =02, =0, x9=—V2
T —00 —\3/5 0 1 +00
y" + 0 -0 - ! +
y U 22 non U

konveksnost :< —o0, —V2>U< 1,400 >
konkavnost :< —\3/5, 1>
2v/2

infleksija : (—v/2, 5

)

(c) Domena je skup R. Dalje slijedi prva, druga derivacija, analiza i odgovor:

y = e 4ze (=1) =1 —2)
Yy = (1l —x2) - =" (1 —2)
y' =0& T =2
T —00 2 400
" - 0 +
y n 2 u
konkavnost : < —00,2 >
konveksnost : < 2,400 >
Infleksija : (2, %)

(d) Racunanje vrijednosti funkcije nema ogranic¢enja pa je D = R. Prva i druga
derivacija:

J = 1 - — 32%) = 4 — 3a?
3/ (222 — a3)? 3/ (222 — x3)?
4x—32
PSS (4 6x) - /(207 — 2%)? — 2520 . (43 — 32?)
(222 — 13)"

Wl = W+

—82?

3/ (222 — x3)°
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Analiza predznaka druge derivacije slijedi nakon otkrivanja nultocaka brojnika i
nazivnika. Nultocka brojnika

r = 0
Nultocke nazivnika
22 — 2% = 0
?(2—-2) = 0
T = 0 Ty = 2

Analiza zakrivljenosti na brojevnom pravcu

r: —00 0 2 400
y// - ? - 7 4+
y nNonNnou

daje interval konkavnosti < —oo,2 > i interval konvenksnosti < 2, +o00 >. Tocka
(2,0) je tocka grafa u kojoj funkcija mijenja zakrivljenost pa je to tocka
infleksije.

(e) Domena funkcije je rjesenje nejednadzbe

Viz+1l—ux
vVat+1l+4+z

Buduéi ni brojnik ni nazivnik nemaju nultocaka, rjeSenje nejednadzbe je cijeli R
ili nejednadzbu uopée nije moguce zadovoljiti. Bududéi postoji y(0),

> 0.

D =R.

Deriviranje:

IRV (ﬁ—l)(vx?—l—l—kx)—(ﬁ—kl)(vx?—f—l—x)
Y Vat+1l—x (Va2 + 1+ x)?

B 20 — Va2 + 1+ %il—x—@x—kvx?—k - %il—x)
B 241 —22
B —2
x2+1
y// — zx
(22 + 1)

Nazivnik je uvijek pozitivan. Nultocke brojnika omogucavaju analizu predznaka
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druge derivacije na brojevnom pravcu

2x 0
r = 0
r: —00 0 +00
y// _ O +
Y n o0 U
Infleksija : (0,0)
konveksnost : < 0,400 >
konkavnost : < —00,0 >
(f) Prvi je problem domena:
1< ! < 1.
=13

Rjesava se posebno lijeva, posebno desna nejednadzba:

1< L 1 <
—z—% lx—l—

S A
r— —X

OS x—1 r—1 SO
0< -2 2=z <
A o1 >

Rjesenje lijeve nejednadzbe je < —o0,0 > U < 1,400 >, rjeSenje desne
< —00,1 > U < 2,400 >, a obje nejednadzbe mogu zadovoljiti brojevi iz

intervala
< —00,0 >U< 2,400 > .

Konveksnost, konkavnost i tocke infleksije zahtijevaju deriviranje:

, 1 ~1 ~1

y = ) _ :—((m—1)4—(m—1)2)7

o @-1 Je-D-Goip

@-1)?

) = % (=)' (e — 1) F - (4 — 1) — 2 — 1))
(r —1)(42* — 8z +4 — 2z + 2)

2/[(z — 1)t = (& — 1)
(x —1)(22% — 5z + 3)

Vi =1t = (z =1

Nultocke brojnika su 1 =11 x9 = % Nultocke nisu u domeni. Analiza

predznaka druge derivacije na domeni

Tr: —00 0 2 400
Y’ — ' dzvan domene 7 +
Y n -3 ? 5 U

daje konveksnost za < 2, +00 > i konkavnost za < —o0,0 >. Tocaka infleksije

nema.
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7.3 L’Hospitalovo pravilo

Neodredenost u racunanju limesa dolazi kada uvrstavanje vrijednosti ¢ dovodi do
diskusije tipa

. flx) 0
@) 0
odnosno
lim @ = f
T—C g(:{;) o0

L’Hospital je dokazao da, ako u tom slucaju postoji

lim fz)
e g'(x)

onda je taj limes jednak pocetnom.
Primjer 7.2. L’Hospitalovo je pravilo ocito na primjeru

sinx cos X

lim =['H = lim =1
z—0 X r—0

Y

sto je u poglaviju o limesu funkcije pokazano eksperimentalno.
Zadatak 7.13. Primjenom L’Hospitalovog pravila odredite

. Insin2z
im ——

2—0 Insinz

Rjesenje. Uvrstavanje vrijednosti 0 u funkciju ¢iji se limes trazi dovodi do neodredenog
oblika koji rjesavamo L’Hospitalovim pravilom.

. Insin 2z —00
lim . = .
z—0 Insinz —00

L’Hospital predlaze deriviranje posebno brojnika i nazivnika

1

In sin 2x . Tmas c Cos 2r -2 . tgx 0
im — = lim T =2lim +— = —
z—0 Insinx =0 —— - COST z—0tg2x 0
1 2
—5 cos” 2x 1
= L'H=2lim —22 = lim —— = - =1
20— z—0 COS? 1
Zadatak 7.14. Odredite
. Inz
lim
z—0 ctgx
Rjesenje. Bududi uvrstavanje
. Inz —00
lim — = ——
z—0 ctgw 00



daje neodredenost, pokusava se deriviranjem brojnika i nazivnika do¢i do odredljivog izraza

1 .9
Inxz = sin” 0
lim —— = L'H = lim —%— = — lim = ——,
z—0 ctgx =0 ——5 =0 0
sSin© x

sin“ @ ~IVH — —lim 2sIinx cos _ 0 0,
=0 T z—0 1 1

a uzastopno ponavljanje pravila garantira da je konacni limes jednak pocetnom.

Zadaci. Primjenom L’Hospitalovog pravila odredite sljedece limese:

1.
g0
m
2.
o Inzx
lim —
r—00 I
3.
. X+ arctgr
lim ———
T—00 €T
4. )
. rcosr —sinx
lim ——
x—0 ;133
D. \
lim Ve
z—oo In T
6.
lim(1 — cosx) - cot x
z—0
7. .
. r+smmx
lim ——
z—o0 r — sinx
Rjesenge.
1. 0
2.0
3.1
1
4. —3
5. 00
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6. 0
7. L'Hospitalovo pravilo u ovom slucaju daje limes

. 1l+cosx
lim ——
r—00 1 — COS X

koji se ne moze odrediti. Stoga pocetni limes rjeSavamo pouzdanom klasikom

. x4+sinzx =z 14 sinz
lm ——: — = lim ——%- =1
z—oo xr —SINX X  x—ooo | — ML
X

jer je
. sine
lim

r—o00 I

=0

zbog ogranicenih vrijednosti sin x i neogranicene vrijednosti kojom se sin x dijeli.
U neodredene oblike spadaju

lim £ () -g(x) = 0-o0

lim f(z) —g(x) = 00— o0

Tr—C
lim f(z)"® = 1, 0% o
Tr—cC

Elementarnim transformacijama i koristenjem zamjene limesa i neprekidnih funkcija
navedeni se oblici transformiraju u izraze na koje se smije primijeniti L’Hospitalovo
pravilo.

Zadatak 7.15. [zracunajte

lim arcsin xctgx.
z—0

Rjesenje. 'Trigonometrijskim identitetom

ctgr = —
g tgx

dobije se zapis funkcije na koji se moze primijeniti L'Hospitalovo pravilo

: . . arcsinz 0
lim arcsinxctgr = lim —— = —
x—0 z—0 tgl’ 0

. 1—x2 :
= L'H = lim =lim —— = =
i
x—0 p =0 /] — xQ 1

= 1
Zadatak 7.16. Odredite

. 1
lim ze=.
Tr—r00
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Rjesenje. U ovom slucaju izraz se moze transformirati na sljede¢i nacin:

1

lim :z;ei = lim eTx
Tr—00 r—r00 ;
|
— 5 1
= I'H=lim —% = lim ex = ¢’
T—00 - T—00
= 1
Zadatak 7.17. Odredite
_ 1 In(l+1)
lim |- —
t—0t+ | t2

Rjesenje. Uvrstavanjem kriticne vrijednosti dobiva se
00 — 00.

Za primjenu L’Hospitalovog pravila funkcija mora imati oblik razlomka:

lim 1 In(l+¢) _ limt—ln(1+t) 0
t—>0t+ | ¢ 12 t—0 2 0
-4 1 t
= L'H =lim —** = ~lim
t—0 2t 2 t—0 t(t + 1)
1 1 1
— L'H -

=—-lim—— =
2t20t+14+¢ 2

Zadaci. Odredite limese sljede¢ih funkcija:

1.
lim (7 — 2z) - tgx
=7
2.
limz-lnz
x—0
3.
lim 28 - e7*
Tr—r0o0
4. . )
lim(— —
xlg(l)(m er — 1)
5. ) .
li - —
wlgtl)(:csinx xz)
6.

1
lim {x—ﬁln (1—1——)}
Tr—+0c0 €T
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lim x*
z—0
8.
1
lim =1
z—0
9. 1
lim (ctgx)m=
z—0
10. )
. 2\ 1
glglg(l](l + %)
11. )
. 2 1
9101_%(6 + )
12. .
: T \tan BE
i;rx%(tan 1 )2
13. - )
glglg(l)(i — arctgx)h=
14. 1
lim g n-c=%)
z—0
Rjesenja.
1. 2
2.0
3.0
1
4. 1
1
5. 1
6. % Koristiti: limg 40 [12 (% - ln(l + %))] = lim, iiihgji%‘) =
7.1
8. 00
9. e!
10. 1
11. ¢
12. et
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13. 1
14. e

Zadatak 7.18. Odredite
lin(l)(sin z)"9*,
T—

Rjesenje. UvrStavanjem se dobiva upravo neodredeni oblik 0°. Ra¢unanje limesa zahtijeva

transformaciju

tgx In(sinz)t9® __ etg;v~ln sinx

(sinz)* =e

koja se poziva na odnos medusobno inverznih funkcija

Nadalje, zbog neprekidnosti eksponencijalne funkcije, moguce je zapisati

lim 6tga:~lnsinx _ elimz—m lnjg;z
z—0

pa se racunanje svodi na nalazenje

1
. —=— cosx
lim, o nsine g ma—o ST
e = ctgx = [ sin4 x

.2
3 sin” &
= e limg o tom

=1

7.4 Asimptote grafa funkcije

Postoje vertikalna
r=c & lim f(x) = 00

T—C
horizontalna
y=d & lim f(z) =d
T—r00

i mozebitno kosa asimptota

y = kx+1

k = lim M

T—00 T
L= lim (f(z) - kx)

Zadatak 7.19. Odredite asimptote grafa funkcije

.172

v 22— 1
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Rjesenje. Domena funkcije bit ¢e rjesenje nejednadzbe
2 —1>0.

Nejednadzba se rjesava nalazenjem onih tocaka x na brojevnom pravcu za koje je

2—1 = 0
2 =1
371:1 .T2:—1

Analiza predznaka izraza x? — 1 na brojevnom pravcu dat ¢e interval u kojem je izraz
2% — 1 pozitivan
T ‘ —00 —1 +00

1
x2—1:‘ + 0 — 0 +

Bududi da nazivnik iskljucuje nultocke, domena je

D = (—00, —1) U (1, +00).

Vertikalne asimptote traze se u rubovima domene

2 1
m —— == = +00
r——1 3/3;'2 —1 O
pa je pravac x = —1 prva vertikalna asimptota.
Racunanje
, x? 1
lim ——— = - =+

z—1 x2 —1 0

daje i drugu vertikalnu asimptotu z = 1 i to su jedine vertikalne asimptote.
Horizontalna asimptota trazi se ispitivanjem limesa u beskonac¢nim rubovima domene

x? x? 1

z—+o00 /2 — ] x2 —+00 22 1

Ja* = Vi)

pa nema horizontalne asimptote prema +oo. Posve analogno nema je ni prema —oo jer je
zbog parnosti funkcije graf simetrican:

2

(—x) x

V(—z)2—1 V1
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Za odredivanje kose asimptote potrebno je odrediti koeficijent smjera

2

k= lm YL = m — .7
x—+00 x T—+00 x2 —1 x
1
k = lim
T—r—+00 72 1
2 2
Jr>0 = z=Va?/
1
k = lim =

i odsjecak na osi y

L’Hospitalovo pravilo ovdje nema uporista za primjenu buduéi je neodreden brojnik.
Preostaje pokusaj prebacivanja iracionalnosti iz brojnika u nazivnik odnosno
racionalizacija brojnika

> —zvrt—1 2> +avar?—1 I at — 2% (2% - 1)
= lim

lim

z—+00 2—1 a2 +axva?—1 w=to0 p2\/1? — 1 4 x(x? — 1)
. 2 23 ' 1
= lim : = lim L

z=t00 p24/q2 — 1 4+ 23 — 2 S s T—>+00 1../22 1

)

1+1-0

Rezultati pokazuju da postoji kosa asimptota za x — +o0 i to je pravac
Yy =x.

Asimptota se za drugu stranu domene kad  — —oo trazi se analognim postupkom

x2

. Vz2—1 . T T
k= lim ¥* = lim —: —
T——00 T z——00 r/x2 -1

Jr <0 = :c:—\/a?/

1
k = lim
T——00 . ﬁ o 1
22 22
1
k = lim =
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Analogno se rac¢una koficijent [ u jednadzbi kose asimptote y = kx + [

l:

l:

2

lim [ ——
T——00 (1/1;2 -1
2+avez—1 22 —zxva? -1

+a)

lim
T——400 r2 —1

113'2

= lim

2?2 —xva? —1

1‘3

-0 p2/02 — 1 — a3+ 23

2+ ova? -1

lim
T——00 x2 -1
lim ot — 2% (2% - 1)

v——o0 720/72 — 1 — x(22 — 1)

lim z

Tr—r—00 CL’Q
L(y/2 1) 142
0

S —

-1—-1+4+0

pa je asimptota kojoj se graf funkcije priljubljuje za izuzetno negativne vrijednosti

argumenta

Zadatak 7.20. Odredite asimptote krivulje

Y= —2.

228
Y=g
Rjesenge.
Vertikalna asimptota nalazi se na temelju domene
D =R\ {-2,2}.
Ispitivajuci
I 223 —16 n
im = — =
o224 0
223 —16
im = —— = -
es—2tx2—4  +0
i 223 16
im = — =—
T2~ ZE2 —4 —0
i 213 16 N
im = — =400
a—2t 2 —4 40

23

r—c0 x2 — 4

23

T—r+00 ;L'2 —4 '

2
= — = —0
-0
2 _
= — = O
+0



koje pokazuje da ih nema.
Kose asimptote postoje ako postoje konacni limesi

2 3
- 222 2 2
k= lim 2= = lim T % _ lim T =2
r—+oo I T—+00 ,1'2 —4 xQ x—+o0o ] — =
, 213 . 223 = 2z(2? — 4)
l_:cgl-’lkloo (m2—4_2x>_m1—1>1—11—100 2 —4
8x x?

[ = lim : =
z—+oo 12 — 4 x2

koji u ovom zadatku daju desnu kosu asimptotu
Yy = 2.

Lijeva beskonacnost ispituje se s ciljem da se provjeri postoji li lijeva asimptota

223
222 x? 2
_ . x2—4 o . LY . —
, 213 . 223 = 2z(2? —4)
l—xllgloo (1;2—4_2x>_m1—1£loo 2 —4
8 2
= lim —— = =0,

z—oo 12 — 4 g2

Asimptota kojoj se graf funkcije priljubljuje teze¢i u beskonacnost s lijeve strane je isti

pravac
Yy = 2.

Zadatak 7.21. Odredite asimptote funkcije

3
Y=V 253

Rjesenje. Domena funkcije dobiva se rjesavanjem nejednadzbe

3
T
> 0.
r+3

.. . . o . . 3 .
Rjesenja nejednadzbe nalaze se analizom predznaka izraza .= na brojevnom pravcu.
Analiza se provodi nakon nalazenja nultocaka brojnika i nazivnika jer je za te z-eve

nemoguce odrediti predznak razlomka

2=0=1,=0
r+3=0= 29 =-3.

Analiza na brojevnom pravcu

€T ‘—oo -3
CEB

x+4




daje domenu kao uniju podrué¢ja na kojim razlomak poprima pozitivne vrijednosti. Tocka
-3 iskljucuje se iz domene jer dijeljenje nulom nije definirano. Domena je tako:

< —00, —3 > U[0, +00 > .

Vertikalna asimptota dobiva se ispitivanjem limesa:

F \/T

+00
x4+ 3
lim —\/j:()
z—0 :L‘—|—3 3

U ovom slucaju, jedina vertikalna asimptota je

r=—3.

Slijedi ispitivanje postojanja horizontalne asimptote:

:v3
lim
T——00 :EH ool‘+3 1’3
=4/ li
20— 0
) . 3
lim \/ :\/ lim T —
z—+o0 | x4+ 3 z——o00 T + 3 x3

=\ m 5 =t

Kosa asimptota zahtijeva nalazenje koeﬁcijenta smjera i odsjecka na osi y:

373
[ = lim —x
T——+00 T+ 3

- lim \/_—JT\/F Va3 +ay/z+ 3
N N RN

_ 23 — 22 (x + 3)
= lim
zotoo \ fa3(x 4+ 3) + x(z + 3)
. —322 .xQ
= lim = P
eotoo \fr3(x 4+ 3)+a(r+3)
= lim 3
—_— _3 —_
141 2
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Slijedi da je desna kosa asimptota
3
=x——.
i 2
Lijeva asimptota dobiva se nakon slicne analize. Koeficijent smjera dobiva se analogno
x?
k= lim ™ im — T )2
T——00 €T T—r—00 xr + 3 €T
[jer je x<0=x=-—Va?/
1
=—1

8
+
w
+
8
N———

Slican racun za

w

= lim 3 x_2
v==c0 \ /23(x +3) —x(x +3) 27
. -3
= lim
TR GED -1+
-3

nazalost, ne uspijeva jer se u racunanju javljaju nedefinirani izrazi poput v 3 koji za
r — —oo ipak nije definiran. Stoga navedeno nema smisla, ali se malim trikom moze izraz

transformirati:
3 — 3 23
lim +2x ] = lim —z | = lim —x
T—>—00 -+ 3 T—+00 —x+3 T—+00 x—3
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Korektan rac¢un za [:

3
[ = lim< * —x)
T—+00 r—3

, vVad —zvr—3 Vvad+axyvr—3
= lim :
@—+00 vr—3 vad+xyr —3

3 — 2*(x — 3)

= lim
e=too a3 (x — 3) 4+ x(x — 3)
) 32 22
= lim P
e=too \fa3(x —3) +x(x—3) =
3
= lim
B 3 3
o1+1 2
pa je lijeva asimptota
3
y=—x+ 5

7.5 Kbvalitativni graf funkcije

Crtanje kvalitativnog grafa podrazumijeva graficki opis domene, intervala rasta, pada i
ekstreme, konveksne, konkavne zakrivljenosti i tocaka infleksije te kona¢no asimptota.

Zadatak 7.22. Ispitajte tok i nacrtajte graf funkcije
Y= z2es.
Rjesenge.
i Domenu funkcije ¢ine svi brojevi osim 0, D = R\ {0}.

ii Analiza predznaka prve derivacije

/ 1 2 L —1
Yy =2zxer +aver - —
x
vodi na rjesavanje jednadzbe
y =0
er-(2r—1) = 0
1
ry = 5
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nakon koje slijedi ispitivanje monotonosti

r: —00 0 % 400
y - ! - 0 +

62
Yy NN F S

Druga derivacija

1 1
"o = 2
y' = ;ez(%s -2z +1)
nema nultocku, a predznak ne mijenja ni u tocki prekida pa je pozitivna na cijeloj
domeni Sto znaci da je graf konveksan.

iii Ispitivanje rubova domene:

. 1
lim z%es =o00- e’ = 0

r——00
. 1 _
lim 2%ez =0-e > =0
r—0~
1 _1€l
1 Ex — €z
lim 22z =0-et® = lim — = I’H = lim &£ =
1 -2
z—0t z—0t = z—0t —
X X
e% ;16%
. . 2 ?
= lim - =L'H= lim £ ==¢" = 400
maO‘F ; 1‘~>0+ x_2

: 1
lim z%es =o00- e’ = 00

r—r—00

lim xQe% =00
r—r00

6 v

4 1

2 1

i I L Al L x
-3 -2 —1 1 2

Slika 18: Graf y = e

Zadatak 7.23. Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije

l’3

YT o+
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Rjesenje. Domena funkcije

D =R\ {-1}.
Prva derivacija je
, 2z +3)
2(x+1)3
iz koje se oc¢itavaju nultocke: x1 = 0 i x5 = —3 koje su potrebne u analizi rasta i pada
funkcije:
r —00 -3 —1 0 +00
Y + 0 - ! + 0 +
y J-EN ! 0
iz koje je vidljiva tocka maksimuma (—3, —%).
Druga derivacija
" 3x
V' = o
(x+1)
ima nultocku u nuli. Analiza predznaka druge derivacije:
T —00 0 ~+00
y" - 0 +
Y n o0 u
daje tocku infleksije (0, 0).
Vertikalnu asimptotu x = —1 pokazuje
: z°
zlg{ll 2(z + 1)? oo
Horizontalne asimptote nema, a kosa asimptota:
$—3 2 1
k= lim 2 gy T
3 1 23— x(x+1)?
=1 —— — —x | = i =-1
e (2(&: +1)2 23:) 20 2(z +1)2
ima jednadzbu
1
y=—-x—1

2
i asimptota je kojoj graf prijanja na obje strane prema beskonac¢nosti.

Zadaci.

1. Nacrtajte grafove sljedec¢ih funkcija:

(a)



-3 -1

!
!
|
|
|
|
|
|
|
T
!
!
!
|
|
|
-1
|
|
|
|
!
!
|
1
|
|
|
|
|
|
|
!
!
|
|
|
|

Slika 19: Graf funkcije y = ﬁ
(b)
oz
V=2 +1
()
y=r+—
x
(d)
_2?—3r+2
Y x2+1
(¢)
=2
v= x? 42
(f)
y=uxe
(8) i
e
Yy=—
x
() 1
Yy = rez—2
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§)
yzléi

(k)
B 1—Inzx
y= 1+Inzx

2. Ispitajte tok funkcije i skicirajte graf sljede¢ih funkcija:

(a)
2x

(b) N

x
Yy = arctan
z+1

(e)
_x2—|—1
Y= or+1

(f)
_ (Bx+42)?
3r —1

()
y=axVvV1—a?

3. Ispitajte tok i nacrtajte graf funkcije

4. Nacrtajte kvalitativni graf funkcije
1

1+

y = arcsin 5
5. Ispitajte tok i nacrtajte graf funkcije
23
Y=\ =2
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7.6

10.

Zadaci za samostalno rjesavanje

. Odredite domenu i klasificirajte lokalne ekstreme funkcije

y =2 —2sin’z.

. Odredite lokalne ekstreme funkcije

1.3

2+ 3

y:

Odredite intervale monotonosti funkcije

Odredite tocke infleksije funkcije y = 32* — 102® — 1222 + 122 — 7.

Odredite tocke infleksije funkcije y = sin® .

Primjenom L’Hospitalovog pravila odredite limes lim,_, ;—z

Primjenom L’Hospitalovog pravila odredite limes lim, _,; 1“1
tanx—sinx
Sll’l X

Primjenom L’Hospitalovog pravila odredite limes lim,_,

cotx

Primjenom L’Hospitalovog pravila odredite limes lim, o -

Odredite asimptote sljedec¢ih krivulja:

(a)
(b)
()
()

w
~
8
+18
—

NN < <
Il
T]
W

)2

e

<

I

&
H\»—‘ ﬁ

818

l\’)»—l

(e)
()
(2)
(h)

)

I
= 8

et 1y

sm T

h
(i

Y
Y
Y
Y

2:1: + arctan z

Rjesenja.
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1. Domena funkcije je R. Prva derivacija
Yy =1—4sinxcosx =1 — 2sin2x

daje stacionarne tocke

y =0

1 = 2sin2x
T

2r, = 6+2]€7T
T

ry = E‘{‘]{IW
5

20y = g—l—?lmr
5%

Ty = E‘i‘k"ff

Analiza predznaka 3y’ najocitija je na trigonometrijskoj kruznici.

. 5m _ s Sm o Sm = o __
T2 =T 12 12 12 LT T=1 -7
J 0 + 0 — 0 + 0 — 0

Analiza klasificira

e lokalni maksimumi za x = 75 + k,

e Jlokalni minimumi za z = % + k.
2. Domena R. Iz

, 3a*(2®+3)—2x-2® 2+ 927 2?(a?+9)

(x2 + 3)? N (22 4 3)2 B (22 4 3)2
slijedi
T —00 0 +00
Y + 0 +
Y a a

Derivacija je uvijek pozitivna pa funkcija raste na cijeloj domeni.

3. Domena
D =<0,4+0 >.

Prva derivacija

) = (%—1)x—(lnx—x):1—x—lnx+x:1—lnx

2 2 2

je negativna na intervalu < e, 400 >, a pozitivna na < 0,e > pa su to i intervali pada
odnosno rasta.
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4. Domena polinoma je R. Derivacije:

y = 122° — 302% + 24z + 12
y' = 362% —60x + 24

daju tocke infleksije jer je o¢ito da za x1 = 11 za xs = 2/3 druga derivacija mijenja
predznak, a graf funkcije zakrivljenost.

5. Domena funkcije je R. Derivacije

y = 3sin’z-cosz

y" = 6sinxcos’r — 3sin®z = 3sinx(2cos® x — sin® 7)

ukazuju na nultocke druge derivacije

sinx =0 2cos’x —sinz =0
r=kr, keZ 2cos’z—(1—cos’z)=0
Jcos?r =1
cos’x = 5
cosx:i%

r; =+ arccos% + 2km
T9 = T arccos %1 + 2k

Bududi su sve nultocke druge derivacije jednostruke, tocke infleksije funkcije su
nultocke druge derivacije

(km,0), keZ
1 16v/2
(£ arccos - + 2k, j:—\/_), keZ
3 27
1 16v/2
—— 4 2km, , keZz
(arccos 3 + 2k o7 )
1 16v/2
(arccos = + (2k + 1), ——\/—), keZ
3 27
6. oo
7.1
1
8. 3
9. —o0
10. (a) Vertikalne asimptote su x = 1 i # = —1, horizontalnih nema, kosa asomptota
Yy =x.
(b) Vertikalnih asimptota nema. Horizontalne asimptote su y =11y = —1.
(c) Vertikalnih i horizontalnih nema. Kose asimptote suy = x zax — +o0iy = —z

za r — —OQ.
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(d) Vertikalna asimptota je z = —1. Kosa asomptota je y = %x —1.
(e) Vertikalna asimptota je z = 2. Horizontalne nema. Kosa asomptota je y = = + %

(f) Vertikalna asimptota je z = 0. Kosa asimptota je y =  + 1. Racun:

1
lim z-ex = 0-e7™ =0-00 = neodr.
z—0+
1 T
. 1 . €z , . . €z —% . 1
lim z-ex = lim —=LH= lim lim —5* = lim e* = o0
z—07F x—07F p z—0t z—0+ =z x—07F
1
lm z-ex = 0:-e=0-0=0.
x—0~
. 1 0
limz-er = o00-e =00
T—00
1
€Xr:-ex 1
k= lim = limer=€e"=1
T—00 €T Tr—r00
1 1
. 1 . ez — 1 / @ - =k
[ = lim (1:65 — x> = lim — = L'H = lim —~

(g) Vertikalna asimptota ex 4+ 1 = 0. Kosa asimptota je y = z + <.
Svojstvo logaritmiranja potencija daje zapis formule

( 1)
y=xzlnle+ —|.
x

Domenu ¢ine brojevi koji zadovoljavaju
1

e+—>0.
x

Nejednadzba se rjesava analizom predznaka izraza

1
e+ —
x
na brojevnom pravcu
1
et+— =0
x
1
r = —=
e
x —00 —1/e 0 00
e+ + 0 - I +
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Domena je D =< —o0, —% > U < 0,400 >. Ispitavanje rubova domene

) 1
lim z-In (e + —)
z——1/e X

) 1
Iim z-In (e + —
T—+o00 X

Kosa asimptota:

T 1
. et T .
lim ——— = lim

z—0 =1 xﬁOe—kl:O
x xX

+oo-Ine =+

. et
L'H = lim —=
Tr—r00
X
1
e

(h) Vertikalne asimptote nema. Horizontalna asimptota je os .

(i) Vertikalne i horizontalne asimptote nema. Kosa asimptota je y = 2z + 7:

k= lim
Tr—r00

2x + arctan ”2—”

[ = lim <2x + arctang — 2x> =

T—00

214

) arctan o)
lm (24 ——= | =2+ =
T—00 X (0. ¢}
24+0=2
s
2



8 Integrali i primjene

Integralni racun rjesava vrlo jednostavno izreciv, no i netrivijalno rjesiv problem
izracunavanja povrsine ravninskog lika. Osim u geometriji, integralima se rjeSavaju
problemi gibanja, potrosnje energije pa i ekonomski problemi.

8.1 Definicija odredenog i neodredenog integrala

Odredeni integral ogranicene funkcije f : [a,b] C R — R§ oznacava se s fab f(x)dx, a
predstavlja povrsinu koju omeduju graf funkcije f, os x i pravci x =a iz = 0.
Brojeve a i b zovemo redom donja odnosno gornja granica integracije, a interval
la, b] intervalom integracije.

Primjer 8.1. Izracunajte povrsinu omedenu u koordinatnoj ravnini vertikalama x = 2,
x =4, osi x i grafom funkcije f(x) = 3.

4
Slika 20: Integral / 3dxr = 6.
2

Rjesenje. Nakon crtanja jasno se vidi da je povrsina jednaka 6 kvadratnih jedinica.

4
/ 3dx
2

predstavlja zadatak naveden u primjeru. Rjesenje zadatka zapisuje se

4
/ 3dxr = 6.
2

Zadatak 8.1. Nacrtajte graf funkcije y = 2x. Izracunajte povrsinu omedenu grafom
funkcije y = 2x, koordinatnom osi x te vertikalom x = 1 i vertikalom x = 3, Zapisite
zadatke pomocu oznake odredenog integrala.

Odredeni integral u oznaci
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3
=32 - 1%

3
Slika 21: Integral / 2rdr = 2*
1 1

Rjesenje. Nakon crtanja, zadatak se svodi na racunanje povrsine trapeza i dobiva se 8
kvadratnih jedinica. Zapisano integralom:

3
/ 2xdr = 8.
1

Uoéite vezu formula 2z i 2. Formula 22 predstavlja antiderivaciju funkcije 2z. Uocite da

vrijedi:
3
/ 2xdr = 2
1

Definicija 8.1. Neka je zadana funkcija f: D — R, neka je I C D i neka je A C 1
konacan ili prebrojiv podskup. Primitivna funkcija funkcije f na intervalu I je svaka
neprekidna funkcija F : I — R takva da je F'(z) = f(x), Ve € T\ A.

3
=32_12=8.
1

Teorem 8.1. Ako je F(x) primitivna funkcija funkcije f(x) na intervalu I, onda je i
F(z) + C primitivna funkcija funkcije f(x) na intervalu I, VC € R.

Definicija 8.2. Neodredeni integral funkcije f na intervalu I je skup svih primitivnih
funkcija funckije f na intervalu I. Koristimo oznaku:

/f(a:)da: _ F2)+C, CeR,

pri cemu je F' neka primitivna funkcija funkcije f na intervalu I, x je varijabla
integracije, [ je podintegralna funkcija, a C' konstanta integracije.
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Vrijedi:

anrl
"dr = —1
/x x n+1—|—c, n #

1
/—-dm = In|z| +¢,

i

gdje je || radi sire definicije podintegralne od primitivne funkcije.
Pravilo koje vrijedi prilikom integriranja je

a1+ 8 gonis = a- [ s@its+5- [ g

Newton-Leibnitzova formula. Ako je funkcija f integrabilna na intervalu [a, b] i ima
na tom intervalu primitivnu funkciju F' (funkciju takvu da je F' = f), onda je

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).

Cesto umjesto F(b) — F(a) pisemo skra¢eno F(z)|’ pa Newton-Leibnitzovu formulu
mozemo pisati u obliku

b

[ rads = F@L:
Zadatak 8.2. Izracunajte povrsinu koju parabola y = 2x — 3x? zatvara s 0si apscisa
Rjesenje. 'Tehnika rjeSavanja jedino nakon pogadanja formule ¢ija je derivacija pod

Y

(@]
Wi
8

2
3

M)

Slika 22: Integral /3 (27 — 32°)dx = (2% — 2%)

0 0

Wl

5 4 8 4
integralom: 20 — 32%)dr = (2* — 2%)| = - — — = —.
integralom /O(x x%)dxr = (x x)o 5~ 5 = o7
Zadatak 8.3. Odredite povrsinu omedenu pravcem y = 2x + 5 odozgo, vertikalama x = —2

1 x = 3 slijeva 1 zdesna te osi x odozdo. Izrazite zadatak integralom.
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Rjesenje. Nakon crtanja povrsina dobivenog trapeza jednaka je

a—+c 11+1
D=
2 2

P= -5 =30

kvadratnih jedinica. Zadatak iskazan integralom:
’ 3
/2(290 +5)dx = (z° + bx)|”, = 30kv.
Zadatak 8.4. Izracunajte

/05(10 ~ %)da.

Rjesenje. U koordinatnoj ravnini nacrta se pravac 2x + y = 10 i trazeni integral upravo je
povrsina pravokutnog trokuta i iznosi 25 kvadrata. Newton-Leibnitzovom formulom dobije
se

5
5
/O (10 — 2z)dx = (10z — 2*)|, = 25kv

8.2 Neposredno integriranje

Jedini nacin rjesavanja integrala je pogadanje formule koja derivirana daje podintegralnu
formulu. Diferencijal dz ukazuje na varijablu u podintegralnoj funkciji. Ostali brojevi koji
se javljaju ispod integrala su konstante. Integrirati se moze samo po jednoj varijabli.
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10.

11.

12.

Tablica neodredenih integrala

/d:)::x+c

an—&—l
/x"-da:: +c, n# —1

d
/—x-dx:1n|x]+c
T

/ex-da:—ex—l—c; /axd:c—a +c
Ina

/sinx-da::—cosx—}—c; /Cosx-da::sinx—l—c

cos? x sin® x

d d
/ : ~dx =tgx + ¢; / f dr = —ctgx + ¢

dx 1 t:v+
————— = — .arctg— +c¢
24+a2 a ga

/ dx 1 | |:c—a|jL
—— = —"In c
2 —a?  2a r+a

dx
———=Injz+ Va2 + Al +c
/\/932+A | |
.
= arcsin — + ¢

/ dx
vaz — a2 a

2

/\/aQ—xz-dx:g-\/aQ—quL%-arcsinz—l—c
a

A
/\/x2+A-dx:g-\/x2+A+§-1nx+Vx2+A+c
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Ostali neodredeni integrali, ako su rijeseni, mozda se nalaze u nekom od priruc¢nika
namjenjenog inzenjerima ili studentima. Valja napomenuti da nije svaki neodredeni integral
rjesiv. Odredeni integral je moguée rijesiti ako je funkcija f : [a,b] — R™ neprekidna.

Zadatak 8.5. Odredite

/ v 2pxdz.

Rjesenje. U podintegralnoj funkciji p je konstanta pa zbog linearnosti operatora
integriranja imamo:

3
/\/prdx:/\/fp-\/%da::\/Q_p-/ajédx:\/?p-%:%yp\/g+c.

2
Zadatak 8.6. Odredite

/ (22 +1)(2% — 2)dx'

3/ 1.2

Rjesenge.

€T3
= / (:c% g8 —21'%2) dx
13 z 1
x x3 x3
= m 7 2T tc
3 3 3
3aty/r 3w 69/T + ¢
13 7
Zadatak 8.7. Odredite
/ dz
x2 47
Rjesenge.
/ dx 1 0 .
= —arclg— + ¢
2+7 ViU

Zadatak 8.8. Rijesite

/tgzxd:t.

Rjesenje. Pomocu osnovnih trigonometrijskih identiteta podintegralna funkcija poprima
oblik pogodan za integriranje:

/tg%dx _ /Sm%dm:/ﬂm
cos? x cos? x
1 cos?
= / — v dx
cos?x  cos?zx
1
= / 5 da:—/da::tga:—x—i-c
cos? x
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Zadatak 8.9. Integrirajte

/ dz
3245

Rjesenje. Izlucivanjem 3 u nazivniku dobiva se

arctan —x + c.

/ dx 1 / dx 11 ; T 1
— = _ = — arc =
322+5 3 ) 22+ g 3 \/é g \/é V15 V5

Zadatak 8.10. Odredite
/ (aar _ bx)de
a*b® '

a®® — 2a*b* + b** a\« b\"
/ e dx-/(E) dx—2/dx+/(a) dx

:@-(%)z—zv—kﬁ.(g)x

1
/ 3*e*dx.
0

Rjesenje. Racunanje odredenog integrala izvodi se po Newton-Leibnitzovoj formuli i
sastoji se od nalazenja primitivne funkcije za podintegralnu funkciju. Pravilom o
potenciranju potencija jednakih baza, moguce je podintegralnu funkciju svesti na oblik iz

tablice:
1 1 x|l
/ 3etdr = /(36)Id$: (3¢)
0 0 In3e |,

3e 1
In3e In3e 34093

Zadatak 8.12. Odredite vrijednost odredenog integrala
-1
—2
/ ‘ s—d.
_9 T
Rjesenje. Algebarskom transformacijom
—1
2
[ 2)e
_9 T Xz

integral se svodi na dva integrala op¢ih potencija

—1 —1
/ x 2dx — 2/ r3dx.
92 2

Primjenom tablice po Newton-Leibnitzovoj formuli dobiva se

-1
1 11 1 -
:1___2(___>:__2._3:§_
L 2 —2  —8) 2 8 4

Rjesenge.

Zadatak 8.11. Izracunajte

-1 —
232

)
-2

.CL’_l

—1

—2
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Zadatak 8.13. Izracunajte

/ )

Rjesenje. Svodenjem podintegralnog izraza na zajednicki nazivnik dobiva se

/32614—\/5—\/5(1+\/E)d3: = /%;;Idx

e z(l —x) e z(l -z
e 3
= ln$|§/42:ln§—ln§:ln3.

Zadaci. Primjenom tablice i pravila odredite formule u sljede¢im zadacima.

1. Neposredno integrirajte:

(a)

(b)

(c)
dx

3

(d)
/ V1 — sin 2zdx

2. Odredite vrijednost odredenih integrala:
(a)
/1 dzx
o 1+

s
/ tg*xdx

s
3

(b)

3. Izracunajte vrijednosti odredenih integrala:

(2 8
/_1 Jrdr
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(b)
/2 dx
1 V14 a?
Rjesenja.
1. (a) =1/z—2lnz+zxz+c

(b) 2 (z+3) +c
(c)

\/W A /m4 + L+ 2 /w8+1+2$4 \/m

1 1 1
/xx—i; dx—/(x—l—a: >dx—lnx+—4+c—lnx—@+c

()
/\/1—811121: da::/\/SinQJ:—2sinxcosac+0082xdx:/\/(Sinx—cosx)de:

|sin — cos zldz = sinz — cosz, x € [—2F +2kr, 2 +2kn], keZ
© | cosz —sinz, x€[F+2km, 2 +2kn], keZ

2. a) 0.693, b) 0.7386.
3. a) 11.25, b) 0.32.

8.3 Metoda supstitucije

Metoda supstitucije sastoji se u zamjeni dijela izraza u podintegralnoj funkciji koja ovisi o
x, zapisanog kao k(z), funkcijom koja ée ovisiti o novoj varijabli ¢

k(x) = o(t)
Izbor k(z) mora biti takav da je moguce potpuno uvesti varijablu ¢ pod integral
k(x) = (1)
z o= k7 (e(t))

Potrebno je zamijeniti i diferencijal dx sa dt. Preslikavanje

mora biti bijektivno definirana funkcija.
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Zadatak 8.14. Supstitucijom odredite
/ Vb — 6xdx.

Rjesenje. Nema pravila koji dio podintegralne funkcije zamijeniti i koju funkciju izabrati
za zamjenu. U ovom sluc¢aju mudro je uzeti

5—6x = ¢
—6dx = 3t3dt
t2
de = ——dt
. 2

jer nakon uvrstavanja se dobiva prepoznatljiva podintegralna funkcija.
2

[ v =R
2

1 1t
= —— [ dt=—-—
2/ 21 ¢

Bududi zadatak trazi nalazenje primitivne funkcije za /5 — 6z, u rezultat se mora vratiti

varijabla x
t=+5—6x

pa je trazena primitivna funkcija

/\3/5 — 6xdr = —é (V65— 695)4 +c.

/ 2r — 5

———dx.

x2—bx+7

Rjesenje. Ovaj integral posebno je znacajan jer je u brojniku sadrzana derivacija
nazivnika. Cijeli nazivnik moze se zamijeniti novom varijablom

Zadatak 8.15. Odredite

2 —5r+7 = t
(2x —b)dxr = dt

jer je tada integral po novoj varijabli bitno jednostavniji

dt
?:1n|t|+c:ln|x2—5x—|—7|+c.

3
/xQew dz.

Zadatak 8.16. Odredite
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Rjesenje.

/xzexgd:v = [2° =t
3x’dr = dt/

dt
f— 2 . t - —
= / x°-e 5.2

1 1
= §/€tdt:§€t+6

3
= —¢e¥ +c¢

3
Zadatak 8.17. Rujesite

/ zdx
V1=t
Rjesenge.

¢ =t

2edxr = dt
dt

Ton B 1/ dt
V1—1t2 2] V1—t2

1 . 1 .9
= iarcsmt—i—c:ﬁarcsmx +c

/ ¢ dz.
er —1

Zadatak 8.18. Rijesite

Rjesenge.
e =1 =t
edr = dt
* rodt dt
/ C _dr = /e—-—: — =Inlt|+¢
er —1 t e® t
= Inle' —1|+c¢

Zadatak 8.19. Odredite

arcsin x
/\/ .2 dz.

Rjesenge.
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arcsin x
dr = /arcsinz =t
/ 1— a2 /
1

V1—a?
dx = V1 — z2dt/

:/\/1\{7\/7@5

de = dt

3
o2
= /tidt =t
2
2 ) 3
= g(aurcsm:v)2 +c

Zadatak 8.20. Rijesite neodredeni integral

T — \/arcthx

1 +422

Rjesenje. Prije supstitucije integral se rastavi i dobije se

xr — \/arctQZxd / /\/arcthxd
—————dxr = ———dx
14 422 1—|—4a72 1+ 422
1+422 =t arcthx =35
/ S8xdx = dt 1+( (icrlic )—d ds /
dt z<)ds
dx = dr = ——F——
- /x dt Vs (1+42%)ds
)t 8z 1+ 4a2 2
1 fdt 1
= - | ——= d
8 / t 2 / ras
1 1 2
= gh In(1 + 42%) — 5 g(arctg%v)% +c
Zadatak 8.21. Odredite
/a e ™ dr.
Rjesenje. Supstitucija —max =t daje
/ t dt a t —mx
a-€ - ——=——e +c= e +c
—-m m

Zadatak 8.22. Odredite
/(cosx + sin z)*dx.
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Rjesenje. Nakon kvadriranja dobije se
/(0052 x +2coswsing +sin® x)dr = /dx + /sin 2xdx
dt
= [2z=t dr=—
[2x =t, dz 5
. ,odt 1
= r+ smt-; :.9:+§-(—cost)+c

1
= x—icosh‘—i—c

/tg:z:da:.

Rjesenje. Definicija tangensa i ¢injenica da je sinus derivacija kosinusa

sin cosx =1
/tgxda: = / dxr = / —sinxdr = dt /
cos T __at
dr = —sinx

B /sinx dt
B —sinx

t
dt
= —/?——lnt—i—c

Zadatak 8.23. Odredite

= —Incosxz+c¢
Zadatak 8.24. Odredite
/ sin? z cos zdz.
Rjesenge.
sinx =1t
cosxdx = dt
daje

/t2dt:ﬁ: sin3:v+c‘

Zadatak 8.25. Odredite

/ cos® xdz.
Rjesenje. Koristiti identitet
9 1+ cos2x
cos” x = 5
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1 supstituciju

1 2 1 1
mdm = — [ drx+ - | cos2zdx
2 2 2

= 2x=t, 2dxr=dt

_ 11 dt
= 233 5 COS 9
111

L +1 in 2z +
= = —sin
2:E qSn2z+c

Kod rjesavanja neodredenog integrala rezultat nije jednoznacan. Tocnost primitivne
funkcije dovoljno je provjeriti deriviranjem. Derivacija mora biti jednaka podintegralnoj
funkciji.

Zadaci.

1. Zamjenom varijabli integrirajte:
(a)
/ xdx
V1—2?
(b)
/352\/ 1+ x3dx
/ dx
v (1+z)
/ .1 dx
sin — - —
x a2
/ dz
Va(l—z)

/ dz
zlnzn(lnz)




()

Rjesenja.

1. (a)

==

/xQ\/l + z3dx

[t

/ex\/a — bezdx

/ sin® z cos zdx

1—a22=1¢>

—tdt
Y N A
—2xdx = 2tdt }_/ ! Loaide

_ Ita?=2 | _ [ o, 2tdt 2 t?
o Se2de =2dt [~ | * 3r2 3 3
2
2.0 33
VD

x =t

ot
du = 2tdt } - / Mlep)  lardgvate

%:t B it —xgdt_ 1+
;—gdm:dt = [ sin 2 s te

/%:{ S }:/ﬁ:2amsm\/§+c

/

dx

zlnzIn(lnz)

B lnx = B rdt
C \lde=dt f ) x-t-Int
Int=s }_ tds

e In(In(lnx)) + ¢

Il
—N
=
QL
~
Il
<
Vo)




- p a — be* =t2 N 2tdt 2 3
/6 Va—berds = {—be””dx:%dt}_/e v ey

3

5 B sinx =t I AR
/smx cosx dr = {cosxda::dt}_/tdt_ﬁsm T+ c

8.4 Integral racionalne funkcije

Racionalne su funkcije omjeri polinoma. Racionalne funkcije jedine su koje mozemo
racunati pomocu cetiri osnovne rac¢unske operacije. Racionalne funkcije se mogu u
potpunosti integrirati. Integriranje se provodi direktno ili metodom supstitucije.

Primjer 8.2. Dokazite neodredeni integral iz tablice

1 1
[ wat= g

Rjesenje. Racionalnu funkciju potrebno je rastaviti na parcijalne razlomke

1 A B

Tr —a

+c.

T+ a

2 _ a2 x—a+x+a |- (z —a)(z + a)
1 = Alx+a)+ B(z —a)
1
r=a 2a
= ! B
Tr = —Q _ =
—2a
1 1
I % .
2 —a? r—a x+a

nakon ¢ega je integriranje lagano supstitucijom

/ dz 1 dx 1 dzx
22—a2 2] r—a 2a) r+a
1 1 —
= %(ln|x—a|—ln|x+a|):%ln i—l—z c.
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Zadatak 8.26. Integrirajte

/ dz
3+ 1

Rjesenje. Potrebno je rastaviti racionalnu funkciju u jednostavnije racionalne funkcije

1 A N Bx+C P )
3+ 1 r+1 x22—x+1
1 = A@@* -2+ 1)+ (Bx+C)(z+1)
o 1 1=A-3
A=
1=1+C
=0 3
C=-2
1=1+2B+3
r =1 3 3
B=—3

nakon Cega integriranje postaje jednostavnije

dz 1 dx —lp 42
3+ 1 3) v+1 22 —x+1
1 1 Tz —2
= —1 l-—= [ ——d
3n\x—|— | 3/x2—x+1x

11| +1‘+1/ 20 — 1 1/ dx
= —In|x — - -
3 2 ) 22—z +1 6 ) x2—z+1

N -
B —z41=t szd;

11 | +1|+1/dt 1/ ds

ey —1n|\x — _—— = _—

3 2/ t 6J) 243
1

1 1., 1 T -3
= §1n|x—|—1|+§ln(x —x+1)—6-§-arctg 7
2 2
1 1 1 20 —1
= —Inlz+1|+=-In(@*—z+1) - arct +c
S+ 1]+ 3 I ) S morets

Zadatak 8.27. Odredite
/ 341
— dx.
3 — Hx? + 6z

Rjesenje. Brojnik ima stupanj jednak nazivniku. Moguce je dijeljenje brojnika i nazivnika:

(2 +1) : (2 =52 +6z) =1
—a% + 52° — 6z
572 — 61 + 1
241 _ 1+5x2—6x+1
3 — 51 + 6x 23 — 512 + 6
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Zadatak je sada jednostavniji:

/ 23+ 1 e+l /d +/5x —6:L’+1d
x = x x.
x3 — bx + 6z a3 — bx? + 6z
Integral racionalne funkcije zahtijeva faktorizaciju nazivnika:
2% — 527 + 62 = v(2* — 5z +6) = 2(2* — 3xr — 22+ 6) = 2(x — 3)(z — 2).

Racionalna funkcija rastavlja se na parcijalne razlomke

% B ?+x?2+x€3 | (#" — 52"+ 62)
502 —6x+1 = A(x—2)(x —3)+ Ba(x —3) + Ca(x — 2)
1
z=0 69:
r =2 ?Z

i integral sada glasi

2+ 1 -3
—————dx = d 2d d dx
/x3—5:c2+6:1:x /x—i—/ x—i—/ x+/x—3

9
= ln|x|+—1n|x—3|——1n|x—2|+c.

Supstitucijom se velik broj integrala svodi na integrale racionalnih funkcija.

Zadatak 8.28. Odredite primitivnu funkciju za

dx
e2r _ o :

Rjesenje. Supstitucija e = t, e"dx = dt daje

‘/ a / dt
22—t ) 2(t—1)

P = Ttetion 10D
1 = At(t—1)+ Bt —1) + C#
t= . B=-1
t= . C=1

t =

[ ) A/l /
2(t—1) t—l

= —Inft/+ -1l
= —r+e” —|—1n|e — 1| +c

232



8.5 Zamjena varijabli u odredenom integralu

Rezultat odredenog integrala je broj. Promjena varijable integriranja povlaci i promjenu
granica:

’ [ . pl)=a
[ t@s = [ seena 7~

Primjer 8.3. [zracunajte

a
/ 22Va? — x2dz.
0

Rjesenje. U ovom zadatku pogodna je trigonometrijska supstitucija:

r = asint
dr = acostdt
T
t = arcsin—
a
a = arcsin0=20
T
B = arcsinl = 5

Nakon supstitucije i promjene granica dobije se
1 2
/ *Va? — zder = / a’sin®t - v a? — a2 sin® ta cos tdt
0 0
g
= / a’sin®t - a®- /1 —sin®t cos tdt
0

™

2
= a/ sin” t cos tdt
0
sint = s sp=sin0=0
costdt = ds sg=sinj =1

1
12 i
= a sfds=a- —
0 3

In5 ex\/m
——dx.

0 e* +3

a
g 93

Zadatak 8.29. Izracunajte

Rjesenje. Supstitucija mijenja granice

e* —1 =1t
erdr = 2tdt
e +3=1t2+4

tD:veO—lz()
ta =+Ver5 —1=2
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i novi integral glasi
2 2 42
-t 2tdt t
/ 2 . = 2/ dt
o 24+4 e o 1244

2 42 2 2
t*+4—4 dt
— o [ B a— [aes [T
o t?2+4 0 o 244

1 t
= 2t]2 -8 —arctg=|3
o 5arctgslo

- 4—4(%—0):4—w

Zadatak 8.30. [zracunajte

/5 dx
0 2r++3r+1

Rjesenje. Supstitucija
3r+1=1¢
3dx = 2tdt

daje integral racionalne funkcije

/4 Stat /4 tdt
1 2.t2;1+t - 1 t2_1_'_%t

3 3
_ l/42t+§—§
2/, 2—1+3%¢
3 1/4 2045 o1 3/4 dt
2/, 2—1+3t 2 2); (t+3)2-2%
—1+3t=v t+3=s
(2t +d)dt=dv dt = ds
- _ 3 _ 7
'UD—§ SD_ZL
UG:21 SG:14—9
B 1/21dv 3/149 ds
- 5 D 25
2 /s v 4 1 S2_E
1 3 1 s—2| 1
= —Invf3-=- In K
2l =33 5 s 42 :
7

1 3.7
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Zadaci. Izracunajte vrijednosti odredenih integrala:

1.
9
/ 22/ — bdx
5
2.
In2
ver — ldx
0
3.
¢ Ilnaxzdx
1 zvV/1+Inz
Rjesenge.
2.2—-3
3. 8/3

8.6 Integral trigonometrijskih funkcija

Integrali trigonometrijskih funkcija rjesavaju se neposredno primjenom iz srednje skole
naucenih trigonometrijskih identiteta.

Primjer 8.4. Izracunajte

1
/ sin(2¢ + 3) cos(3t — 1)dt.
0

Ovakav zadatak rjesava se primjenom formula za pretvaranje produkta trigonometrijskih
funkcija u zbroj:

e cosacosf3 = %[COS(OZ — ) + cos(a + )]

Rjesenge.

1 1 1
/ sin(2t 4 3) cos(3t — 1)dt = 5 / sin(5t + 2)dt + 3 / sin(4 — t)dt
0 0 0

1 —cos(5t—l—2)|1 1 —(:05(4—25)|1
2 5 02 -1

1 1
= —1—0(0087 —cos2) + 5((:083 —cos4) ~ —0.285

Zadaci. Izracunajte primjenom formula za pretvaranje umnoska trigonometrijskih funkcija
u zbroj:
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2m
/ 3sin(2z — ) - 6sin(E + z)ala;
A 372

2.
! T T
/ —3cos(2mp + =) - 3cos(—3mp — —)dp
0 2 4
3.
/6
/ sin bx cos xdx
0
4.
w/2 x T
/ sinx - sin — - sin —dx
0 2 3
Rjesenge.
1. =14
—9/2
2. =5r=
1_ V3
3. 6 - E
4. 0.1729

Integrali tipa

/ sin™ z cos” zdx

trivijalni su ako je bar jedan od cijelih brojeva m ili n neparan. Primjerice, za m = 2k + 1
integral prelazi u

/sir12]“C ~cos" x - sinzxdr = — /(1 — cos® x)* cos™ zd(cos 1)

koji supstitucijom cosx = t prelazi u rjesivi integral polinoma

/(1 —tHk ¢t

Analogno u sluc¢aju da je n = 2k 4+ 1 neparan broj.

Primjer 8.5.
/Sin6 x-cos’ xdr = /sin6 x - cos® x - cos xdx

= /sinﬁz( —sin?x)* - d(sinz) = /sinz =t/

= /t6( tH4dt = [ 151 — 4? + 6t* — 4t° +%)dt

t7 t9 tll t13 t15
S A - |
R S TR TR A

sin” x sin? x sin™! 4sin13 x n sin®® x

7 Y9 0T 13 15
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Integrali tipa

/ sin™ x cos" xdx
u kojim su potencije parne rjesavaju se identitetima
e sin’z = 1(1 — cos2x)
e cos’z = 1(1 + cos 2z)

® SInxrCcosx = %sin2x.

Primjer 8.6.

/ cos? 3rsin? 3zdr = / (cos 3z sin 3x)? - sin® 3wdx

.9
6 1 1 1
- sm4 L. 5(1 — cosbz)dr = S /Sin2 6xdr — 3 /sin2 6z cos 6xdx
1 1 1 1
= 3 5(1 — cos 12x)dx — 3 /sin2 6 - Ed(sin 6x)
1 1 sinl2z 1 sin®6x

+c

x . _— —
16 16 12 48 3

U rjesavanju se primjenjuje i posebna, trigonometrijska, supstitucija

tgt = ¢
95 =
2dt
dr = —
LT o e
, 2t
smr = ——-
14 ¢2
1—¢2
COsr = —
1+¢2

kojom trigonometrijski integral prelazi u integral racionalne funkcije koji je uvijek moguce
razrijesiti.

Primjer 8.7. Rujesite

/ dz
1+ sinx +cosx

Rjesenje. Univerzalna supstitucija daje

d 2dt
el e
1+sinx + cosw 14 2t 4 1=t

1412 1412
/)Qﬁ L/ At +e=Tn|l+tg2| +
— — = 1n CcC = 11n - C.
2+ 2t 1+t 95
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Zadatak 8.31. Univerzalnom trigonometrijskom supstitucijom integrirajte

/ dx
cost + 2sinx + 3
Rjesenje.

2dt
dx _ 1+t2
/cosa:+251na:+3 N / + +3

1+t2 1+t2

B / 2dt __/ dt _/’ dt
)24+ 4t+4 ) 242t +2 ) t+1)2+1

= arctan(t + 1) = arctg(l + tgg) +c

Primjer 8.8. Integrirajte

/ 1+2cosz
y dz.
sin z(3 — cos z)

Rjesenje. Integral se rjesava supstitucijom

/ 1+ 2cosz cosx =t / 1+2t dx
sinz(3 — cos z) —sinzdr = dt sin z(3 —sinx
B / 1+ 21
- Jamme-9”
rastav :
1+2¢ A N B N C
1-t1+t)(t—-3)  1—t 14+t t-3
142t = AQ+H)(t—-3)+B1—-t)(t—3)+C(1—1t)(1+1)
3
t=1 : A=—-
4
7
t=3 S
8
1
t=—1 ==
8
integral :
/ 142t 3 dt 1 dt 7 dt
dt = —— | ——< | —+- | —
(1-)(t—3) 1) 1=t 8) 1+t 8)it-3

3 1 7
= Zln|1—t|—|—§ln|1+t|—éln|t—3|

3 1 7
= Zln|1—cosx|+§ln\1+cosx|—éln\cosx—3|+c.

Zadaci.

1. Integrirajte primjenom univerzalne trigonometrijske supstitucije

(a)

/ dz
(24 cosx)sinx
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sin zdx

cos V1 + sin’ x

sin?
—_—dx
sinx 4+ 2cosx

cos® z + cos®
sin? x + sin* z

2. Integrirajte
dz

3. Supstitucijom t = tgx rijesite
(a)

)
S
/—mﬁz da
1+ sin®zx

/” dx
2——
o 4sin“z 4+ 9cos?x

(b)

8.7 Integrali iracionalnih funkcija

Funkcije u kojima se javljaju kombinacije korijena integriraju se supstitucijama. Ruski
matematicar Cebisev otkrio je uvjete pod kojima postoje primitivne funkcije iracionalnih
funkcija, no to prelazi okvire ovog kolegija.

Primjer 8.9. Rijesite
dx

2414 22
Rjesenge.

x% +1=22
/ dx B —%dw = 2zdz B / —za3dz B dz

- 1422 _ 2 -
41 + 22 I =2 xt - xz x?
1+ 22 = 2222

Y Tt
= (2 —1)dz ==z 3+c

= (- )+
a 2 3 322 ¢

Primjer 8.10. Integrirajte
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Rjesenje.

x3dx B 14222 =22 Zdz B
1+ 222 drdr = 2zdz N
1 [ 552de 1 1 [
1
= v1+2x2+ +c
4v/1 + 222
Zadatak 8.32. Integrirajte
64 3
/ S L.
1 (Vo + Vo)
Rjesenge.
/64 Vi z=1 tp=1 /2 2. 654t 6/2 dt
— dx — _—
N dr=6tdt to=2 f7 ), BEEE) T, WD
1 A
tt+1) ot t+1
1 = A(t+1)+ Bt
t= A=1
=1 B =

64 3
/de: / Lat—6 /—dt

1 e(Vr+ V)
— 6lnt—In(t + 1)~ 1.73

Integrali koje je Cebisev proucavao imaju zapis

/xm(a + bz")Pdx, m,n,p € Q
i rjesivi su u tri slucaja:
epcZ
o 2t cijeli broj, supstitucija
s
a+ bx" = 29, p=—.
4q

mTH + p cjelobrojno, supstitucija

arx™ " 4+ b=z
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8.7.1 Trigonometrijska supstitucija

Iako nisu uvijek pogodne, moguée je primijeniti ih u situacijama ako integral sadrzi

iracionalnosti:
Va2 — 2?2 r =asint,

22 —a?2 =2
cost’

V2 +a?2 z =atant.

Tada se podintegralna funkcija svodi na trigonometrijsku, trigonometrijska na racionalnu, a
racionalna se funkcija moze integrirati.

Primjer 8.11.

— 1 2t
V1—a22dx = v =sint cost costdt = ﬂdt
dx = costdt 2

1t -i- 2t = 1 —i- -2sint t
= —t+ —sin —arcsinx + — - 2sint cos

2 4 2 4

1
= 3 arcsin x + 5&:\/1 —z?24c

Primjer 8.12.
/ dx B { T = atant } / oyt

(22 + a?)? dr = oyt (a? tan®t + aQ)%
1 / ad 1 / dt

— —_ 3 _ — —1

a’ cos?t - (ﬁ) 2 a? cos?t - cos3 t

1 / 1t 1 . y / - tant atant /
= — [ costdt = —=sint+c= /sint = =
a? a? V1+tan?t Va2 + a?tan?t

T

a2+ a? + T2
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Primjer 8.13.

22
N =5
Va?—2

1

(1 —5)2(1+s)?
1

s=1=0C=

s=0=>A+DB=

DO =] =

)

Y

cos2 t \/_ 2sint dt

= cost
dl’ — 251ntdt COSQ t
cost 0052 7

/ 2 ﬂs;ntdt_/ 2dt

NG % cos?t cos?t

/2§§:4tft = /sint=s costaltzds/zQ/(1_d—852>2
1i18+1f8+ <1f8)2+ (153)2 |- (1— s%)?

Al =s)(1+s)*+ B(1+s)(1—s)?
8:_1:>D:}l

+C(1+5)* + D(1 - s)?

1 1
=2=>34A-B=-=A=B=-
s 2 A

Y Y S
4) 1—s 4) 1+s 4) 1—=s5)2 4] (1+5s)?

1( In|l—s|+1In|l+s|)+ ! !
—(=In|l—-s n s —

4 41—-s5) 4(1+5s)
1 1+sint sint

—In .

4 1 —sint 2 cos? t

1 |1+4/1—3 1-2

—In + +c

- J1i-2 =

8.8 Parcijalna integracija

Parcijalna integracija se primjenjuje kada je moguce u podintegralnoj funkciji razluciti dva

faktora:

gdje je

[ t@

dv(x)

~ [ ula) - av(o)

='(z) - dx.

Metoda parcijalne integracije ne nalazi primitivnu funkciju odmah, ve¢ nalazenje prebacuje
na drugi faktor podintegralne funkcije

Primjer 8.14. Integrirajte

/ u(@) - dv(z) = u(z) - v(z) — / () - du(z).

/xln zdx.
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Rjesengje. Funkciju u(x) treba izabrati tako da se deriviranjem funkcija pojednostavni.
Faktor koji ostaje dv(z) treba biti moguce integrirati. Bududi je ovo jedini univerzalni

naputak, odabir je prepusten rjesavacu. Pogreske nema, jedino nije pozeljno dobiti
slozeniju podintegralnu funkciju od prethodne. Odluka

u=Inzxr dv=uzdzx

2

du=3%dx ov=2%
T 2

prebacuje integraciju na jednostavniju funkciju:

2 2
1
/:Elnzzdx = %lnx—/%-;daj
1 2

_x21n:v :v+
- T 9 9 7€

/ arcsin xdzx.

uw=arcsinxz dv=dx

Primjer 8.15. Odredite

Rjesengje.
du = ﬁd:p vV=2x

Primjenom parcijalne integracije dobiva se

) . xdx
arcsinxzdxr = zarcsinz — | ——
V1 — 22

1 —22=1¢ . 1’%
- xdr = otdt [ T / t

= garcsinz +VvV1—x22+c¢

Zadatak 8.33. Integrirajte

/ln(x + V1 + 22)dx.

Rjesenge.
= \/ 2 =
In(x + V14 2?)de = “ ln(_x—i—ll—i—ac) dv_dx =zln(z +vV1+2?) —
du = —ﬁd:c V=21
1+x
- l+22=t* | _ — tdt
N {Qxdx:2tdt}_x1n(x+ L+a%) - t

= sln(z+V1+22) —V1i+a2+z+c

/ e’ cosxdx.
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Rjesenje.
U = COSZT dv = e*dx )
e‘coszdr = . - =e"cosz+ [ e”sinadx
du = —sin zdzx v=e

B u=sinx dv=e"dr
N d

. =e"cosx +e’sine — [ e cosxdr
u=cosxdr v=e

Pocetak i zavrsetak daju neodredeni integral kao rjesenje jednadzbe s jednom
nepoznanicom:

/excosxdx = excosx+ezsinx—/excosxd:v

/e””cosxdx—i—/e‘”cosxdx = e"cosx+e’sinx

ef(cosx +sinx
/ e*cosxdr = ( 5 )

Zadatak 8.35. Izracunajte

37
4 rCcosx
% S~ T

Rjesenje. Kombinacija parcijalne integracije i supstitucije

BT7Tx(:osaz,'d$ B U=2x dvz%dm
z sin? a du = dx v:—.af
€x 3 1 daj‘
= —=—|7 +/ :
sinz' = sinx
. cosr =t tng
—sinzdr = dt tg= —¥%2

- +/—“f 1 dt
V2 v2  sinx —sinx

%

B T /_ dt
- 5 _ 12
V2 Sz 1t
_ _ 11 t—1 |*72
\/_ t+1] %
V2 V2
= —l 1 In|—2— lnT_1
o —2 41 241

2
- - i v2-3 ~ —5.7469

2/2+3

\/_
/ sin ln zdzx.

Zadatak 8.36. [zracunajte
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Rjesenje.

/sinlnxd:c = {d u:smlnxdz dv:dm}:xsinlnxﬁ_/ cos In wdx
1 1

uw=coslnx - V=21

_ { u=coslnzx dv = dx

du = —sinlnxdf V=21

}:esinl—(:tcoslnmﬁ—k/ sin In zdx)
1
2/ sinlnzdr = esinl —ecosl+1

1

/Sinlnxdx ~ 0.9
1

Zadaci.

1. Parcijalnom integracijom integrirajte:

(a)
JG=RE

/ 2% sin 2xdx
/ eVedx
/ xsin? xdx

/ rarctgrdx

/ cos? In zdx

earctgx
——dx
/ (1+22)2

(b)

Zadatak 8.37. Odredite
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Rjesenje.

/ earetgr dr - / t = arctgx / / cost —
(1+22)2 = ad \/1+tg 1+tg2t
. B u=-¢e" dv=costdt _ u=e dv = sintdt
/e costdt = { du=e'dt v =sint = ¢'sint ' sintdt = du = e'dt v = —costdt
= e'sint +e'cost — /et cos tdt

t arctgx
/et costdt = %(sint+cost) =——7——x+1)+c

2V 1 + 22

8.9 Primjene neodredenog integrala

Diferencijalna jednadzba je jednadzba u kojoj se pojavljuje funkcija i njene derivacije.
Rijesiti diferencijalnu jednadzbu znaci odrediti nepoznatu funkciju koja zadovoljava
diferencijalnu jednadzbu.

Gibanje je promjena polozaja u odnosu na fiksiranu tocku prostora 0. Jednadzba gibanja
je funkcija koja ra¢una polozaj tijela s(t) u odnosu na zadani trenutak t. Brzina
gibanja u trenutku ¢ rac¢una se po formuli v(¢) = §(t) za proizvoljni trenutak ¢.
Akceleracija u trenutku ¢:

a(t) = o(t) = 5(t).

Cesto je poznatom silom ili impulsom odredena akceleracija tijela.

Zadatak 8.38. Tijelo se giba pravocrtno s ubrzanjem koje se mijenja po formuli
a = 6t —12.

U pocetnom je trenutku t = 0 imalo pocetnu brzinu vy = 9m/s i nalazilo se na sy = 10m
desetom metru od tocke orijentira. Odredite:

a) brzinu i zakon gibanja tocke,
b) iznos ubrzanja, brzine i polozaj tocke u 2. sekundi gibanja,
c¢) trenutak u kojem je brzina najmanja.

Rjesenge.

a) brzina je rjesenje diferincijalne jednadzbe po varijabli ¢

b = 6t—12 \/ dt

v o= /(6t—12dt

v = 32 —12t+c¢
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gdje je ¢ konstanta koja se nalazi iz takozvanog pocetnog uvjeta

UOZU(to)
3:0°=-12-0+¢ = 9
c = 9

pa je formula za rac¢unanje trenutacne brzine
v(t) = 3t* — 12t + 9.

Jednadzba gibanja koja racuna trenutacan polozaj tijela na pravcu u odnosu na
tocku orijentira rjesenje je jednadzbe

§ = 3P —12t+9 |/ dt

s(t)y = 3 —6t2+9t+c
so=s(0) = ¢=10
s(t) = t°—6t2+9t+ 10

b) vrijednosti ubrzanja, brzine i polozaj tijela u drugoj sekundi ubrzanja jesu redom

a2) = 0
v(2) = —3m/s
s(2) = 12m

¢) nuzan uvjet lokalnog ekstrema funkcije v = v(t) je

v = 0
6t—12 =
t =

pa je u drugoj sekundi brzina najmanja. Ovdje se radi o brzini suprotnoj od smjera

akceleracije jer se do druge sekunde tijelo usporava, ali sve blaze i blaze. Nakon druge
sekunde tijelo se poc¢inje ubrzavati.

Zadatak 8.39. Na visini od 30 metara izbacen je kamen vertikalno brzinom od 20m/s.
Odredite formulu za racunanje trenutne brzine i visine leta u polju sile teze s g = 9.81m/s%.
Izracunajte najvecu visinu leta i vrijeme za koje ce pasti. Otpor zraka zanemarite.
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Rjesenje.

hO) = 30=—g-04+20-0+c
2

t
= —g5 +200+30

alt) — g— 981
o(t) = /adt:/—gdt=—gt+c
v(0) = 20m/s=—g-0+c
v(t) = —gt+20
ht) = s(t) — /(—gt—|—20)dt:—g§+20t+c
)
)

h(t

Najveéi domet je maksimum funkcije h(t). Nuzan uvjet maksimuma daje mogudci trenutak
t:

. 20
ht)=0 = —gt+20=t="r2.04s,
g
4
h2) = —g=+20-2+ 30 = 50.38m.

2

Iz jednadzbe gibanja moguce je izracunati trenutak ¢ u kojem ¢e tijelo biti na visini

h(t) =0:

2

t
0 = —g5 +20t+30
—20 4 /400 + 588.6  —20 + /938.6
tis = + = = —1.17;5.24.
: —9.81 —9.815

Let ¢e trajati malo vise od 5 sekundi.

U slucaju da se tijelo ne giba pravocrtno nastoji se gibanje rastaviti na komponente i
odrediti jednadzba gibanja za svaku komponentu.

Primjer 8.16. Projektil je ispaljen pocetnom brzinom vy pod kutom ¢ prema horizontali.
Odredite gibanje projektila.

Rjesenje. Gibanje se rastavlja u komponentu visine h(t) na kojoj je granata i komponentu
horizontalne udaljenosti od mjesta lansiranja s(¢). Visina u trenutku ¢ jednaka je

h(t) = vt sinp — th,

dok se udaljenost od mjesta ispaljivanja racuna po formuli

8 = vgt COos .
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Dobivene jednadzbe predstavljaju parabolu u hs koordinatnom sustavu, a parabola se
dobiva eliminacijom parametra t:

s
t =
U COS P
y s , g s
= sing — Z————
O 0o cos v 202 cos? @
g 2
h = stanp — ——>——
4 202 cos?

Zadatak 8.40. Izracunajte za koji kut se pri istoj brzini granate ostvaruje najveci domet?

Rjesenje. Domet je druga nultocka jednadzbe parabole u (h, s) koordinatnom sustavu:

02
s9 =D = 2sin2p
g

i najvedi je za ¢ = 45°.

8.10 Primjene odredenog integrala

Odredeni integrali primjenjuju se za izracunavanje povrsina nepravilnih likova.

8.10.1 Primjene odredenog integrala u geometriji

Newton-Leibnitzova formula primjenjuje se i u slucaju da je povrsina u xOy ravnini
omedena vertikalama = = a i x = b slijeva i zdesna, grafom funkcije y = f(x) s gornje, a
grafom funkcije y = g(z) s donje strane

b
P= / (f(2) — gla))d.

Ako se dio ravnine nalazi izmedu horizontala y = ¢ i y = d, a lijeva i desna krivulja imaju
implicitne jednadzbe z = ¢(y) i x = 1(y), onda se povrsina tog dijela ravnine moze
racunati formulom

P=/ (e(y) — ¥(y))dy.

Primjer 8.17. Pouvrsina koju zatvaraju y = x°, pravac y = 8 i 0s y racuna se integralom

= 12.

8 y%
0 3

Primjer 8.18. Dio ravnine omeden hiperbolom



1 pravcem x = 2a ima povrsinu koja se rjesava integralom:

b [ r=-2 a=-"=1=0
- _ A/ r2 _ g2 — cost cost
P a/a vt atde {dmz“smt 2a=-%-=t=m/3

cos? t cost

_ _/ 6Lsm _asin g — ab/ sin gt
a Jo cost cos?t o cos3t

sint = s sin0 =0 P g2
= : Vi (=2ab [
costdt = ds sinm/3 =% o (1—8?)

52 A B C D
- (1 — 2\2
=527 ~ T-s igsta—sE azse /0%
2 = A(1+5)2(1—8)+B(1—5)2*1+s) +C(1L+s)*+D(1—s)?
1 1
8—1:>C—Z, S—_1:>D—Z__l
0= A+B——. 9 834-B—-2  A—B—_.
5= — Ty %7 Ty Ty

- %b(ln(l—s)—ln(l—l—s)—l- L 1)

1—s 1+s
abl (2—\/§> V3

—In R — _I.__
2 \2+v3) 1

Zadatak 8.41. Izracunajte povrsinu obaju dijela na koje parabola y* = 2z dijeli krug
z? +y* < 8.

Rjesenje. 'Tocke u kojim se sijeku parabola i kruznica

2
{ =2 200 g =

22 +y? =38
2+ VI3 246,
2 o2 T

T12 =
y = =+2

su (2,—2)1 (2,—-2).
Radi ocite simetri¢nosti, ra¢una se povrsina omedena parabolom, kruznicom i osi x

2 2 _ : _ - _
o / (\/ﬁ—y—)dy:{ y = 2v/2sint 0=2y2sint =1t=0 }
0

2 dy = 2v/2costdt 2 =2\2sint =t =n/4
7'('/4 1 32 71'/4 8 4
= 8/ costdt — = L| = / (I+cos2t)dt ——-=m+2— =
0 2 3, 0 6 3
+2
= T+ -
3

Trazeni dio ima duplo veéu povrsinu od prethodno izra¢unate i iznosi

4
P1:27T+§,
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dok je povrsina drugog, vec¢eg dijela dopuna do povrsine citavog kruga

4
2 — —.

3

Zadatak 8.42. Izracunajte povrsinu zatvorenu pravcem y = 2x izmedu parabola y = x2i
2

y=75-

Rjesenje. 1z crteza je jasno da se povrSina rac¢una u dva dijela

2 4 2 23 |2 2 1
P = /(2x—m2)dm+/(2$——)dx:(m2——) + (2% — =)
0 2 2 3 7o 671,
8 64 8
= 4- 416 — —4f-=4
3+ 6 +6

Zadaci.

1. Izracunajte povrsine koje su omedene:

grafom funkcije y = Inx, osi z i pravcem z = e.

lukom krivulje y = tgz, v = 7 1 osi x.

2. Izracunajte povrSinu ogranicenu krivuljama:

(a) y =sinx, y = cosx osi x i pravcem 2x = 7.
(b) y =€,y =e""1ipravcem x = 1.
(©) y=rmiy="5
3. Izracunajte povrsinu lika omedenog krivuljom y = 2% i pravcem y = 4.

4. Izracunajte velicinu povrsine koju omeduje os y i grafovi funkcija y = tgx i
2
Yy = 3COSZ.

5. Izracunajte velicinu povrsine omedene pravcima xz = 0, y = e, lukom hiperbole zy = 4
i normalom u tocki (1,4) zadane hiperbole. Normala je okomica na tangentu u
diralistu.

6. Izracunajte veli¢inu povrsine koju odreduju grafovi funkcija y = Inz i y = In*z.
7. Izracunajte povrsinu izmedu hiperbole xy = 2 i pravca 2y + x = 5.

8. Odredite povrsinu omedenu krivuljom
. x0T
y= Sln(§ + g)
ipraveimay =11z = 0.
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9. Odredite povrsinu omedenu:
(a) parabolom y = 2z — x? i pravcem z + y = 0.
b) grafom y = 2%, horizontalom y = 2 i osi y.
g Y Y Y
10. Odredite povrsinu omedenu:
(a) grafom funkcije y = |logx| i osi x od = 0.1 do x = 10.
(b) krivuljama y = (z + 1)? i y = sin(7z) i osi apscisay =0za 0 <y < 1.

(c) krivuljama 2z = 3 i 2y = 2.

Rjesenja.

1. (a) 10.67
(b) 1
(c) 0.35
(d) 4

2. (a) 0.6
(b) 1.1
(c) 1.57

3. 102

4. 1.03

5. 1.42

6. 0.3

7. 0.98

8. 0.36

9. (a) 4.5
(b) 0.56

10. (a) 6.4
(b) 0.97
(c) 4/3

Zadatak 8.43. Izracunajte povrsinu omedenu krivuljom x = y? — 2y + 2 i pravcem
20 +y =09.
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Rjesenje.

Krivulja je parabola okrenuta, zbog pozitivnosti y?, prema pozitivnom dijelu osi
x. Jednadzba y? — 2y + 2 = 0 nema rjesenja pa parabola ne presijeca os y. Iz modificirane

jednadzbe r = (y — 1)? + 1 dobiva se tjeme u (1,1). SjeciSta pravca i elipse su:

2
T=y" —2y+2 Y-y _ 4
{ 20 +y=9 ;. T Vo
20° —3y—5 = 0
3+ /9440 5
Y12 = T:_1;§
13
213'1:57 xQ:Z
5 13
Ty = (-1 = (=, =
1= (-1,5) T (2a4)

Iz ovih podataka moguée je nacrtati pravac i parabolu. Trazenu povrsinu lakse je dobiti
integralom duz osi y:

5/2 9_ 5/2 5 3
Y 2 2
P = (P —2y+2) ) dy = S+ 2y—?)d
[, (5wt -aen)ar= [ 7 (GG )a
5 32 3 5/2
27 722 3/
B 25 325_125_ _5+3+1
4 28 24 2 4 3
7
= T7T—
48

Zadatak 8.44. Izracunajte povrsinu koja je omedena krivuljama y* =2z +1 iz =y + 1.

Rjesenje. Za x = 0 u jednadzbi parabole dobivaju se sjecista s osi y: (0,1) i (0,—1).
Sjecista s pravcem su (0,—1) i (4, 3).
3 2
y? — 1 32
P = 1- dy = —
/_ 1(y + 5y G

8.10.2 Volumen rotacionog tijela

Rotaciono tijelo nastaje rotacijom odredene povrsine oko neke istaknute osi.

Ako se povrsina u koordinatnoj ravnini nalazi s jedne strane osi z, ako je slijeva i zdesna
omedena vertikalama x = a, x = b, ako se gornja granica moze opisati jednadzbom

y = f(x), a donja y = g(x), onda se volumen tijela koje nastaje rotacijom povrsine oko osi
x racuna integralom

b
Ver [ - @) do
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Primjer 8.19. [zracunajte volumen tijela koje nastaje rotacijom oko osi x povrsine
omedene krivuljama y = |23| iy = —x* + 2.

1 1
V = 27r/ ((—x2—|—2)2—x6)dx:2/(x4—4x2+4—x6)dx
z )
= 2m {——4—+4x——}

105
0
Zadatak 8.45. Izracunajte volumen tijela koje nastaje rotacijom oko osi x povrsine
omedene krivuljama 4y = 22 i y* = 4.

Rjesenje. Nakon nalazenja sjecista
y _ 2
16_4x =zr=4 y=16= T(4,16)
z(x® —4%) =0

i crtanja parabola, volumen je jednak

v o o () a1 - 12)

96
= —7

5

Povrsina koja rotira moze biti smjestena u potpunosti s desne strane osi y i biti odredena s

0<a<x<b

g(x) <y < flz).
Ako takva povrsina rotira oko osi y, volumen kroz koji povrsina u prostoru prolazi racuna
se po formuli

V=2 / (f(2) — gla))d.

8.10.3 Duljina luka krivulje
Duljina krivulje grafa y = f(x) od tocke (a, f(a)) do (b, f(b)) jednak je

lap = / V14 (f(x))*d.

Primjer 8.20. Odredite duljmu km’vulje y = arcsine™* od tocke x =0 do tocke x = 1.

1—e 2% =¢2
b= / V L =T T emi®= / \/ 1— e—2ﬂf { 2e 2 dx = 2tdt

B / Vi—e—2 tdt _/\/1
—Jo e~ J, 1—t2

— =In(e + ve2 —1)

1+1

0

254



Zadaci.

1. Odredite duljinu luka grafa funkcije

y = a2

izmedu nultocke i tocke s apscisom z = 4.
2. Izracunajte duljinu grafa eksponencijalne funkcije
y=e
za —1 <z < 3.

Rjesenge.

L[ \/1+ Swda = 9.07.

2. [P V14 eZde = /1+e* =12 = 20.72,

Parametarski zadanoj krivulji duljina se racuna po formuli

t2
5= / VIO + PO,
t1
gdje su z(t) i y(t) funkcije kojima je krivulja zadana parametarski.
Primjer 8.21. Odredite duljinu cikloide

r = 2(t—sint)
= 2(1 — cost)

1zmedu tocke s parametrom 0 1 tocke s parametrom 2.
Rjesenge.
t = 2(1 —cost)

y = 2sint
P+t = 4(2—2cost)

1-— t t
s = V/8(1 — cost)dt = / 2COS _sin2§/

2m —cos— o
s = 4 sin — dt—4 =16
0 1

2 0
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8.11 Zadaci za samostalno rjeSavanje

1. Izracunajte povrsinu koju omeduju graf funkcije

2
y_xa

vertikalni praveiz =liz=3iosz y = 0.
2. Izracunajte povrsinu koju omeduju parabola zy = 12, os = i vertikale x =2 1 x = 6.
3. Odredite veli¢inu jednog od dijelova koje parabola
y = 42° — 162
zatvara s koordinatnom osi x. Kolika je povrsina obaju dijelova?
4. Odredite veli¢inu povrsine ispod grafa funkcije
y=vu
koja se duz osi = proteze od 0 do 9.
5. Koliko je velika jedna od povrsina koju sinusoida y = sin x zatvara s osi x?

6. Integrirajte

a) [(3—a?)dx by [ (% + ;—i + Z—i) dx
c) [(1=a*)/axxdx d)f%dm

e) [ :f:ll dx ) [ctg*zde

9) &% By YLy

7. Izracunajte

a) folx%da: b) f1256\/:v\/x\/§d3:

-1 gz -2 4z
o) J % dy ), ‘d75

o J f) @+ a?ide
g) [ Ty h [y Eda

7) foﬂ(2 sinz + 3cosx)dr  j) f_lg(xQ + 2z — 3)dx
8. Izracunajte
a) [o(3° — 47) b) [!,5°3 “dx

9. Supstitucijom integrirajte:
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/1 +Sm3x

cos? 3x
/ sinz — cosx
sinx + COS[E
/x ctg(z® + 1)dx
1
/ dx
zlnx
/ dx
z(4 — In® )

) .
/esm T sin 2xdx

/ e 9% + pin(1 + 2?) + 1
1+ 22

()

dx

10. Integrirajte sljedece racionalne funkcije:

(a) s
’I_
— d
/x3—4x2+4x .
/ 2x + 3
dx
(x —2)(x +5)
4
x
/:1:3—1d$

/ 2+ 1
—  dx
22 -5z +6

(b)
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11. Integrirajte

/ 2+ 1 d
€T
(e 17 (e —1)
/x2+5x—|—4
—_— dx
xt+ 52244

/ dx
1 — 22

12. Izracunajte odredene integrale sljedec¢ih racionalnih funkcija:

(a)

(b)

(2)

13. Integrirajte
(a) f3 z(x? — 13)%dx
(b) f (5 — 22)%dx
(c) f26\/2x— 3dx
@ " i

/2 de
1 2?2+ b

0 3
x
[
1T +x+1

——dx
g 3 —=3x+2

1 4
T

d

/0 23
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g fOﬂ sin 2xdx

3 2243
0 130 100

)
)
)
)
(i) Ji 5rde
)
(k)
(1)

1 2z+5
—2 x2+5x+4 dx

14. Izracunajte

(
(

a fo sin® zdx

(C 45 dx

)

b) [} sin*z cos® zdx
) COosS T

(d) fl sin 5z cos® bxdx

15. Izracunajte

(a) J 7:/52 2+(i§sx
(b) [T+

() ff;f’ S da
(d) [y gine

16. Rijesite supstitucijom

(a) [ x(32* —1)%ux,
o) e

(c) [ ﬁ::%dx,

(d) [ sicizde,

() | /&=

0) | he=

17. Izracunajte vrijednost odredenog integrala primjenom parcijalne integracije:

(a) f:z In zdz

(b) ffea:lna:da:
() [ In*zdx

259



18.

19.

20.
21.
22.
23.

24.

25.

26.

27.

1 22 arctanz
e fo vy dr

fﬂ/Q x sin xdx

Svemirski brod ubrzava po formuli a = 12t2 + 6¢. Sekundu nakon pocetka ubrzavanja
brod je imao brzinu 8m/s i nalazio se na 6. metru od tocke orijentira. Odredite
jednadzbu gibanja broda i izracunajte brzinu i polozaj u trenutku ubrzavanja.
Izracunajte brzinu i polozaj 5 sekundi od pocetka ubrzavanja. Koliki je put brod
presao u 5. sekundi od pocetka ubrzavanja?

Tijelo je izbaceno u zrak brzinom vy. Odredite formulu za racunanje trenutne brzine i
visine.

Odredite povr§inu omedenu krivuljama y?> = x, 2y = 1, x = 3 i osi .

Odredite povr§inu omedenu krivuljama y = 1 — 2%, y = 3 4+ 22 — 22 i osi .
Izracunajte povrsinu omedenu krivuljama y = vz +2iy = %x + 1.

Izracunajte duljinu luka parabole y? = 5x — 22 izmedu nultocaka.

e4e %

5 — oko tocke s apscisom x = 0 do tocke u kojoj

Izracunajte duljinu lancanice y =
je T =a.

Odredite opseg astroide

Izracunajte duljinu luka krivulje

ody=1doy=ce.

Izracunajte duljinu krivulje
y =lInsinz

izmedu tocaka x = % il = %”

Rjesenja.
1. P=26/3
2. P=12In3
3. P=16
4. P=18
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) 27x — 923 + 99” - x—77+c, b) alnz — ‘2—2 - % +e, ¢) favad — Ladvad + ¢,
d) 59‘ln5 52111112 +ec, e) % et +ao+c f) —ctgr —x + ¢, g) x — arctgx + ¢,

)

)

Injz++ve—1]+Injz—vVae—1]+ec.

ca) 3 b) 2215 1), ¢) 4 q) %(\3/1 V/16), e) 2 \/3 f) —1042, g) —4 +41n3, h)
—1.009, )O,J) —102.

2 16
- a) 53, b) 15(In5-n3) "

sin(ln x) B Inx =t sin ¢
/Td:v = {%dx:dt} /— xdt = —coslnz + ¢

/1+Sin3x / / sm?)x
——dx =
cos? 3x cos? Sx cos2 3x
_ v =1 cos3T = s
o 3dr = dt —sin 3z - qu:—ds
B 1/ /sme
n Cos2t —381113]3
1
= —tg3x — - - — = —t 3
A S B L Ly
(c)
sinx—cosa:d B sinz +cosx =t
sing +cosz (cosz — sinz)dr = dt
sinx — cosx dt .
= : —— = —In|sinz + cosz| + ¢
t cosSx —sinx

2
2 - rr+1=t | . odt 1 [cost
/x ctg(z”+1)dv = { 2zdx = dt }_/x ctgt 2 2 sintdt

- sint = s 1 ds —n| n( L1+
o costdt = ds 2 S ST ¢

1 Inz =t 1
/xln:cdx = {d—x:dt }— ﬂ-xdt—ln(lnx)—i—c
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/ dz B Inz =t _/ xdt __/i
r(4—In’z) fdp=dt [ ) z(4—12) t2—4

1 lnz —2
= — n

2.2 Inz + 2
(2)

sin“zx =t

92 in2
/esm ¥.sin2zdr = 2sinxcosxdr =dt » = /etdt =" T4

sin 2zdx = dt

(h)

/e“"c’fgx—{—xln(l—{—x?)—i—ldx _ /e“rCtg‘”dx+/xln(1+m2)dx+/ dx
1+ 2?2 1+ a? 1+ 22 1+ 2?2

B { arctgr =t 1(1—1—9(:) 5}

1+12dx—dt s —L2xdr = ds
e r-s (1+a?)ds
— (1 4+ 2?)dt : t
/1+x2 1+ +/1+952 20

arctgr 1 82
= %y —|——-E—|—arctgx

2
1
—  earetgT 4 Z 1112(1 + x2) + arctgxr + ¢

10. (a) —2lnz+2In(z —2) — 5 +¢

)
(b) In(z —2)(x +5)+¢
(c) %2+§ln\x—1| 3 In(z? +$+1)+3farctan2f/tl+c
(d) x—15In|z —2|+20In |z — 3| + ¢
() sInjz? =1+ 5 +¢
(f) gln(az +4)+ —arctani— 5 ln(a: +1)—|——arctan:c—|—c

—~ Yy —~
o
S~— S~— N—
= O
ot
+
—_
w
—
=
[\
|
ot
—_
=
w
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13.

14.

15.

16.

17.

11, V341
VR

1+2 -3

V2

)

b) 0.0877
)
)

_4( 3+6f In2+ 2431{]’21216#_1_ 242 ln

—
5

5822 —1)"+¢
In|sinz + V1 +sin’z| + ¢

2(1+ )3 = 3(1+ x)? + 8(1 + /)
In2z —In2-In|ln2x+mn2/+c¢

ver—1—1
\/TH

arccos 5 +c.

=

M N N~ N~ N~ N~

i —~
Qo
—

@D

n +c

A/-\/—\/-\
[@RN«"] —
no

e?(8In2 + 3)
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18.

19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.

27.

1
(8) 3+ 35+

s=t"+ 3+t +3, v=42+3t2+ 1, s(0) = 3, vo = 1pc/s, v(5) = 576m/s,
s(5) = 758m, put u 5. sekundi je 758 — 305 = 453m

v(t) = —gt +vo, s = =4t 4 .
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9 Nepravi integrali

Definicija 9.1. Neprav: integral je poopienje odredenog integrala kada podrucje
integracije ima barem jednu beskonacnu granicu ili kada funkcija unutar podrucja
integracije nije omedena (na primjer, ima vertikalnu asimptotu,).

Neprave integrale rjesavamo pomoc¢u limesa. Ako je nepravi integral konacan, kazemo da je
konvergentan ili da konvergira, u protivnhom je divergentan odnosno divergira.

Primjer 9.1. [zracunajte integral

1

Rjesenje. Kako funkcija f(z) = — nije u tocki x = 0 definirana, a niti ogranicena, to ¢e
x

biti

1 1 - 1 1 1
/ _de = lim —d:z: + lim —dx =
1T

e—0 1 .Z' e—0 ,jlj
—€ 1

= lim|——| +lim|——| =
e—0 €T e—0 T,

-1

= lim (1—1> + lim <—1+1> =00
e—0 € e—0 €
/ —dx

Rjesenje. Ovdje funkcija nije definirana na rubu intervala.

1
1
—dr = lim d _lm2
/Oﬁm el—>O t ! \/_‘

= 211m( \/_):2

Primjer 9.2. Izracunajte

Zadatak 9.1. [zracunajte

/1 dzx
0o V 1-— l‘2 .
Rjesenje. Podintegralna funkcija nije definirana u gornjoj granici.

. 1—e¢ de
= lim = lim arcsin x|, © =

1
xT
/0v \/1_372 o e—0 0 \/]__xz e—0

= 11_{1% (arcsin(l — €) — arcsin 0) = B

Zadatak 9.2. Odredite vrijednost povrsine

1
/ In zdz.
0
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Rjesenje. Radi nedefiniranosti funkcije u donjoj granici

1 1
/ In zdz = lim In zdz.
0 €

e—0

Parcijalnom integracijom dobiva se

lim (zlnz — ), = lim(1-Inl1—1—¢-lne+e) =
e—0 e—0
1
= —1-lim—"=
e—0 <
L' Hospital
= -1

Primjer 9.3. Odredite

o0
/ sin xdzx.
0

Rjesenje. Po definiciji nepravog integrala

00 b
/ sinzdr = lim [ sinzdr = lim (—cos a:)g =
0 b—oo Jg b—o0
= lim(—cosb+ cos0) = — lim cosb+ 1
b—o0 b—o0

Kada b — oo, cosb oscilira od vrijednosti -1 do 1. Grani¢ne vrijednosti nema, integral

divergira.
/ > dx
oo L+ 22

Rjesenje. Za c € R moguce je odabrati bilo koji realan broj. Uputno je odabrati ¢ = 0
radi lako¢e racunanja vrijednosti funkcija u nuli.

< dx . O dx ) b dx
= lim + lim —
oo 1+ x2 a——oo J, 1+ x2 b—oo J 1+ 2

o 0, 1 b_
= lim arctg|, + lim arctgz|, =
a——00 b—o0

Zadatak 9.3. Odredite integral

= lim (arctg0 — arctga) + blim (arctgb — arctg0) =
—00

a——0o0

T T
= 0-(-5)+5-0=n

Supstitucija prilikom rjesavanja nepravih integrala provodi se uobicajeno.

3
Zadatak 9.4. [zraéunajte/ ctgrdz.
0
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Rjesenje. Bududi podintegralna funkcija nije definirana za x = 0, racun ide preko limesa:

i ™

3 3
/ ctgrdr = lim ctgrdr =
0 e—0

€

jus
= limInsinz|? =
e—0

= lim (ln sin T_ In sin e) =
e—0 2

= 0 —limlnsine = oo
e—0
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10

Ogledni primjerci ispitnih zadataka

Matematika

. Odredite najvec¢i kut u trokutu u kojem su vrhovi tocke

A=(2,3,4), B=(598), C=(3,6-1).

Odredite intervale monotonosti i lokalne ekstreme funkcije zadane formulom

T
nr

Nacrtajte tangentu povucenu na graf funkcije

R )
y=e

u tocki s apcisom z = 1. Odredite duljinu dijela tangente izmedu njenih sjecista s
koordinatnim osima.

Izracunajte

> cosx
P
o 1+2sinz

Kolika je povrsina koju omeduju krivulje 22 + y?> = 2 i y = 227
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Matematika

. Zadane su tocke A(2,3,1) 1 B(0,—2,—3). Zadan je i vektor
%

T =37 +27 - K.

Izracunajte

(AB x @) — @) x AB.

. Odredite intervale konveksnosti i konkavnosti kao i tocke infleksije funkcije
y = In?x.

. Nacrtajte tangentu na krivulju

y+In(3—2z) =14

u tocki s koordinatom x = 1. Koliko iznosi povrsina koju s koordinatnim osima
zatvara tangenta?

. Izracunajte i rezultat zaokruzite na stotinku

3
/ xe%dz.
0

. Kolika je jedna od povrsina koju sinusoida
y = 2sin(3z — )

zatvara s koordinatnom osi x?

269



Matematika
. Izracunajte volumen i oplosje tetraedra ¢iji su vrhovi odredeni tockama
0(0,0,0), A(2,3,-1), B(3,3,3)iC(—1,—2,4).
. Nacrtajte tangente na graf funkcije
y =2t — 102° + 242 4 62 — 6
u tockama infleksije grafa.

. Izracunajte

1 1
1 dz.
/2 nzx_?):c

. Kolika je povrsina koju omeduju x +y =81 zy = 127

Rezultat zaokruzite na desetinku.

. Odredite domenu, ispitajte monotonost i zakrivljenost grafa, ponasanje na rubovima
domene i nacrtajte graf funkcije )

Yy==1x-€e
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Matematika

-

. Nekajed=3i—2j+ki b= —i—j+ 4k. Odredite
(a) @x b,

(b) lal,

(¢) kut izmedu @ i b.

. Napisite jednadzbu tangente i nacrtajte tangentu na graf funkcije y = 22 — Inx u
tocki s x = 1. Odredite koordinate sjecisSta tangente i osi x.

. Odredite intervale monotonosti i lokalne ekstreme funkcije

. Izracunajte i rezultat zaokruzite na stotinku

1
/ (1+ f)3dx.
AR

. Kolika je povrsina jednog od likova omedenog krivuljama y = cosx i y = sinx?
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Matematika

. Tocke A(3,0,2), B(-1,0,1), (C(2,0,3)1i D(0,—5,0) odreduju tetraedar. Odredite
volumen tetraedra i njegovu visinu ako on lezi na trokutu ABC.

. Napisite jednadzbu tangente na graf funkcije
y=e"+e" +1

u tocki s apscisom x = 0. Odredite povrsinu koju tangenta zatvara s koordinatnim
osima.

. Nacrtajte graf funkcije

y=2xVvV1— a2

tako da ispitate domenu, monotonost, zakrivljenost i ponasanje na krajevima domene.

. Izracunajte i zaokruzite do na stotinku

“1
/ Md:c.
. T

. Koliku povrsinu zatvaraju graf funkcije
y = 2sin(3x + )

i krivulja 3(z% +y) = ma?
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Matematika

. Tocke A(3,0,5),B(0,1,0) i O(0,0,0) odreduju ravninu u kojoj se nalaze. Odredite
bar jedan vektor okomit na ravninu. Odredite bar jedan kut u trokutu OAB.

. Izracunajte povrsinu trokuta kojeg s koordinatnim ravninama zavara tangenta na
y =sin’z
u tocki za Ciju apscisu vrijedi

s
tgr =1, 0§x§§.

. Odredite domenu, intervale monotonosti i lokalne ekstreme funkcije

2r — 3
rx—1"

y=1In

. Rezultat zaokruzite na desetinku
7
/ zvz? — 13dz.
4

xT

. Odredite povrsinu omedenu krivuljama y =e*,y =e iy =ce.

273



Matematika
. Za zadane tocke A(2,3,0),B(3,2,1) 1 C'(4,4,1) izracunajte
(AB x BC) x CA.

. Odredite jednadzbu tangente na graf funkcije
y=In(zx+ Va2 +9)

u tocki s apscisom x = 4. Koliku duljinu na tangenti odsijecaju njena sjecista s
koordinatnim osima?

. Izracunajte i zaokruzite na stotinku

. Ispitajte tok i nacrtajte graf funkcije

. Odredite povrsinu koju zatvaraju grafovi funkcija zadanih sa y = Inz i y = In® x.
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11 Algebarski dodatak

11.1 Potenciranje binoma

Kvadrat binoma:
(a+b)?* = a*+ 2ab + b

(a —b)* = a* — 2ab + b

Kub binoma:
(a+b)* = a® + 3a’b + 3ab® + b*

(a —b)* = a® — 3a®b + 3ab® — b*

Nadalje, vrijedi
(a+b)* = a* + 4a’b + 6a*b* + 4ab® + b*

(a —b)* = a* — 4a®b + 6a%b* — 4ab® + b*

Proucavanjem koeficijenata, Pascal je dobio ”trokut” koji daje koeficijente za sljedec¢u
potenciju:

(a+b)' = 1 1

(a+b)? = 1 2 1

(a+b)? = 1 3 3 1
(a+b)* = 1 4 6 4 1
(a+b)°® = 1 5 10 10 5 1
(a+b)° = 1 6 15 20 15 6 1

Zadatak 11.1. Nastavite trokut.

Rjesenje. Prvi koeficijent u rastavu (a -+ b)” bit ée 1. sljedeéi ée biti jednak zbroju prvog i drugog u rastavu
(a +b)8 i iznosi 7. Tredi koeficijent rastava (a + b)7 jednak je zbroju drugog i treéeg koeficijenta u
prethodnom rastavu (a + b)% i iznosi 21. Cetvrti koeficijent u 7. redu jednak je zbroju treéeg i ¢etvrtog
koeficijenta u 6. redu, sto iznosi 35. Za njim slijedi na petom mjestu ponovo 35 kao zbroj ¢etvrtog i petog
¢lana u redu iznad. Potom opet 21 pa 7 i na kraju 1:

(a4+b)" =a" + 7a% + 21a°b* + 35a*b> + 35a3b* + 21a%b° + Tab® + 0.

Prvi i posljednji koeficijent uvijek su 1.
Drugi i pretposljednji koeficijent uvijek je n. Treéi i pretpretposljednji koeficijenti su rezultati

n(n —1)
1-2
Cetvrti gledani s obiju strana su
n(n—1)(n—2)
1-2-3 '
Zanimljivo je da se koeficijenti podudaraju s brojevima kombinacija na lotu. Tako je broj kombinacija pri
izvlacenju 3 razlicite kuglice iz bubnja sa 7 razlic¢itih kuglica:

765

123 35.
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Primjer 11.1. Broj kombinacija na izvlacenju lota 6/45 bio bi

45-44-43-42-41-40
1-2-3-4-5-6

dok bi na lotu 7/39 bio
39-38-37-36-35-34-33

1-2.3-4-5-6-7

(%)

koji se ¢ita n povrh k predstavlja broj kombinacija na lotu k/n.

Binomni koeficijent

11.2 Potenciranje
Potenciranje prirodnim eksponentom definira se induktivno:

.Z'l

"= gyt

Mnoziti i dijeliti mogu se potencije jednakih baza

n n n n n Zz

Potenciranje negativnim eksponentom

xt
Korjenovanje m-tim korijenom moze se zapisati kao

vV = T,

11.3 Trigonometrijski identiteti

Trigonometrijski identiteti izvode se iz definicija:

tgr = , ctgr -tgr =1,
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a mogu biti posljedica Pitagorina poucka:
sin?x 4 cos’x = 1.
Slijedi izvod

2 2

9 sinr 1 —cos’x sin”
tg Tr = = = 5
cos? x cos? x 1 —sin“x
cos’z -tg’x = 1—cos’z
cos*z(tg?r +1) = 1
: 1
cos"r = ———
tg’r + 1
<2 tgx
sin“x = ———.
tg?r + 1
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