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Chapter 1

σ-algebre

1.1 Osnovna svojstva i prvi primjeri

Najprije uvodimo pojmove algebre i σ-algebre1 skupova. Za skup X, familiju
svih njegovih podskupova zovemo partitivni skup od X i ozna£avamo P(X).

De�nicija 1. Neka je X neprazan skup. Familija A ⊆ P(X) je algebra na
X ako vrijedi:

1. ∅ ∈ A;

2. A ∈ A ⇒ Ac ∈ A (zatvorenost na komplementiranje);

3. A1, A2, . . . , An ∈ A, n ∈ N ⇒ ∪ni=1Ai ∈ A (zatvorenost na kona£ne
unije).

Algebra A je σ-algebra ako je zatvorena na prebrojive unije tj. ako za
proizvoljan niz (An)n∈N, An ∈ A vrijedi da ∪∞n=1An ∈ A.

O£ito je svaka σ-algebra ujedno i algebra. Tako�er, svaka σ-algebra sadrºi
X kao komplement praznog skupa ∅. Navedimo neke trivijalne primjere σ-
algebri.

Primjer 1. Neka je X neprazan skup. Tada su {∅, X} i P(X) σ-algebre na
X.

Sada pokazujemo da je svaka σ-algebra zatvorena na prebrojive pres-
jeke. Napomenimo da se analogno pokazuje da je svaka algebra zatvorena
na kona£ne presjeke.

Zadatak 1. Neka je A σ-algebra na skupu X 6= ∅. Dokaºite da za prozivoljan
niz (An)n∈N, An ∈ A vrijedi da ∩∞n=1An ∈ A.

1£itamo "sigma algebra"
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Rj. Uzmimo proizvoljan niz (An)n∈N, An ∈ A, n ∈ N. Imamo da Acn ∈ A za
svaki n ∈ N pa iz zatvorenosti σ-algebre na prebrojive unije zaklju£ujemo da
∪∞n=1A

c
n ∈ A. Koriste¢i ponovno zatvorenost σ-algebre na komplemeniranje

te de Morganovu formulu za komplement unije dobivamo da (∪∞n=1A
c
n)
c =

∩∞n=1An ∈ A.

Slijede¢u konstrukciju (koja bi vam trebala biti dobro poznata iz teorije
vjerojatnosti) ¢emo £esto koristiti tokom kolegija.

Zadatak 2. Neka je A algebra i neka je (An)n∈N niz u A. Dokaºite da
postoji niz (Bn)n∈N u A takav da:

1. Bn ∩Bm = ∅ za n 6= m.

2. ∪∞n=1An = ∪∞n=1Bn.

Rj. De�nirajmo B1 := A1, Bn := An \ (A1 ∪ . . . ∪ An−1), n > 1. Tada
o£ito Bn ∈ A za svaki n ∈ N. Dokaºimo da su skupovi Bn me�usobno
disjunktni. Neka je m 6= n i x ∈ Bm ∩ Bn. Bez smanjenja op¢enitosti
moºemo pretpostaviti da je m < n. Iz x ∈ Bm slijedi da x ∈ Am. Sli£no,
iz x ∈ Bn slijedi da x /∈ A1 ∪ . . . ∪ An−1 pa x /∈ Am. Dakle, dobili smo
kontradikciju. Prema tome, zaklju£ujemo da su Bn i Bm disjunktni.

Dokaºimo sada da ∪∞n=1An = ∪∞n=1Bn. Kako Bn ⊆ An za sve n, imamo
da ∪∞n=1Bn ⊆ ∪∞n=1An. Uzmimo sada x ∈ ∪∞n=1An. Ako x ∈ A1, onda
x ∈ B1 i x ∈ ∪∞n=1Bn. Ako x /∈ A1 onda moºemo de�nirati n0 := min{n ∈
N : x ∈ An} (uo£imo da n0 postoji jer x ∈ ∪∞n=1An). Minimalnost od n0
zna£i da je x ∈ An0 , ali x /∈ Am za m = 1, . . . , n0 − 1. Sada o£ito imamo da
x ∈ Bn0 pa x ∈ ∪∞n=1Bn.

U slijede¢ih nekoliko zadataka dajemo neke netrivijalne primjere algebri
i σ-algebri.

Zadatak 3. Neka je X neprebrojiv2 skup. De�nirajmo

A = {A ⊆ X : A je prebrojiv ili je Ac prebrojiv}.

Dokaºite da je A σ-algebra.

Rj. Pokazati ¢emo da jeA zatvorena na prebrojive unije. Ostala dva svojstva
σ-algebre se trivijalno provjere. Neka je (An)n∈N niz u A. Imamo dvije
mogu¢nosti:

1. An je prebrojiv skup za sve n ∈ N.

2. Postoji n0 ∈ N takav da Acn0
prebrojiv skup.

2Skup je prebrojiv ako je kona£an ili u bijekciji sa N. Skup je neprebrojiv ako nije
prebrojiv.
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U prvom slu£aju imamo da je ∪∞n=1An prebrojiv skup (jer je prebrojiva unija
prebrojivih skupova opet prebrojiv skup) pa ∪∞n=1An ∈ A.

Nadalje, uo£imo da vrijedi (∪∞n=1An)
c = ∩∞n=1A

c
n ⊆ Acn0

. Dakle, u dru-
gome slu£aju imamo da je (∪∞n=1An)

c prebrojiv skup (podskup prebrojivog
skupa je prebrojiv skup) pa prema tome ∪∞n=1An ∈ A.

Zadatak 4. Neka je X beskona£an skup. De�nirajmo

A = {A ⊆ X : A je kona£an ili je Ac kona£an}.

Dokaºite da je A algebra. Da li je A σ-algebra?

Rj. Familija A sadrºi ∅ i o£ito je zatvorena na komplementiranje. Pokaºimo
da je zatvorena i na kona£ne unije. Dovoljno je pokazati da je unija dva
skupa iz A opet skup iz A. Uzmimo A,B ∈ A. Sli£no kao i u prethodnom
zadatku imamo dvije mogu¢nosti. Prva mogu¢nost je da su skupovi A i B
kona£ni. U tom slu£aju, skup A ∪ B je isto kona£an skup pa A ∪ B ∈ A.
Druga mogu¢nost je da je bar jedan od skupova Ac i Bc kona£an skup. Tada
je o£ito i skup (A∪B)c = Ac ∩Bc kona£an (jer je podskup kona£nog skupa
opet kona£an skup) pa opet dobivamo da A ∪ B ∈ A. Dakle, A je algebra
na X.

Kako je X beskona£an skup, zaklju£ujemo da postoji Y = {y1, y2, . . .} ⊆
X takav da je Y u bijekciji sa N. De�nirajmo An = {y2n}, n ∈ N. Skupovi
An su kona£ni pa imamo da An ∈ A za svaki n ∈ N. No kako je ∪∞n=1An =
{y2, y4, y6, . . .} beskona£an, a njegov komplement tako�er beskona£an jer
sadrºi {y1, y3, y5, . . . }, zaklju£ujemo da ∪∞n=1An /∈ A. Dakle, A nije zatvorena
na prebrojive unije pa nije σ-algebra.

Slijede¢i zadatak pokazuje da je dana algebra A ujedno i σ-algebra ako i
samo ako je zatvorena na prebrojive unije rastu¢ih skupova.

Zadatak 5. Neka je A algebra na skupu X 6= ∅. Dokaºite da je A σ-algebra
ako i samo ako za proizvoljan niz (En)n∈N u A takav da E1 ⊆ E2 ⊆ E3 ⊆ . . .
vrijedi ∪∞n=1En ∈ A.

Rj. Nuºnost uvjeta je o£ita i slijedi direktno iz zatvorenosti σ-algebre na
prebrojive unije.

Uzmimo sada algebru A koja zadovoljava uvjet iz zadatka i pokaºimo
da je A σ-algebra. Moramo dokazati da je A zatvorena na prebrojive unije.
Neka je (An)n∈N proizvoljan niz u A. De�nirajmo En = A1∪ . . .∪An, n ∈ N.
Kako je A algebra, imamo da En ∈ A za svaki n ∈ N. Nadalje, uo£imo da
vrijedi E1 ⊆ E2 ⊂ E3 ⊆ . . .. Po pretpostavci imamo da ∪∞n=1En = ∪∞n=1An ∈
A, ²to smo i htjeli pokazati.
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1.2 Generiranje σ-algebri

Slijede¢i zadatak (iako lagan) je vrlo vaºan.

Zadatak 6. Neka je {Ai : i ∈ I} prozivoljna familija σ-algebri na skupu
X 6= ∅. Dokaºite da je ∩i∈IAi σ-algebra.

Rj. Kako su Ai σ-algebre, imamo da ∅ ∈ Ai za svaki i ∈ I pa ∅ ∈ ∩i∈IAi.
Uzmimo A ∈ ∩i∈IAi. Imamo da A ∈ Ai za svaki i. Kako su Ai σ-algebre,
Ac ∈ Ai za svaki i ∈ I. Dakle, Ac ∈ ∩i∈IAi.

Kona£no, neka je (An)n∈N niz u ∩i∈IAi. Za proizvoljan i ∈ I, imamo da
An ∈ Ai za sve n ∈ N. Kako su Ai σ-algebre, ∪∞n=1An ∈ Ai za svaki i ∈ I.
Dakle, ∪∞n=1An ∈ ∩i∈IAi.

Slijede¢i primjer pokazuje da op¢enito unija σ-algebri nije σ-algebra.

Primjer 2. Neka je X = {1, 2, 3}. De�nirajmo A1 = {∅, {1}, {2, 3}, X} i
A2 = {∅, {2}, {1, 3}, X}. Lagano se pokaºe da A1 i A2 jesu σ-algebre na X
dok A1 ∪ A2 nije σ-algebra na X.

Neka je X proizvoljan neprazan skup i E ⊆ P(X). De�nirajmo M(E)
kao presjek svih σ-algebri na X koje sadrºe E (P(X) je bar jedna takva).
Uo£imo da iz prethodnog zadatka slijedi da jeM(E) σ-algebra naX. �tovi²e,
iz de�nicije imamo da je M(E) najmanja σ-algebra na X koja sadrºi E tj.
ako je A σ-algebra na X takva da E ⊆ A, ondaM(E) ⊆ A. Kaºemo da je
M(E) σ-algebra generirana sa E .

Tvrdnje slijede¢e propozicije su direktna posljedica de�nicije σ-algebre
generirane nekom familijom. Te tvrdnje ¢emo koristiti £esto i to bez izravnog
pozivanja na ovu propoziciju.

Propozicija 1. Neka je X neprazan skup i E , E ′ ⊆ P(X). Tada vrijedi:

1. ako je A σ-algebra na X takva da E ⊆ A, ondaM(E) ⊆ A;

2. ako E ⊆ E ′, ondaM(E) ⊆M(E ′);

3. M(E) =M(E ′) ako i samo ako E ⊆M(E ′) i E ′ ⊆M(E).

Dokaz. Prvu tvrdnju propozicije smo ve¢ komentirali. Dokaºimo drugu tvrd-
nju. Pretpostavimo da vrijedi E ⊆ E ′. Tada jeM(E ′) σ-algebra na X koja
sadrºi E , pa iz prve tvrdnje propozicije slijedi daM(E) ⊆M(E ′).

Dokaºimo naposljetku tre¢u tvrdnju propozicije. Prepostavimo da vrijedi
M(E) = M(E ′). Kako je E ⊆ M(E) i E ′ ⊆ M(E ′), zaklju£ujemo da E ⊆
M(E ′) i E ′ ⊆M(E). Obratno, pretpostavimo da E ⊆M(E ′) i E ′ ⊆M(E). Iz
prve tvrdnje propozicije zaklju£ujemo daM(E) ⊆M(E ′) iM(E ′) ⊆M(E).
Dakle,M(E) =M(E ′).

4



Neka je X prozivoljan topolo²ki prostor. Ozna£imo sa T familiju svih
otvorenih skupova u X i de�nirajmo

BX :=M(T ).

BX se naziva Borelovom σ-algebrom na X. Dakle, Borelova σ-algebra na
topolo²kom prostoru X je σ-algebra generirana familijom otvorenih skupova.

Slijede¢i zadatak pokazuje da Borelovu σ-algebru moºemo generirati i
familijom svih zatvorenih skupova.

Zadatak 7. Neka je X proizvoljan topolo²ki prostor. Dokaºite:

BX =M({F ⊆ X : F je zatvoren u X}).

Rj. Neka F ozna£ava familiju svih zatvorenih podskupova prostora X. �e-
limo pokazati da vrijediM(T ) =M(F). Neka je U ⊆ X otvoren. Tada je
U c zatvoren pa U c ∈ M(F), iz £ega slijedi da U = (U c)c ∈ M(F). Dakle,
T ⊆ M(F). Analogno se pokazuje da F ⊆ M(T ). Primjenom posljednje
tvrdnje Propozicije 1 zaklju£ujemo da vrijediM(T ) =M(F).

U idu¢a dva zadatka fokusirati ¢emo se na Borelovu σ-algebru na R.
Napomenimo da na R gledamo kao na topolo²ki prostor sa standardnom
euklidskom topologijom. Najprije pokazujemo da je Borelova σ-algebra na
R generirana familijom svih otvorenih intervala.

Zadatak 8. Dokaºite:

BR =M({〈a, b〉 : a < b}).

Rj. Neka je A = M({〈a, b〉 : a < b}). Otvoreni intervali 〈a, b〉 su otvoreni
skupovi pa pripadaju Borelovoj σ-algebri BR iz £ega odmah zaklju£ujemo da
A ⊆ BR.

Neka je U ⊆ R proizvoljan otvoren skup. Kako je U otvoren i kako je
Q gust u R, za svaki x ∈ U moºemo odabrati otvoreni interval Ix £ija su
oba kraja racionalni brojevi takav da x ∈ Ix ⊆ U . Sada o£ito imamo da
vrijedi U = ∪x∈UIx. Nadalje, uo£imo da je skup svih intervala £iji su krajevi
racionalni brojevi prebrojiv skup (jer je Q × Q prebrojiv). Dakle, prikazali
smo U kao prebrojivu uniju otvorenih intervala, iz £ega zaklju£ujemo da
U ∈ A. Iz ovoga direktno slijedi da BR ⊆ A.

Sada dajemo jo² nekoliko opisa σ-algebre BR.

Zadatak 9. Dokaºite:

1. BR =M({[a, b〉 : a < b});

2. BR =M({〈a, b] : a < b});
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3. BR =M({[a, b] : a ≤ b});

4. BR =M({〈−∞, a〉 : a ∈ R});

5. BR =M({〈−∞, a] : a ∈ R});

6. BR =M({〈a,+∞〉 : a ∈ R});

7. BR =M({[a,+∞〉 : a ∈ R}).

Rj. Dokazati ¢emo prvu i £etvrtu tvrdnju. Dokaz preostalih tvrdnji je sli£an.
Neka je A = M({[a, b〉 : a < b}). Uzmimo a, b ∈ R, a < b. Uo£imo

da [a, b〉 = ∩∞n=1〈a − 1
n , b〉. Kako skupovi 〈a − 1

n , b〉 pripadaju Borelovoj σ-
algebri i kako je σ-algebra zatvorena na prebrojive presjeke zaklju£ujemo da
[a, b〉 ∈ BR. Odavde odmah dobivamo da A ⊆ BR.

Da bi dokazali obrnutu inkluziju uzmimo a, b ∈ R, a < b. Uo£imo da
〈a, b〉 = ∪∞n=1[a+

1
n , b〉 iz £ega zaklju£ujemo da 〈a, b〉 ∈ A. Koriste¢i prethodni

zadatak dobivamo da BR ⊆ A. Time smo dokazali prvu tvrdnju.
Dokaºimo sada £etvrtu tvrdnju. Neka je B = M({〈−∞, a〉 : a ∈ R}).

Skupovi 〈−∞, a〉 pripadaju Borelovoj σ-algebri pa imamo da B ⊆ BR. Uzmimo
sada a, b ∈ R. Uo£imo da vrijedi [a, b〉 = 〈−∞, b〉 \ 〈−∞, a〉. Odavde odmah
dobivamo da M({[a, b〉 : a < b}) ⊆ B. Koriste¢i prvu tvrdnju zadatka
dobivamo da BR ⊆ B. Time smo dokazali £etvrtu tvrdnju zadatka.

Zadatak 10. Neka je X proizvoljan neprazan skup i E ⊆ P(X). Dokaºite
da je σ-algebraM(E) jednaka uniji σ-algebriM(F), pri £emu je F prebrojiv
podskup od E.

Rj. Neka je A unija σ-algebri M(F), pri £emu je F prebrojiv podskup od
E . Mi ºelimo dokazati da vrijedi M(E) = A. Kako je M(F) ⊆ M(E) za
svaki F ⊆ E prebrojiv, odmah dobivamo da A ⊆M(E).

Sada pokazujemo suprotnu inkluziju. Najprije ¢emo pokazati da je A
σ-algebra. O£ito, ∅ ∈ A. Neka je A ∈ A. Tada postoji F ⊆ E prebrojiv
takav da A ∈ M(F). Kako jeM(F) σ-algebra, Ac ∈ M(F) i zato Ac ∈ A.
Uzmimo sada niz (An)n∈N u A. Za svaki n ∈ N postoji Fn ⊆ E prebrojiv
takav da An ∈M(Fn). Stavimo F = ∪∞n=1Fn. Tada je F prebrojiv podskup
od E . Nadalje, iz Fn ⊆ F dobivamo daM(Fn) ⊆M(F) za svaki n ∈ N. Za-
klju£ujemo da An ∈M(F) za svaki n ∈ N. Kako jeM(F) σ-algebra imamo
da ∪∞n=1An ∈ M(F). Dakle, skup ∪∞n=1An se nalazi u σ-algebri generira-
noj sa nekim prebrojivim podskupom od E iz £ega slijedi da ∪∞n=1An ∈ A .
Dokazali smo da je A σ-algebra.

Sada uo£imo da E ⊆ A. Naime, za svaki A ∈ E o£ito imamo da A ∈
M({A}), a kako je skup {A} prebrojiv odmah dobivamo da A ∈ A. Kako je
A σ-algebra iz E ⊆ A odmah zaklju£ujemo daM(E) ⊆ A. Time je tvrdnja
zadatka dokazana.
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Slijede¢i zadatak pokazuje da svaka σ-algebra na skupu X na prirodan
na£in inducira σ-algebru na svakom podskupu od X.

Zadatak 11. Neka je A σ-algebra na nepraznom skupu X. Uzmimo proizvol-
jan E ⊆ X i de�nirajmo

AE := {A ∩ E : A ∈ A}.

Dokaºite da je AE σ-algebra na E.

Rj. Kako je ∅ ∈ A imamo da ∅ = ∅ ∩ E ∈ AE . Uzmimo C ∈ AE i neka je
A ∈ A takav da C = A∩E. Sada se lagano provjeri da E \C = (X \A)∩E.
Kako je A σ-algebra, imamo da X \A ∈ A pa E \C ∈ AE . Neka je (Cn)n∈N
niz u AE . Za svaki n ∈ N neka je An ∈ A takav da Cn = An ∩ E. Kako je
A σ-algebra, imamo da ∪∞n=1An ∈ A. Nadalje, ∪∞n=1Cn = (∪∞n=1An) ∩ E pa
zaklju£ujemo da ∪∞n=1Cn ∈ AE .

Idu¢i zadatak pokazuje da svaka beskona£na σ-algebra ima bar contin-
uum 3 mnogo elemenata. Specijalno, ne postoji beskona£na, prebrojiva σ-
algebra.

Zadatak 12. Neka je A beskona£na σ-algebra. Dokaºite:

1. A sadrºi beskona£an niz nepraznih me�usobno disjunktnih skupova;

2. card (A) ≥ c.

Rj. Neka je A σ-algebra na skupu X. Odaberimo E ∈ A takav da E 6= ∅
i E 6= X. Pogledajmo σ-algebre AE i AX\E . Uo£imo da su obje σ-algebre
sadrºane u σ-algebri A (jer E,X \ E ∈ A). Nadalje, A = (A ∩ E) ∪ (A ∩
(X \E)) za svaki A ∈ A. Dakle, svaki element σ-algebre A se moºe prikazati
kao unija elementa σ-algebre AE i elementa σ-algebre AX\E . Kako je A
beskona£na σ-algebra zaklju£ujemo da je bar jedna od σ-algebri AE i AX\E
beskona£na. Bez smanjenja op¢enitosti moºemo pretpostaviti da je σ-algebra
AE beskona£na. Stavimo E1 := E i B = AE . Kako je B beskona£na,
postoji F ∈ B takav da F 6= ∅, F 6= E. Ponavljaju¢i gornje argumente
zaklju£ujemo da su σ-algebre BF i BE\F sadrºane u A i da je bar jedna
od njih beskona£na. Bez smanjenja op¢enitosti moºemo pretpostaviti da
je BF beskona£na. Stavimo E2 := F i nastavimo postupak. Dolazimo do
niza (En)n∈N u A sa svojstvom da E1 ⊃ E2 ⊃ E3 ⊃ · · · . De�nirajmo
G1 = E1 \ E2, G2 = E2 \ E3 itd. Skupovi Gn su neprazni, me�usobno
disjunktni i pripadaju σ-algebri A. Time smo dokazali prvu tvrdnju zadatka.

Da bi dokazali drugu tvrdnju zadatka, uzmimo niz (En)n∈N nepraznih
me�usobno disjunktnih skupova u A. De�nirajmo preslikavanje f : P(N)→
A sa f(I) = ∪n∈IEn, I ⊆ N. Lagano se pokaºe da je preslikavanje f injek-
tivno pa card (A) ≥ card (P(N)) = c.

3c=card (R)
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Chapter 2

Mjere

De�nicija 2. Ure�en par (X,M), pri £emu je X neprazan skup i M σ-
algebra na X naziva se izmjerivim prostorom. Elemente σ-algebreM nazi-
vamo izmjerivim skupovima.

De�nicija 3. Neka je (X,M) izmjeriv prostor. Preslikavanje µ : M →
[0,+∞] je mjera ako:

1. µ(∅) = 0;

2. (σ-aditivnost) za proizvoljan niz (En)n∈N disjunktnih skupova uM vri-
jedi da µ(∪∞n=1En) =

∑∞
n=1 µ(En).

Ure�ena trojka (X,M, µ) se naziva prostor mjere.

Osnovna svojstva mjera su sadrºana u slijede¢em teoremu.

Teorem 1. Neka je (X,M, µ) prostor mjere.

1. (monotonost) Ako su E,F ∈M takvi da E ⊆ F , onda µ(E) ≤ µ(F ).

2. (subaditivnost) Ako je (En)n∈N niz uM, onda µ(∪∞n=1En) ≤
∑∞

n=1 µ(En).

3. (neprekidnost odozdo) Ako je (En)n∈N niz u M takav da E1 ⊆ E2 ⊆
· · · , tada µ(∪∞n=1En) = limn→∞ µ(En).

4. (neprekidnost odozgo) Ako je (En)n∈N niz uM takav da E1 ⊇ E2 ⊇ · · ·
i µ(En0) < +∞ za neki n0 ∈ N, tada µ(∩∞n=1En) = limn→∞ µ(En).

Neka je (X,M, µ) prostor mjere. Mjera µ je kona£na ako µ(X) < +∞.
Uo£imo da u tom slu£aju iz prve tvrdnje prethodnog teorema slijedi da
µ(E) < +∞ za svaki E ∈ M. Mjera µ je vjerojatnosna ako µ(X) = 1.
Dakle, vjerojatnosne mjere su specijalan slu£aj kona£nih mjera.

Mjera µ je σ-kona£na ako postoji niz (En)n∈N uM takav daX = ∪∞n=1En
i µ(En) < +∞ za sve n ∈ N. O£ito je svaka kona£na mjera ujedno i σ-
kona£na.
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Nadalje, kaºemo da je mjera µ je polukona£na ako za svaki E ∈M takav
da µ(E) = +∞, postoji F ⊆ E takav da 0 < µ(F ) < +∞.

Navedimo sada nekoliko primjera mjeri.

Primjer 3. 1. Neka je X proizvoljan neprazan skup i x ∈ X. Za E ⊆ X
de�nirajmo

δx(E) =

{
1; ako x ∈ E;
0; ako x /∈ E.

Lagano se pokaºe da je δx mjera na (X,P(X)). Mjera δx se naziva
Diracova mjera u to£ki x. Uo£imo da je δx vjerojatnosna mjera.

2. Neka je X proizvoljan neprazan skup. Za E ⊆ X de�nirajmo

µ(E) =

{
0; ako E = ∅;
+∞; ako E 6= ∅.

Tada je µ mjera na (X,P(X)). Uo£imo da µ nije σ-kona£na mjera.

3. Za E ⊆ N, neka |E| ozna£ava broj elemenata skupa E ukoliko je E
kona£an. De�nirajmo µ : P(N)→ [0,+∞] sa

µ(E) =

{
|E|; ako je E kona£an;

+∞; ako je E beskona£an.

Tada se lagano provjeri da je µ mjera na (N,P(N)). Uo£imo da je µ
σ-kona£na mjera. Mjeru µ nazivamo broje¢a mjera na N.

Slijede¢i primjer pokazuje da se pretpostavka u zadnjem dijelu (neprekid-
nost odozgo) Teorema 1 ne moºe eliminirati.

Primjer 4. Pogledajmo prostor mjere (N,P(N), µ), pri £emu je µ broje¢a
mjera. Neka je En = {n, n+1, n+2, . . .}, n ∈ N. Tada o£ito E1 ⊇ E2 ⊇ · · ·
i ∩∞n=1En = ∅. Prema tome µ(∩∞n=1En) = 0, a limn→+∞ µ(En) = +∞.

Zadatak 13. Neka je X neprebrojiv skup i A σ-algebra iz Zadatka 3. De�ni-
rajmo µ : A → [0,+∞] sa

µ(A) =

{
0; ako je A prebrojiv;

+∞; ako je Ac prebrojiv.

Dokaºite da je µ mjera. Da li je µ σ-kona£na?

Rj. O£ito µ(∅) = 0. Uzmimo niz (An)n∈N me�usobno disjunktnih skupova
u A. Imamo dvije mogu¢nosti:

1. An je prebrojiv za sve n ∈ N;
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2. postoji n0 ∈ N takav da je Acn0
prebrojiv.

U prvom slu£aju imamo da je skup ∪∞n=1An prebrojiv, pa µ(∪∞n=1An) =∑∞
n=1 µ(An) = 0. U drugome slu£aju imamo da je skup (∪∞n=1An)

c prebrojiv
(jer je (∪∞n=1An)

c = ∩∞n=1A
c
n ⊆ Acn0

), pa µ(∪∞n=1An) =
∑∞

n=1 µ(An) = +∞.
Dokazali smo da je µ mjera. Mjera µ nije σ-kona£na, jer se X ne moºe
prikazati kao prebrojiva unija skupova kona£ne mjere (u na²em slu£aju to su
prebrojivi podskupovi od X).

Zadatak 14. Neka je (X,M, µ) prostor mjere. Dokaºite da

µ(E) + µ(F ) = µ(E ∪ F ) + µ(E ∩ F )

za prozivoljne E,F ∈M.

Rj. Uzmimo proizvoljne E,F ∈ M. Uo£imo da skupovi E \ F i E ∩ F
disjunktni i E = (E\F )∪(E∩F ), ²to implicira da µ(E) = µ(E\F )+µ(E∩F ).
Analogno, µ(F ) = µ(F \ E) + µ(E ∩ F ). Dakle,

µ(E) + µ(F ) = µ(E \ F ) + µ(E ∩ F ) + µ(F \ E) + µ(E ∩ F ).

Nadalje, uo£imo da su skupovi E \ F , F \ E i E ∩ F me�usobno disjunktni
i da je njihova unija E ∪ F . Prema tome,

µ(E \ F ) + µ(E ∩ F ) + µ(F \ E) = µ(E ∪ F ),

iz £ega direktno slijedi tvrdnja zadatka.

Zadatak 15. Neka su µ1, µ2, . . . , µn mjere na izmjerivom prostoru (X,M)
te neka su a1, a2, . . . , an nenegativni realni brojevi. Dokaºite da je

∑n
i=1 aiµi

mjera na (X,M).

Rj. Imamo (
∑n

i=1 aiµi)(∅) =
∑n

i=1 aiµi(∅) = 0. Neka je (Em)m∈N niz me�u-
sobno disjunktnih skupova uM. Kako su µi mjere, imamo da( n∑

i=1

aiµi

)
(∪∞m=1Em) =

n∑
i=1

aiµi(∪∞m=1Em) =

n∑
i=1

ai

∞∑
m=1

µi(Em)

=

∞∑
m=1

n∑
i=1

aiµi(Em)

=

∞∑
m=1

( n∑
i=1

aiµi

)
(Em).

Zadatak 16. Neka je (X,M, µ) prostor mjere. Za E ∈ M de�nirajmo
preslikavanje µE :M → [0,+∞] sa µE(A) = µ(A ∩ E), A ∈ M. Dokaºite
da je µE mjera.
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Rj. O£ito µE(∅) = µ(∅) = 0. Neka je (An)n∈N niz me�usobno disjunktnih
skupova uM. Tada su o£ito i skupovi An∩E, n ∈ N me�usobno disjunktni,
pa kako je µ mjera imamo da

µE(∪∞n=1An) = µ((∪∞n=1An) ∩ E) = µ(∪∞n=1(An ∩ E)) =

∞∑
n=1

µ(An ∩ E)

=
∞∑
n=1

µE(An).

Zadatak 17. Neka je (X,M, µ) prostor mjere i (En)n∈N niz uM. De�ni-
rajmo

lim sup
n

En := ∩∞k=1 ∪∞n=k En i lim inf
n

En := ∪∞k=1 ∩∞n=k En.

Dokaºite:

1. µ(lim infnEn) ≤ lim infn µ(En);

2. ako µ(∪∞n=1En) < +∞, onda µ(lim supnEn) ≥ lim supn µ(En).

Rj. Dokaºimo prvu tvrdnju zadatka.Uo£imo da

∩∞n=1En ⊆ ∩∞n=2En ⊆ · · · .

Iz neprekidnosti odozdo mjere µ, zaklju£ujemo da vrijedi

µ(lim inf
n

En) = lim
k→∞

µ(∩∞n=kEn).

Odaberimo podniz (mk)k∈N od N takav da lim infn µ(En) = limk→∞ µ(Emk).
Za svaki k (zbog mk ≥ k) imamo da ∩∞n=kEn ⊆ Emk pa

µ(lim inf
n

En) = lim
k→∞

µ(∩∞n=kEn)

≤ lim
k→∞

µ(Emk)

= lim inf
n

µ(En).

Druga tvrdnja zadatka se dokazuje sli£no.

Zadatak 18. Neka je (X,M) izmjeriv prostor te µ :M→ [0,+∞] preslika-
vanje koje zadovoljava svojstva:

1. µ(∅) = 0;

2. ako su A1, . . . , An ∈M me�usobno disjunktni, onda µ(A1∪ . . .∪An) =
µ(A1) + . . .+ µ(An).
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Dokaºite da je µ mjera ako i samo ako je µ neprekidna odozdo.

Rj. Nuºnost je direktna posljedica tre¢e tvrdnje Teorema 1. Pretpostavimo
sada da je µ odozdo neprekidna i dokaºimo da je mjera. Uzmimo niz (An)n∈N
me�usobno disjunktnih skupova uM. De�nirajmo niz skupova (Bn)n∈N sa
Bn := A1∪ . . .∪An, n ∈ N. Tada o£ito B1 ⊆ B2 ⊆ · · · i ∪∞n=1An = ∪∞n=1Bn.
Koriste¢i neprekidnost odozdo funkcije µ kao i svojstvo 2., dobivamo da

µ(∪∞n=1An) = µ(∪∞n=1Bn)

= lim
n→∞

µ(Bn)

= lim
n→∞

n∑
k=1

µ(Ak)

=
∞∑
n=1

µ(An).

Dakle, µ je mjera.

Zadatak 19. Dokaºite da je svaka σ-kona£na mjera polukona£na.

Rj. Neka je µ σ-kona£na mjera na izmjerivom prostoru (X,M). Dakle,
postoji niz (An)n∈N u M takav da X = ∪∞n=1An i µ(An) < +∞ za svaki
n ∈ N. Bez smanjenja op¢enitosti moºemo pretpostaviti da A1 ⊆ A2 ⊆ · · ·
(jer ina£e skupove An moºemo zamijeniti skupovima A′n = A1 ∪ . . . ∪ An).
Uzmimo sada E ∈ M takav da µ(E) = +∞. Uo£imo da E = E ∩ X =
∪∞n=1(E ∩ An), pa koriste¢i tre¢e svojstvo iz Teorema 1, zaklju£ujemo da
µ(E) = limn→∞ µ(An ∩ E). O£ito postoji n takav da µ(E ∩ An) > 0.
Nadalje, za taj n vrijedi i E ∩An ⊆ E te µ(E ∩An) ≤ µ(An) < +∞.

Slijede¢i primjer pokazuje da obrat u prethodnom zadatku ne vrijedi.

Primjer 5. Za E ⊆ R, neka |E| ozna£ava broj elemenata skupa E ukoliko
je E kona£an. De�nirajmo µ : P(R)→ [0,+∞] sa

µ(E) =

{
|E|; ako je E kona£an;

+∞; ako je E beskona£an.

Tada se lagano provjeri da je µ mjera na (R,P(R)). Mjera µ je polukona£na
ali nije σ-kona£na.

Zadatak 20. Neka je (X,M, µ) prostor mjere, pri £emu je µ polukona£na
te neka je E ∈M takav da µ(E) = +∞. Dokaºite da za svaki C > 0 postoji
F ⊆ E takav da C < µ(F ) < +∞.
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Rj. Uzmimo E ∈ M takav da µ(E) = +∞. Pokazati ¢emo da vrijedi
sup{µ(F ) : F ⊆ E, µ(F ) < +∞} = +∞, iz £ega o£ito slijedi tvrdnja
zadatka. Pretpostavimo suprotno, tj. da vrijedi L = sup{µ(F ) : F ⊆
E, µ(F ) < +∞} < +∞. Za svaki n ∈ N odaberimo Fn ⊆ E takav da L− 1

n <
µ(Fn) ≤ L. Ponovno, bez smanjenja op¢enitosti moºemo pretpostaviti da
F1 ⊆ F2 ⊆ · · · . Neka je F = ∪∞n=1Fn. Iz neprekidnosti odozdo mjere µ
zaklju£ujemo da µ(F ) = limn→∞ µ(Fn) = L. Pogledajmo sada skup E \ F .
Kako je µ(E) = +∞ i µ(F ) = L < +∞, zaklju£ujemo da µ(E \ F ) = +∞.
Dakle, postoji G ⊆ E \ F takav da 0 < µ(G) < +∞. Sada o£ito F ∪G ⊆ E
i L < µ(F ∪G) = µ(F ) + µ(G) < +∞, ²to je u kontradikciji sa de�nicijom
broja L.
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Chapter 3

Vanjske mjere

Najprije uvodimo pojam vanjske mjere.

De�nicija 4. Neka je X neprazan skup. Preslikavanje µ∗ : P(X)→ [0,+∞]
je vanjska mjera ako:

1. µ∗(∅) = 0;

2. za A ⊆ B ⊆ X vrijedi µ∗(A) ≤ µ∗(B);

3. za proizvoljan niz (An)n∈N, An ⊆ X vrijedi

µ∗(∪∞n=1An) ≤
∞∑
n=1

µ∗(An).

Slijede¢a propozicija daje ²iroku klasu primjera vanjskih mjera.

Propozicija 2. Neka su E ⊆ P(X) i ρ : E → [0,+∞] takvi da ∅ ∈ E, X ∈ E
i ρ(∅) = 0. De�niramo

µ∗(A) = inf

{ ∞∑
n=1

ρ(En) : En ∈ E i A ⊆ ∪∞n=1En

}
, A ⊆ X.

Tada je µ∗ vanjska mjera na X.

Slijede¢i primjer pokazuje da se ρ i µ∗ op¢enito ne podudaraju na familiji
E .

Primjer 6. Neka je X = R i

E = {〈a, b〉 : −∞ ≤ a < b ≤ +∞} ∪ {∅}.

Nadalje, neka je ρ : E → [0,+∞] preslikavanje de�nirano sa ρ(〈a, b〉) = (b−
a)2 za −∞ ≤ a < b ≤ +∞ i ρ(∅) = 0. Ozna£imo sa µ∗ vanjsku mjeru na R
generiranu sa ρ. Uzmimo proizvoljan N ∈ N i de�nirajmo

A1 = 〈0, 1/N ], A2 = 〈1/N, 2/N ], . . . , An = 〈(N − 1)/N, 1].
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Tada o£ito 〈0, 1〉 = ∪Nk=1Ak, pa koriste¢i svojstva iz de�nicije vanjske mjere
(opravdajte sve korake!) dobivamo da

µ∗(〈0, 1〉) ≤
N∑
k=1

µ∗(Ak) =
N∑
k=1

µ∗(〈(k − 1)/N, k/N〉)

≤
N∑
k=1

ρ(〈(k − 1)/N, k/N〉)

=
N∑
k=1

1/N2 = 1/N.

Pustimo li N → +∞, dobivamo da µ∗(〈0, 1〉) = 0. S druge strane, ρ(〈0, 1〉) =
1.

Sada uvodimo krucijalan pojam izmjerivog skupa obzirom na vanjsku
mjeru.

De�nicija 5. Neka je µ∗ vanjska mjera na skupu X. Za A ⊆ X kaºemo da
je µ∗-izmjeriv ako za svaki E ⊆ X vrijedi

µ∗(E) = µ∗(E ∩A) + µ∗(E ∩Ac).

Napomena 1. Iz svojstva vanjske mjere lagano vidimo da uvijek vrijedi

µ∗(E) ≤ µ∗(E ∩A) + µ∗(E ∩Ac).

Dakle, A ⊆ X je µ∗-izmjeriv ako i samo ako

µ∗(E) ≥ µ∗(E ∩A) + µ∗(E ∩Ac)

za svaki E ⊆ X.

Slijede¢i teorem jedan je od najvaºnijih u teoriji mjere.

Teorem 2. Neka je µ∗ vanjska mjera na skupu X. De�nirajmo

Mµ∗ := {E ⊆ X : E je µ∗-izmjeriv}.

Tada vrijedi:

1. Mµ∗ je σ-algebra na X;

2. restrikcija vanjske mjere µ∗ na Mµ∗ je mjera na izmjerivom prostoru
(X,Mµ∗).
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Primjer 7. De�nirajmo preslikavanje µ∗ : P(N)→ [0,+∞] sa

µ∗(E) =

{√
|E|; ako E kona£an;

+∞; ako E beskona£an.

Koriste¢i nejednakost
√
a+ b ≤

√
a+
√
b, lagano je pokazati da je µ∗ vanjska

mjera na N. Uzmimo E ⊆ X, E 6= X i E 6= ∅. Odaberimo a ∈ E i b ∈ X \E
te de�nirajmo A = {a, b}. Tada µ∗(A) =

√
2 i µ∗(A ∩ E) + µ∗(A ∩ Ec) =

1 + 1 = 2. Pokazali smo da

µ∗(A) 6= µ∗(A ∩ E) + µ∗(A ∩ Ec),

iz £ega zaklju£ujemo da E nije µ∗-izmjeriv skup. Dakle, jedini µ∗-izmjerivi
skupovi su ∅ i N.

Prisjetimo se konstrukcije iz Propozicije 2. Slijede¢i primjer pokazuje da
elementi familije E nisu nu v zno µ∗-izmjerivi skupovi.

Primjer 8. Neka je X = R i

E = {〈a, b〉 : −∞ ≤ a < b ≤ +∞} ∪ {∅}.

Nadalje, neka je ρ : E → [0,+∞] preslikavanje de�nirano sa ρ(〈a, b〉) =√
b− a za −∞ ≤ a < b ≤ +∞ i ρ(∅) = 0. Ozna£imo sa µ∗ vanjsku mjeru

na R generiranu sa ρ (u smislu Propozicije 2). Moºe se pokazati da vrijedi
µ∗(〈a, b〉) =

√
b− a za −∞ < a < b < +∞. Uo£imo da skup E = 〈0, 1〉 nije

µ∗-izmjeriv. Naime, za A = 〈0, 2〉 imamo da
√
2 = µ∗(A) 6= µ∗(A ∩ E) + µ(A ∩ Ec) = 1 + 1 = 2.

Zadatak 21. Neka je µ∗ vanjska mjera na skupu X i neka je (An)n∈N niz
me�usobno disjunktnih µ∗-izmjerivih skupova. Dokaºite da vrijedi

µ∗(E ∩ (∪∞j=1Aj)) =
∞∑
j=1

µ∗(E ∩Aj),

za svaki E ⊆ X.

Rj. De�nirajmo skupove Bn = ∪ni=1Ai, n ∈ N i B = ∪∞n=1An. Koriste¢i
µ∗-izmjerivost skupova An imamo:

µ∗(E ∩Bn) = µ∗(E ∩Bn ∩An) + µ∗(E ∩Bn ∩Acn)
= µ∗(E ∩An) + µ∗(E ∩Bn−1)

= . . . =
n∑
i=1

µ∗(E ∩Ai).
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Koriste¢i µ∗-izmjerivost skupova Bn kao i skupa B, dobivamo

µ∗(E ∩B) + µ∗(E ∩Bc) = µ∗(E)

= µ∗(E ∩Bn) + µ∗(E ∩Bc
n)

≥
n∑
i=1

µ∗(E ∩Ai) + µ∗(E ∩Bc).

Pustimo li limes kada n→ +∞ zaklju£ujemo da

µ∗(E ∩ (∪∞j=1Aj)) = µ∗(E ∩B) ≥
∞∑
j=1

µ∗(E ∩Aj).

Suprotna nejednakost

µ∗(E ∩ (∪∞j=1Aj)) = µ∗(∪∞j=1(E ∩Aj)) ≤
∞∑
j=1

µ∗(E ∩Aj)

slijedi direktno iz svojstva 3 vanjske mjere.

Zadatak 22. De�nirajmo preslikavanje µ∗ : P(N)→ [0,+∞] sa

µ∗(A) =


0; ako A = ∅;
1; ako je A kona£an;

+∞; ako A beskona£an.

Dokaºite da je µ∗ vanjska mjera na N. Da li je skup {1, 3, 5, 7, . . .} µ∗-
izmjeriv?

Rj. Dokaºite sami da je µ∗ vanjska mjera. Skup A = {1, 3, 5, 7, . . .} nije
µ∗-izmjeriv jer za E = {1, 2} vrijedi:

µ∗(E ∩A) + µ∗(E ∩Ac) = 1 + 1 = 2 6= µ∗(E) = 1.

Sada uvodimo pojam premjere.

De�nicija 6. Neka je A algebra na skupu X. Preslikavanje µ : A → [0,+∞]
je premjera ako:

1. µ(∅) = 0;

2. ako je (An)n∈N niz me�usobno disjunktnih skupova u A takvih da ∪∞n=1An ∈
A, onda µ(∪∞n=1An) =

∑∞
n=1 µ(An).
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Neka je µ0 premjera na algebri A. Tada moºemo de�nirati preslikavanje
µ∗ : P(X)→ [0,+∞] sa

µ∗(E) = inf

{ ∞∑
n=1

µ0(An) : An ∈ A i E ⊆ ∪∞n=1An

}
, E ⊆ X. (3.1)

Iz Propozicije 2 slijedi da je µ∗ vanjska mjera na X.

Propozicija 3. Vrijedi:

1. µ∗|A = µ0;

2. svaki skup iz A je µ∗-izmjeriv.

Slijede¢i teorem pokazuje da se svaka premjera moºe pro²iriti do mjere.

Teorem 3. Neka je A algebra na skupu X i µ0 premjera na A. Ozna£imo sa
M σ-algebru generiranu sa A. Tada postoji µ mjera naM takva da µ|A =
µ0. Ako je µ0 σ-kona£na, onda je mjera µ sa tim svojstvima jedinstvena.

Zadatak 23. Neka je A algebra na skupu X, µ0 premjera na A i µ∗ in-
ducirana vanjska mjera. Ozna£imo sa Aσ skup svih podskupova od X koji
se mogu prikazati kao prebrojiva unija skupova iz A, te sa Aσδ skup svih
podskupova od X koji se mogu prikazati kao prebrojiv presjek skupova iz Aσ.
Dokaºite:

1. za svaki E ⊆ X i ε > 0, postoji A ∈ Aσ takav da E ⊆ A i µ∗(A) ≤
µ∗(E) + ε;

2. ako je µ∗(E) < +∞, tada je E µ∗-izmjeriv ako i samo ako postoji
B ∈ Aσδ takav da E ⊆ B i µ∗(B \ E) = 0.

Rj. Dokaºimo najprije prvu tvrdnju zadatka. Uzmimo E ⊆ X i ε > 0. Kako
je µ∗ vanjska mjera inducirana premjerom µ0, imamo da postoji niz (An)n∈N
takav da E ⊆ ∪∞n=1An i

∞∑
n=1

µ∗(An) =
∞∑
n=1

µ0(An) ≤ µ∗(E) + ε.

De�nirajmo A = ∪∞n=1An. Tada A ∈ Aσ, E ⊆ A i

µ∗(A) ≤
∞∑
n=1

µ∗(An) ≤ µ∗(E) + ε.

Dokaºimo sada drugu tvrdnju zadatka. Uzmimo E takav da µ∗(E) <
+∞ i pretpostavimo da je E µ∗-izmjeriv. Po prvome dijelu zadatka za svaki
n ∈ N moºemo odabrati An ∈ Aσ takav da E ⊆ An i

µ∗(An) ≤ µ∗(E) + 1/n. (3.2)
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De�nirajmo B = ∩∞n=1An. O£ito B ∈ Aσδ. Nadalje, iz (3.2) i zbog E ⊆ B,
imamo da µ∗(B) = µ∗(E) te

µ∗(B \ E) = µ∗(B ∩ Ec) = µ∗(B)− µ∗(E) = 0.

Obratno, neka je B ∈ Aσδ takav da E ⊆ B i µ∗(B \ E) = 0. Dokaºimo
da je E µ∗-izmjeriv skup. Iz Propozicije 3 slijedi da je B µ∗-izmjeriv skup.
Uzmimo proizvoljan F ⊆ X. Koriste¢i svojstva vanjske mjere imamo

µ∗(F ∩ Ec) = µ∗((F ∩Bc) ∪ (F ∩ (Ec \Bc)))

≤ µ∗(F ∩Bc) + µ∗(Ec \Bc)

= µ∗(F ∩Bc) + µ∗(B \ E)

= µ(F ∩Bc).

(3.3)

Nadalje, iz E ⊆ B dobivamo

µ∗(F ∩ E) ≤ µ∗(F ∩B). (3.4)

Kako je B µ∗-izmjeriv skup, iz (3.3) i (3.4) zaklju£ujemo da

µ∗(F ∩ Ec) + µ∗(F ∩ E) ≤ µ∗(F ).

Skup F ⊆ X je bio proizvoljan, pa zaklju£ujemo da je E µ∗-izmjeriv skup.

Zadatak 24. Neka je µ∗ vanjska mjera inducirana kona£nom premjerom
µ0. Za E ⊆ X de�nirajmo µ∗(E) = µ0(X) − µ∗(E). Dokaºite da je E
µ∗-izmjeriv ako i samo ako µ∗(E) = µ∗(E).

Rj. Pretpostavimo prvo da je skup E µ∗-izmjeriv skup. Kako je µ∗ mjera
na familiji svih µ∗ izmjerivih skupova i kako je µ∗|A = µ0

1 imamo

µ∗(E) + µ∗(Ec) = µ∗(X) = µ0(X),

iz £ega direktno slijedi da µ∗(E) = µ∗(E).
Pretpostavimo sada da vrijedi µ∗(E) = µ∗(E). Za svaki n ∈ N moºemo

po prethodnom zadatku odabrati skupove An, Bn ∈ Aσ takve da vrijedi
E ⊆ An, Ec ⊆ Bn, te

µ∗(An) ≤ µ∗(E) +
1

n
i µ∗(Bn) ≤ µ∗(Ec) +

1

n
.

Iz Propozicije 3 slijedi da su skupovi An i Bn µ∗-izmjerivi. Koriste¢i Za-
datak 8 dobivamo da (uo£ite da iz E ⊆ An i Ec ⊆ Bn slijedi da An∪Bn = X)

µ∗(An ∩Bn) = µ∗(An) + µ∗(Bn)− µ∗(An ∪Bn)

≤ µ∗(E) + µ∗(Ec)− µ∗(X) +
2

n

= µ∗E)− µ∗(E) +
2

n

=
2

n
.

(3.5)

1A je algebra na kojoj je de�nirana premjera µ0
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Neka je i A = ∩∞n=1An i B = ∩∞n=1Bn. Tada A,B ∈ Aσδ. Nadalje, pustimo
li limes kada n → +∞ u nejednakosti 3.5, dobivamo µ∗(A ∩ B) = 0. Kako
je Ec ⊆ B, iz monotonosti vanjske mjere zaklju£ujemo da vrijedi

µ∗(A \ E) = µ∗(A ∩ Ec) ≤ µ∗(A ∩B) = 0.

Dakle, A ∈ Aσδ, E ⊆ A i µ∗(A\E) = 0. Iz prethodnog zadatka zaklju£ujemo
da je E µ∗-izmjeriv skup.

Slijede¢i zadatak pokazuje da bez pretpostavke o σ-kona£nosti premjere
nemamo jedinstvenost pro²irenja (vidi Teorem 3).

Zadatak 25. Neka je A kolekcija svih kona£nih unija skupova 〈a, b] ∩ Q,
−∞ ≤ a < b ≤ +∞. Moºe se pokazati da je A algebra skupova na Q. 2

1. Dokaºite da je σ-algebra generirana sa A jednaka P(Q).

2. De�nirajmo µ0 : A → [0,+∞] na A sa µ0(∅) = 0 i µ0(A) = +∞ za
A 6= ∅. Dokaºite da je µ0 premjera i da postoji vi²e od jedne mjere na
Q £ija je restrikcija na A jednaka µ0.

Rj. Dokaºimo najprije prvu tvrdnju zadatka. Ozna£imo saM σ-algebru na
Q generiranu sa A. Uo£imo da za svaki q ∈ Q vrijedi

{q} =
∞⋂
n=1

(
〈q − 1

n
, q] ∩Q

)
.

Dakle, {q} je mogu¢e prikazati kao prebrojiv presjek elemenata iz A, iz £ega
zaklju£ujemo da {q} ∈ M. Uzmimo sada prozivoljan A ⊆ Q. Uo£imo da A
moºemo zapisati u obliku A = ∪q∈A{q}, iz £ega slijedi da A ∈ M. Dakle,
M = P(Q).

Dokaºimo sada drugu tvrdnju zadatka. Lagano se pokaºe da je µ0 doista
premjera. Za prozivoljan A ⊆ Q de�nirajmo

µ(A) =

{
0; ako A = ∅;
+∞; ako A 6= ∅.

i ν(A) =

{
|A|; ako je A kona£an;

+∞; ako je A beskona£an.

Lagano je pokazati da su µ i ν mjere na Q i da je njihova restrikcija na A
upravo premjera µ0.

2Uz pomo¢ Propozicije 1.7 iz Follanda
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Chapter 4

Borelove mjere na R

U ovom poglavlju opisati ¢emo sve mjere na BR koje su kona£ne na svim
ograni£enim Borelovim skupovima.

Najprije uvodimo potrebnu terminologiju. Skupove oblika 〈a, b] ili 〈a,+∞〉
ili ∅, pri £emu je −∞ ≤ a < b < +∞ nazivamo h-intervalima. Uo£imo da
je presjek dva h-intervala opet h-interval te da je komplement h-intervala
ili h-interval ili disjunktna unija dva h-intervala. Neka je A familija svih
podskupova od R koji se mogu napisati kao kona£na unija disjunktnih h-
intervala. Koriste¢i Propoziciju 1.7. iz Follanda lagano dobijemo da je A
algebra na R. Iz Zadatka 9 zaklju£ujemo da je σ-algebra generirana sa A
jednaka BR.

Propozicija 4. Neka je F : R → R rastu¢a i zdesna neprekidna funkcija.
Za 〈ai, bi], i = 1, 2, . . . , n disjunktne h-intervale de�nirajmo

µ0(∪ni=1〈ai, bi]) =
n∑
i=1

(F (bi)− F (ai)). (4.1)

Tako�er, neka je µ0(∅) = 0. Tada je µ0 premjera na A.

Slijede¢i teorem direktna je posljedica Teorema 3.

Teorem 4. Neka je F rastu¢a i zdesna neprekidna funkcija. Tada postoji
jedinstvena mjera µF na BR takva da

µF (〈a, b]) = F (b)− F (a), −∞ < a < b < +∞.

Nadalje, ako je G neka druga takva funkcija, onda µF = µG ako i samo ako
postoji c ∈ R takav da G = F + c.

Slijede¢i zadatak pokazuje da vrijedi i obrat prethodnog teorema.
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Zadatak 26. Neka je µ mjera na BR koja je kona£na na svim ograni£enim
Borelovim skupovima. De�nirajmo F : R→ R sa

F (x) =


µ(〈0, x]) ako x > 0,

0 ako x = 0.

−µ(〈x, 0]) ako je x < 0.

Dokaºite da je F rastu¢a i zdesna neprekidna funkcija te da vrijedi µF = µ.

Rj. Prije svega uo£imo da vrijedi F (x) ≤ 0 za x ≤ 0 i F (x) ≥ 0 za x ≥ 0.
Prema tome, da bi dokazali da je F rastu¢a funkcija dovoljno je pokazati
da je F rastu¢a na R− i na R+. Uzmimo x1 ≤ x2 < 0. Uo£imo da vrijedi
〈x2, 0] ⊆ 〈x1, 0], iz £ega slijedi da µ(〈x2, 0]) ≤ µ(〈x1, 0]). Dakle, F (x1) ≤
F (x2), pa imamo da je F rastu¢a na R−. Analogno se pokazuje da je F
rastu¢a na R+.

Dokaºimo da je F zdesna neprekidna u svakoj to£ki. Neka je x ≥ 0 i
neka je (xn)n niz takav da xn ↘ x. Tada o£ito vrijedi 〈0, x1] ⊇ 〈0, x2] ⊇ . . . i
∩∞n=1〈0, xn] = 〈0, x]. Koriste¢i neprekidnost odozgo mjere µ zaklju£ujemo da
vrijedi F (xn)→ F (x). Dakle, F je zdesna neprekidna u svakoj to£ki x ≥ 0.
Analogno se pokazuje da je F zdesna neprekidna u svakoj to£ki x < 0.

Kona£no, lagano je provjeriti da vrijedi

µ(〈a, b]) = F (b)− F (a), a < b.

Doista, za npr. a < 0 < b imamo

µ(〈a, b]) = µ(〈a, 0]) + µ(〈0, b]) = −F (a) + F (b) = F (b)− F (a).

Sada iz prethodnog teorema zaklju£ujemo da vrijedi µ = µF .

Zadatak 27. Neka je F : R → R rastu¢a i zdesna neprekidna funkcija.
Dokaºite da vrijedi µF ({a}) = F (a)− F (a−), µF ([a, b〉) = F (b−)− F (a−),
µF ([a, b]) = F (b)− F (a−) i µF (〈a, b〉) = F (b−)− F (a).1

Rj. Uo£imo da vrijedi {a} = ∩∞n=1〈a − 1/n, a], pa koriste¢i neprekidnost
odozgo mjere µF dobivamo

µF ({a}) = lim
n→∞

µF (〈a− 1/n, a]) = lim
n→∞

(F (a)− F (a− 1/n))

= F (a)− F (a−).

Nadalje,

µF ([a, b]) = µF (〈a, b]) + µF ({a}) = F (b)− F (a) + F (a)− F (a−)
= F (b)− F (a−).

1F (a−) ozna£ava limes slijeva funkcije F u to£ki a.

22



Tako�er,

µF ([a, b〉) = µF ([a, b])− µF ({b}) = F (b)− F (a−)− F (b) + F (b−)
= F (b−)− F (a−),

te kona£no

µF (〈a, b〉) = µF ([a, b〉)− µF ({a}) = F (b−)− F (a−)− F (a) + F (a−)
= F (b−)− F (a).

Istaknimo nekoliko vrlo vaºnih stvari. Neka je F rastu¢a i zdesna neprekidna
funkcija. Neka je µ0 premjera de�nirana sa (4.1). Njoj moºemo pridruºiti
vanjsku mjeru µ∗F na R de�niranu sa (3.1). Neka je Mµ∗F

σ-algebra svih
µ∗F -izmjerivih skupova. Iz Propozicije 3 slijedi da BR ⊆ Mµ∗F

. Tako�er, iz
Propozicije 3 i Teorema 4 slijedi da µ∗F |BR = µF . Ispada da je sigma algebra
Mµ∗F

"puno ve¢a" od σ-algebre BR. Preciznije, vrijedi cardMµ∗F
= 2c i card

BR = c. Prisjetimo li se da je restrikcija vanjske mjere na σ-algebru izm-
jerivih podskupova mjera, zaklju£ujemo da je mjeru µF mogu¢e pro²iriti do
mjere na σ-algebri Mµ∗F

koja je puno ve¢a od σ-algebre BR. To pro²irenje
¢emo tako�er ozna£avati sa µF . Mjera µF se naziva Lebesgue-Stieltjesova
mjera generirana sa F .

Iz prethodne diskusije imamo da za svaki E ∈Mµ∗F
vrijedi

µF (E) = µ∗F (E) = inf

{ ∞∑
n=1

µF (〈an, bn]) : E ⊆
∞⋃
n=1

〈an, bn]
}
.

Slijede¢a propozicija kaºe da u gornjoj jednakosti h-intervale moºemo zami-
jeniti sa otvorenim intervalima.

Propozicija 5. Za proizvoljan E ∈Mµ∗F
vrijedi

µF (E) = µ∗F (E) = inf

{ ∞∑
n=1

µF (〈an, bn〉) : E ⊆
∞⋃
n=1

〈an, bn〉
}
.

Teorem 5. Za proizvoljan E ∈Mµ∗F
vrijedi

µF (E) = inf{µF (U) : U ⊇ E i U je otvoren}
= sup{µF (K) : K ⊆ E i K je kompaktan}.

Slijede¢i teorem daje karakterizaciju skupova koji pripadaju σ-algebri
Mµ∗F

.

Teorem 6. Neka je E ⊆ R. Slijede¢e tvrdnje su ekvivalentne:

1. E ∈Mµ∗F
;
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2. E = V \N1, pri £emu je V Gδ-skup2 i µ∗F (N1) = 0;

3. E = H ∪N2, pri £emu je H Fδ-skup3 i µ∗F (N2) = 0.

Zadatak 28. Neka je E ∈ Mµ∗F
takav da µF (E) < +∞. Dokaºite da za

svaki ε > 0 postoji A koji je kona£na unija otvorenih intervala takav da
µF (E4A) < ε.

Rj. Iz Teorema 5 slijedi da za proizvoljan ε > 0 postoje U otvoren i K
kompaktan takvi da K ⊆ E ⊆ U i

µF (U)− ε/2 ≤ µF (E) ≤ µF (K) + ε/2.

Za svaki x ∈ K moºemo odabrati otvoreni interval Ix takav da x ∈ Ix ⊆ U .
Tada o£ito K ⊆ ∪x∈KIx. Kako je K kompaktan, postoje x1, . . . , xn ∈ K
takvi da K ⊆ Ix1 ∪ . . . ∪ Ixn . De�nirajmo

A = Ix1 ∪ . . . ∪ Ixn .

Imamo
µF (A \ E) ≤ µF (U \ E) = µF (U)− µF (E) ≤ ε/2

i
µF (E \A) ≤ µF (E \K) = µF (E)− µF (K) ≤ ε/2.

Sada dobivamo

µF (A4E) ≤ µF (A \ E) + µF (E \A) ≤ ε.

Sada ¢emo se koncentrirati na najvaºniju mjeru na R. De�nirajmo pres-
likavanje F : R→ R sa F (x) = x. Uo£imo da je funkcija F rastu¢a i zdesna
neprekidna (²tovi²e ona je neprekidna), pa inducira mjeru µF . Ta mjera se
naziva Lebesgueova mjera na R i od sada ¢emo ju ozna£avati sa m. Tako�er
σ-algebruMµ∗F

ozna£avamo sa L.
Slijede¢i teorem pokazuje da se Lebesgueova mjera pona²a dobro obzirom

na translacije i dilatacije. Najprije uvodimo neke oznake. Za E ⊆ R te
r, s ∈ R de�niramo

E + s := {x+ s : x ∈ E} i rE := {rx : x ∈ E}.

Teorem 7. Za E ∈ L te r, s ∈ R imamo da E + s ∈ L i rE ∈ L. Nadalje,

m(E + s) = m(E) i m(rE) = |r|m(E).

2prebrojiv presjek otvorenih skupova
3prebrojiva unija kompaktnih skupova
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Prisjetimo se da σ-algebra L ima 2c elemenata, dakle onoliko koliko ima
podskupova od R. Me�utim L 6= P(R). Sada ¢emo konstruirati primjer
skupa koji se ne nalazi u L.

Primjer 9. Na skupu R de�niramo relaciju ∼ sa: x ∼ y ako x − y ∈ Q.
Lagano se provjeri da je ∼ relacija ekvivalencije. Ozna£imo sa R/Q kvoci-
jentni skup koji se sastoji od svih klasa ekvivalencije. Uo£imo da za svaki
x ∈ R postoji y ∈ [0, 1〉 takav da x ∼ y. Dakle, svaka klasa iz R/Q ima
svog predstavnika u segmentu [0, 1]. Koriste¢i aksiom izbora zaklju£ujemo
da moºemo odabrati V ⊆ [0, 1] sa svojstvom da V sadrºi to£no jednog pred-
stavnika svake klase iz R/Q. Tvrdimo da V /∈ L. Neka je Q ∩ [−1, 1] =
{q1, q2, . . .}. De�nirajmo Vk = V + qk, k ∈ N. Nije te²ko provjeriti (u£inite
to!) da vrijede slijede¢e tvrdnje:

1. skupovi Vk su disjunktni;

2. [0, 1] ⊆ ∪∞k=1Vk ⊆ [−1, 2].

Pretpostavimo da V ∈ L. Iz gornjih svojstava i Teorema 7 slijedi

1 = m([0, 1]) ≤
∞∑
k=1

m(Vk) =

∞∑
k=1

m(V ) ≤ m([−1, 2]) = 3,

²to je o£ito nemogu¢e.

Napomena 2. Prisjetimo se da BR ⊆ L. Tako�er smo napomenuli da
BR 6= L. Kasnije u toku kolegija ¢emo dati eksplicitan primjer skupa koji se
nalazi u L a koji nije Borelov.

Zadatak 29. Neka je A ⊆ R prebrojiv skup. Dokaºite da vrijedi m(A) = 0.

Rj. Iz Zadatka 27 slijedi da m({x}) = 0 za svaki x ∈ R. Koriste¢i σ-
aditivnost mjere m lagano dobijemo tvrdnju zadatka.

Prirodno je postaviti pitanje postoji li neprebrojiv skup Lebesgueove
mjere nula. Odgovor je potvrdan.

Primjer 10. Krenimo od segmenta C0 = [0, 1]. Podijelimo C0 na tri jednaka
dijela te de�nirajmo C1 = [0, 1/3] ∪ [2/3, 1] (dakle izbacili smo srednji dio).
C1 se sastoji od dva segmenta. Podijelimo li svaki od njih na tri jednaka
dijela i izbacimo li srednji dio dobivamo

C2 = [0, 1/9] ∪ [2/9, 1/3] ∪ [2/3, 7/9] ∪ [8/9, 1].

Nastavimo li ovaj postupak dolazimo do skupova Cn, n ∈ N. Svaki Cn je
unija od 2n segmenata. De�nirajmo C = ∩∞n=0Cn.

4. Moºe se pokazati da
vrijedi m(C) = 0 i card C = c (vidi Folland str. 38).

4skup C se naziva Cantorov skup
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Zadatak 30. Dokaºite:

1. za svaki ∅ 6= U ⊆ R otvoren vrijedi m(U) > 0;

2. za svaki K ⊆ R kompaktan vrijedi m(K) < +∞.

Rj. Neka je U ⊆ R prozivoljan otvoren i neprazan skup. Uzmimo x ∈ U i
odaberimo r > 0 takav da 〈x− r, x+ r〉 ⊆ U . Imamo

m(U) ≥ m(〈x− r, x+ r〉) = 2r > 0.

Neka je sada K ⊆ R kompaktan. Tada je K ograni£en pa postoje a, b ∈ R
takvi da K ⊆ [a, b]. Sada imamo

m(K) ≤ m([a, b]) = b− a < +∞.

Zadatak 31. Neka je E ∈ L i m(E) > 0. Dokaºite da za svaki α < 1 postoji
otvoreni interval I takav da m(E ∩ I) > αm(I).

Rj. Neka je E kao u iskazu zadatka i takav da m(E) < +∞. Pretpostavimo
suprotno, tj. da postoji α < 1 takav da za svaki I otvoreni interval vrijedi
m(E ∩ I) ≤ αm(I). Neka je (〈ak, bk〉)k∈N niz otvorenih intervala takav da
E ⊆ ∪∞k=1〈ak, bk〉. Uo£imo da vrijedi

m(E) = m(E ∩ (∪∞k=1〈ak, bk〉))
= m(∪∞k=1(E ∩ 〈ak, bk〉))

≤
∞∑
k=1

m(E ∩ 〈ak, bk〉)

≤
∞∑
k=1

αm(〈ak, bk〉)

= α

∞∑
k=1

(bk − ak).

Uzmemo li in�mum po svim nizovima otvorenih intervala (〈ak, bk〉)k∈N sa
svojstvom E ⊆ ∪∞k=1〈ak, bk〉 dobijemo (koriste¢i Propoziciju 5)

m(E) ≤ αm(E) < m(E),

²to je o£ito nemogu¢e.
Promotrimo sada situaciju kada jem(E) = +∞. Neka je J interval takav

da 0 < m(E ∩ J) < +∞. Po dokazanome postoji otvoreni interval I takav
da m((E ∩ J) ∩ I) > αm(I). Sada imamo

αm(I) < m((E ∩ J) ∩ I) ≤ m(E ∩ I),

pa tvrdnja zadatka vrijedi i u ovom slu£aju.
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Zadatak 32. Neka je E ∈ L i m(E) > 0. Dokaºite da skup E−E = {x−y :
x, y ∈ E} sadrºi otvoreni interval sa sredi²tem u to£ki 0.

Rj. Odaberimo α ∈ 〈3/4, 1〉. Iz prethodnog zadatka imamo da postoji
otvoreni interval I takav da m(E ∩ I) > αm(I). Sada tvrdimo da vrijedi

〈−1/2m(I), 1/2m(I)〉 ⊆ E − E. (4.2)

Uo£imo da (4.2) implicira tvrdnju zadatka. Uzmimo z ∈ 〈−1/2m(I), 1/2m(I)〉
i de�nirajmo skupove

A = E ∩ I i B = (E ∩ I) + z.

Pretpostavimo da su skupovi A i B disjunktni. Tada imamo da m(A∪B) =
m(A) + m(B) = 2m(A) > 3

2m(I). S druge strane, A ∪ B ⊆ I ∪ (I + z),
a lagano se vidi da m(I ∪ (I + z)) ≤ 3

2m(I). Dakle, skupovi A i B nisu
disjunktni, pa postoji y ∈ A ∩B, iz £ega lagano slijedi da z ∈ E − E.

Zadatak 33. Dokaºite da postoji E ∈ BR takav da m(E) < +∞ i da za sve
a < b vrijedi m(E ∩ 〈a, b〉) > 0.

Rj. Neka je Q = {q1, q2, . . .}. De�nirajmo

E =
∞⋃
n=1

〈qn −
1

2n
, qn +

1

2n
〉.

Imamo

m(E) ≤
∞∑
n=1

2

2n
< +∞.

Lagano je pokazati da E zadovoljava uvjete zadatka.
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Chapter 5

Izmjerive funkcije

Neka su X i Y skupovi te f : X → Y proizvoljna funkcija. Prisjetimo se da
sa f−1(E) ozna£avamo prasliku skupa E ⊆ Y po funkciji f . Dakle,

f−1(E) = {x ∈ X : f(x) ∈ E}.

Zadatak 34. Neka su X,Y skupovi, f : X → Y funkcija te E,F,Ei, i ∈ I
podskupovi od Y . Dokaºite:

1. f−1(E \ F ) = f−1(E) \ f−1(F );

2. f−1(∩i∈IEi) = ∩i∈If−1(Ei);

3. f−1(∪i∈IEi) = ∪i∈If−1(Ei);

Rj. Dokazati ¢emo samo zadnju tvrdnju zadatka. Dokazi ostalih tvdnji su
analogni. Uzmimo x ∈ f−1(∪i∈IEi). Tada f(x) ∈ ∪i∈IEi pa postoji i0 ∈ I
takav da f(x) ∈ Ei0 , tj. x ∈ f−1(Ei0). Dakle, x ∈ ∪i∈If−1(Ei). Zaklju£u-
jemo da vrijedi f−1(∪i∈IEi) ⊆ ∪i∈If−1(Ei). Suprotnu inkluziju dobijemo
na na£in da ponovimo gornje argumente u suprotnom smjeru.

Uvedimo pojam izmjerive funkcije.

De�nicija 7. Neka su (X,M) te (Y,N ) izmjerivi prostori. Funkcija f : X →
Y je izmjeriva (obzirom na par σ-algebri (M,N )) ako za svaki E ∈ N vrijedi
da f−1(E) ∈M.

Tvrdnja slijede¢eg zadatka je vrlo korisna u primjenama.

Zadatak 35. Pretpostavimo da je σ-algebra N generirana sa E ⊆ P(Y ).
Tada je funkcija f : X → Y izmjeriva u paru σ-algebri (M,N ) ako i samo
ako f−1(E) ∈M za svaki E ∈ E.
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Rj. Nuºnost uvjeta slijedi direktno iz de�nicije izmjerive funkcije. Pret-
postavimo sada da f−1(E) ∈M za svaki E ∈ E i de�nirajmo

F = {E ∈ N : f−1(E) ∈M}.

Uo£imo da vriijedi E ⊆ F . Nadalje, koriste¢i Zadatak 34 lagano se pokaºe
da je F σ-algebra. Kako je F ⊆ N i kako je N generirana sa E zaklju£ujemo
da vrijedi F = N , iz £ega direktno slijedi da je f izmjeriva funkcija.

Slijede¢i zadatak daje ²iroku klasu primjera izmjerivih funkcija.

Zadatak 36. Neka su X i Y topolo²ki prostori i f : X → Y neprekidna
funkcija. Dokaºite da je f izmjeriva u paru σ-algebri (BX ,BY ).

Rj. Kako je f neprekidna funkcija, za proizvoljan U ⊆ Y otvoren imamo da
je f−1(U) otvoren skup u X, pa specijalno f−1(U) ∈ BX . Kako otvoreni
skupovi u Y generiraju σ-algebru BX , tvrdnja zadatka slijedi direktno iz
Zadatka 35.

Zadatak 37. Neka su (X,M), (Y,N ) i (Z,G) izmjerivi prostori te f : X →
Y i g : Y → Z izmjerive funkcije. Dokaºite da je g ◦ f : X → Z izmjeriva
funkcija.

Rj. Lagano se pokaºe (u£inite to!) da za proizvoljan G ∈ G vrijedi

(g ◦ f)−1(G) = f−1(g−1(E)).

Kako je g izmjeriva funkcija imamo da g−1(E) ∈ N . Koriste¢i izmjerivost
funkcije f zaklju£ujemo da f−1(g−1(E)) ∈M.

Neka je X skup i A ⊆ X. Sa χA ozna£avati ¢emo karakteristi£nu funkciju
skupa A. Ona je de�nirana sa

χA(x) =

{
1 x ∈ A;
0 x /∈ A.

Zadatak 38. Neka je (X,M) izmjeriv prostor te A ⊆ X. Dokaºite da je
funkcija χA izmjeriva ako i samo ako A ∈M.

Rj. Pretpostavimo prvo da je funkcija χA izmjeriva. Kako je A = χ−1A ({1})
i kako je {1} Borelov skup, zaklju£ujemo da A ∈M.

Pretpostavimo sada da A ∈M. Za proizvoljan B ⊆ R Borelov imamo

χ−1A (B) =


∅; 0, 1 /∈ B
A; 1 ∈ B, 0 /∈ B
Ac; 1 /∈ B, 0 ∈ B
X; 0, 1 ∈ B,

iz £ega slijedi da χ−1A (B) ∈M. Dakle, χA je izmjeriva funkcija.
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Napomena 3. Neka je (X,M) izmjeriv prostor i f : X → R funkcija. Re¢i
¢emo da je f izmjeriva ako je izmjeriva u paru σ-algebri (M,BR). Dakle,
ukoliko ne naglasimo druk£ije, na R ¢emo gledati Borelovu σ-algebru. Op¢en-
itije, ukoliko ne naglasimo druk£ije, na Rn ¢emo gledati kao na izmjeriv
prostor obzirom na Borelovu σ-algebru BRn.

Zadatak 39. Neka je (X,M) izmjeriv prostor i f : X → R funkcija. Sli-
jede¢e tvrdnje su ekvivalentne:

1. f je izmjeriva;

2. f−1(〈a,+∞〉) ∈M za svaki a ∈ R;

3. f−1([a,+∞〉) ∈M za svaki a ∈ R;

4. f−1(〈−∞, a〉) ∈M za svaki a ∈ R;

5. f−1(〈−∞, a]) ∈M za svaki a ∈ R.

Rj. Tvrdnja zadatka slijedi direktno iz Zadataka 9 i 35.

Zadatak 40. Dokaºite da je svaka monotona funkcija f : R→ R izmjeriva.

Rj. Dokaºimo tvrdnju u slu£aju kada je f rastu¢a funkcija. Iz prethodnog
zadatka slijedi da je dovoljno pokazati da je skup f−1([a,+∞〉) Borelov za
svaki a ∈ R. Neka je

b = inf{x ∈ R : f(x) ≥ a},

pri £emu dogovorno uzimamo da inf ∅ = +∞. Sada imamo nekoliko mogu¢nosti.
Ako b = +∞, onda f−1([a,+∞〉) = ∅ ∈ BR. Tako�er, ako b = −∞ onda
f−1([a,+∞〉) = R ∈ BR. Dakle, moºemo pretpostaviti da b ∈ R. Ukoliko
f(b) ≥ a, onda f−1([a,+∞〉) = [b,+∞〉 ∈ BR. S druge strane, ako f(b) < a
onda f−1([a,+∞〉) = 〈b,+∞〉 ∈ BR.

U idu¢em zadatku ¢emo koristiti slijede¢i rezultat.

Propozicija 6. BRn je generirana skupovima oblika A1×A2× . . .×An, pri
£emu su A1, A2, . . . , An ∈ BR.

Zadatak 41. Neka je (X,M) izmjeriv prostor te f, g : X → R izmjerive
funkcije. De�niramo h : X → R2 sa

h(x) = (f(x), g(x)).

Dokaºite da je h izmjeriva funkcija.
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Rj. Neka su A,B ∈ BR. Imamo

h−1(A×B) = {x ∈ X : h(x) ∈ A×B}
= {x ∈ X : (f(x), g(x)) ∈ A×B}
= {x ∈ X : f(x) ∈ A i g(x) ∈ B}
= f−1(A) ∩ g−1(B).

Kako su f i g izmjerive funkcije imamo da h−1(A × B) ∈ M. Tvrdnja
zadatka slijedi iz prethodne propozicije i Zadatka 35.

Zadatak 42. Neka je (X,M) izmjeriv prostor te f, g : X → R izmjerive
funkcije. Dokaºite da su f + g i f · g tako�er izmjerive funkcije.

Rj. De�nirajmo S : R2 → R sa S(x, y) = x+y. Funkcija S je neprekidna pa
je i izmjeriva. Neka je h izmjeriva funkcija iz prethodnog zadatka. Uo£imo
da vrijedi f+g = S◦h, iz £ega slijedi da je f+g tako�er neprekidna funkcija.
Analogno se pokazuje da je f · g neprekidna funkcija.

U uvom kolegiju baviti ¢emo se i sa funkcijama koje poprimaju vrijednosti
u R := R ∪ {−∞,+∞}. Da bi govorili o izmjerivim funkcijama f : X → R
moramo najprije re¢i koju σ-algebru gledamo na R. De�niramo

BR = {E ⊆ R : E ∩ R ∈ BR}.

Lagano se pokaºe da je BR je σ-algebra i ukoliko ne naglasimo druk£ije na
R gledamo kao na izmjeriv prostor obzirom na σ-algebru BR. Nadalje, nije
te²ko pokazati da je BR generirana skupovima [a,+∞] ili [−∞, a], a ∈ R.
Isto vrijedi i za skupove oblika 〈a,+∞] odnosno [−∞, a〉, a ∈ R.

Zadatak 43. Neka je f : X → R takva da f−1(〈r,+∞]) ∈ M za svaki
r ∈ Q. Dokaºite da je f izmjeriva funkcija.

Rj. Uzmimo a ∈ R i neka je (rn)n niz u Q takav da rn ↘ a. Imamo

f−1(〈a,+∞]) = f−1(∪∞n=1〈rn,+∞]) = ∪∞n=1f
−1(〈rn,+∞]) ∈M.

Kako skupovi 〈a,+∞] generiraju BR, tvrdnja zadatka slijedi iz Zadatka 35.

Propozicija 7. Neka je (X,M) izmjeriv prostor te neka je (fn)n niz izm-
jerivih funkcija fn : X → R. Tada su funkcije

g1(x) = sup
n
fn(x), g2(x) = inf

n
fn(x)

te
g3(x) = lim sup

n
fn(x), g4(x) = lim inf

n
fn(x)

tako�er izmjerive.
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Slijede¢i primjer pokazuje da supremum neprebrojive familije izmjerivih
funkcija ne mora biti izmjeriva funkcija.

Primjer 11. Odaberimo A ⊆ R takav da A /∈ BR. Uo£imo da vrijedi

χA = sup
x∈A

χ{x}.

Funkcije χ{x}, x ∈ A jesu izmjerive, a χA nije (vidi Zadatak 38).

Kao direktnu posljedicu prethodne propozicije dobivamo slijede¢i korolar.

Korolar 1. Ako su f, g : X → R izmjerive funkcije, tada su i max{f, g} i
min{f, g} tako�er izmjerive funkcije.

Zadatak 44. Neka je (fn)n niz izmjerivih funkcija fn : X → R. Dokaºite
da je skup

A =

{
x ∈ X : lim

n→∞
fn(x) postoji

}
izmjeriv skup. Nadalje, dokaºite da je funkcija f : X → R de�nirana sa

f(x) =

{
limn→∞ fn(x), x ∈ A;
0, x /∈ A.

izmjeriva.

Rj. Neka su funkcije g3 i g4 de�nirane kao u Propoziciji 7. Uo£imo da vrijedi

A = {x ∈ X : g3(x) = g4(x)}.

Ozna£imo li sa h razliku g3 − g4, zaklju£ujemo da A = h−1({0}). Iz izm-
jerivosti funkcije h i skupa {0} imamo da je A izmjeriv. Nadalje, uo£imo da
vrijedi f = g3 · χA, iz £ega zaklju£ujemo da je f izmjeriva funkcija.

32



Chapter 6

Lebesgueov integral

6.1 Integracija nenegativnih funkcija

Neka je (X,M, µ) prostor mjere. Uvedimo oznaku

L+ = {f : X → [0,+∞] : f je izmjeriva}.

U ovom poglavlju nau£iti ¢emo integrirati funkcije iz L+. Najprije zapo£in-
jemo sa tzv. jednostavnim funkcijama.

De�nicija 8. Funkcija f ∈ L+ je jednostavna ako je njen skup vrijednosti
kona£an skup.

Neka je f jednostavna funkcija i neka je {a1, a2, . . . , an} skup vrijednosti
od f . Za svaki i ∈ {1, 2, . . . , n} de�niramo

Ei = {x ∈ X : f(x) = ai}.

Skupovi Ei pripadaju σ-algebriM (jer je f izmjeriva) i vrijedi

f =
n∑
i=1

aiχEi (6.1)

Zapis (6.1) nazivamo standardnom reprezentacijom jednostavne funkcije f .
Vaºnost jednostavnih funkcija o£ituje se u slijede¢em rezultatu.

Propozicija 8. Za svaku funkciju f ∈ L+ postoji niz jednostavnih funkcija
(φn)n sa slijede¢im svojstvima:

1. 0 ≤ φ1 ≤ φ2 ≤ . . . ≤ f ;

2. φn(x)→ f(x) za svaki x ∈ X;

3. φn → f uniformno na svakom skupu na kojem je f ograni£ena.
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Neka je f jednostavna funkcija i neka je standardna reprezentacija od f
dana sa (6.1). De�niramo integral od f obzirom na mjeru µ sa∫

X
f dµ =

n∑
i=1

aiµ(Ei). (6.2)

Napomena 4. Uo£imo da neki od sumanada u izrazu (6.2) mogu biti neo-
dre�eni oblik 0 · ∞. Naime, mogu¢e je da ai = 0 i µ(Ei) = +∞ ili ai = +∞
i µ(Ei) = 0. Mi dogovorno uzimamo da je 0 · ∞ = 0.

Sada ºelimo de�niciju integrala pro²iriti na funkcije iz L+. Uzmimo f ∈
L+ i de�nirajmo∫

X
fdµ = sup

{∫
X
φdµ : φ je jednostavna i 0 ≤ φ ≤ f

}
. (6.3)

Napomena 5. Nije te²ko pokazati da se za f jednostavnu funkciju izrazi (6.2)
i (6.3) podudaraju. Dakle, (6.3) doista pro²iruje (6.2).

Osnovna svojstva integrala su dana u idu¢em teoremu.

Teorem 8. Za f, g ∈ L+ i c ≥ 0 vrijedi:

1.
∫
X(f + g) dµ =

∫
X f dµ+

∫
X g dµ;

2.
∫
X(cf) dµ = c

∫
X fdµ;

3. ako f ≤ g, onda
∫
X f dµ ≤

∫
X g dµ.

Slijede¢i teorem jedan je od najvaºnijih u teoriji integracije.

Teorem 9. (Lebesgueov teorem o monotonoj konvergenciji) Neka je (fn)n∈N
niz u L+ takav da fn ≤ fn+1 za svaki n ∈ N. Neka je f = limn fn

1. Tada
vrijedi ∫

X
f dµ = lim

n→∞

∫
X
fn dµ.

Zadatak 45. Neka je (fn)n∈N niz u L+. Dokaºite da vrijedi∫
X

( ∞∑
n=1

fn

)
dµ =

∞∑
n=1

∫
X
fn dµ.

Rj. De�nirajmo niz funkcija (gn)n∈N u L+ sa

gn =

n∑
k=1

fk, n ∈ N.

1Uo£imo da je za svaki x ∈ X niz (fn(x))n rastu¢i pa konvergira u [0,+∞]. Dakle, f
je dobro de�nirana
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O£ito gn ≤ gn+1 za svaki n ∈ N. Nadalje, gn(x)→ f(x) za svaki x ∈ X, pri
£emu

f(x) =
∞∑
n=1

fn(x).

Koriste¢i Teoreme 8 i 9 dobivamo∫
X
f dµ = lim

n→∞

∫
X
gn dµ

= lim
n→∞

n∑
k=1

∫
X
fk dµ

=

∞∑
n=1

∫
X
fn dµ.

Neka je f ∈ L+ te E ∈M. Tada de�niramo∫
E
f dµ =

∫
X
f · χE dµ.

Zadatak 46. Neka je f ∈ L+. Za E ∈ M de�niramo λ(E) =
∫
E f dµ.

Dokaºite:

1. λ je mjera na (X,M);

2.
∫
X g dλ =

∫
X fg dµ za svaku g ∈ L+.

Rj. O£ito vrijedi λ(∅) = 0. Uzmimo (En)n∈N niz disjunktnih skupova uM.
Koriste¢i prethodni zadatak imamo

λ(∪∞n=1En) =

∫
X
f · χ∪∞n=1En

dµ

=

∫
X

( ∞∑
n=1

f · χEn
)
dµ

=

∞∑
n=1

∫
X
f · χEn dµ

=

∞∑
n=1

∫
En

f dµ

=
∞∑
n=1

λ(En).

Time je dokazana prva tvrdnja zadatka. Pokaºimo da vrijedi druga tvrd-
nja zadatka. Uzmimo najprije g ∈ L+ jednostavnu funkciju i neka je g =

35



∑n
i=1 aiχEi njena standardna reprezentacija. Imamo∫

X
g dλ =

n∑
i=1

aiλ(Ei)

=
n∑
i=1

ai

∫
X
f · χEi dµ

=

∫
X
f ·
( n∑
i=1

aiχEi

)
dµ

=

∫
X
fg dµ.

Uzmimo sada proizvoljnu g ∈ L+. Po Propoziciji 8 postoji niz jednos-
tavnih funkcija (φn)n takav da φn ≤ φn+1 ≤ g za svaki n ∈ N i takav
da φn(x) → g(x) za svaki x ∈ X. Tada o£ito vrijedi fφn ≤ fφn+1 za svaki
n ∈ N i (fφn)(x)→ (fg)(x) za svaki x ∈ X. Koriste¢i Teorem 9 i dokazano
zaklju£ujemo da∫

X
fg dµ = lim

n→∞

∫
X
fφn dµ = lim

n→∞

∫
X
φn dλ =

∫
X
g dλ.

Koristan ¢e biti i slijede¢i rezultat.

Teorem 10. (Fatou) Neka je (fn)n niz funkcija u L+. Tada vrijedi∫
X
(lim inf

n
fn) dµ ≤ lim inf

n

∫
X
fn dµ.

Zadatak 47. Dokaºite da u Teoremu 10 op¢enito nemamo jednakost.

Rj. Neka je (X,M, µ) prostor mjere sa svojstvom da postoji E ∈ M takav
da µ(E) > 0 i µ(Ec) > 0. De�nirajmo niz funkcija (fn)n sa

fn =

{
χE ; n je paran

χEc ; n je neparan.

O£ito lim infn fn = 0 pa
∫
X(lim infn fn) dµ = 0. S druge strane

lim inf
n

∫
X
fn dµ = min{µ(E), µ(Ec)} > 0.
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Zadatak 48. Neka je (fn)n niz u L+ takav da fn(x)→ f(x) za svaki x ∈ X.
Nadalje, pretpostavimo da vrijedi∫

X
f dµ = lim

n→∞

∫
X
fn dµ < +∞.

Dokaºite da
lim
n→∞

∫
E
fn dµ =

∫
E
f dµ,

za svaki E ∈M.

Rj. Koriste¢i Teorem 10 imamo∫
E
f dµ =

∫
X
f · χE dµ =

∫
X
(lim
n
fn) · χE dµ

=

∫
X
lim inf

n
(fn · χE) dµ

≤ lim inf
n

∫
X
fn · χE dµ

= lim inf
n

∫
E
fn dµ.

Dakle, ∫
E
f dµ ≤ lim inf

n

∫
E
fn dµ. (6.4)

S druge strane, imamo

lim sup
n

∫
E
fn dµ = lim sup

n→∞

(∫
X
fn dµ−

∫
Ec
fn dµ

)
= lim

n→∞

∫
X
fn dµ− lim inf

n→∞

∫
Ec
fn dµ

=

∫
X
f dµ− lim inf

n→∞

∫
Ec
fn dµ

≤
∫
X
f dµ−

∫
Ec
f dµ,

pri £emu smo u zadnjoj nejednakosti koristili (6.4) ali za Ec umjesto E.
Dakle,

lim sup
n

∫
E
fn ≤

∫
E
f dµ. (6.5)

Tvrdnja zadatka slijedi direktno iz (6.4) i (6.5).

Zadatak 49. Neka je f ∈ L+ takva da
∫
X f dµ < +∞. Dokaºite:

1. skup {x ∈ X : f(x) > 0} je σ-kona£an;

2. µ({x ∈ X : f(x) = +∞}) = 0.
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Rj. Neka je E = {x ∈ X : f(x) > 0}. Za svaki n ∈ N de�nirajmo

En =

{
x ∈ X : f(x) ≥ 1

n

}
.

O£ito E = ∪∞n=1En. Koriste¢i posljednju tvrdnju Teorema 8 imamo

+∞ >

∫
X
f dµ ≥

∫
X
f · χEn dµ ≥

∫
X

1

n
χEn dµ =

1

n
µ(En),

iz £ega zaklju£ujemo da µ(En) < +∞ za svaki n. Dakle, E je σ-kona£an
skup. Drugu tvrdnju zadatka dokaºite sami.

Napomena 6. Napomenimo sada vrlo vaºnu stvar vezanu uz terminologiju
koju ¢emo koristiti tokom ovog kolegija. U teoriji mjere skupovi mjere nula ne
igraju bitnu ulogu i zato je korisno uvesti termin gotovo svuda (mi ¢emo ko-
ristiti skra¢enicu a.e. koja dolazi od engleskog termina almost everywhere)2.
U grubo, ako je (X,M, µ) prostor mjere, onda je neka tvrdnja o to£kama
x ∈ X istinita gotovo sigurno ako je istinita za sve to£ke koje ne pripadaju
nekom skupu mjere nula.

Konkretno pogledajmo Teorem 9. Tamo smo zahtjevali da vrijedi fn(x) ≤
fn+1(x) za svaki x ∈ X. Ispada da moºemo oslabiti tu pretpostavku (vidi
Folland, Korolar 2.17) i zahtjevati da vrijedi fn(x) ≤ fn+1(x) za a.e. x ∈
X, ²to u ovom slu£aju zna£i da postoji N ∈ M skup mjere nula takav da
fn(x) ≤ fn+1(x) za sve x ∈ N c i za svaki n ∈ N. Od sada na dalje, kada
se budemo pozivali na Teorem 9 misliti ¢emo na ovu generaliziranu verziju
opisanu u ovoj napomeni.

Slijede¢i rezultat je o£ekivan.

Propozicija 9. Neka f ∈ L+. Tada
∫
X f dµ = 0 ako i samo ako f = 0 a.e.

Zadatak 50. Neka je f ∈ L+ takva da
∫
X f dµ < +∞. Dokaºite da za svaki

ε > 0 postoji E ∈M takav da µ(E) < +∞ i∫
E
f dµ >

∫
X
f dµ− ε.

Rj. Za svaki n ∈ N de�niramo

En = {x ∈ X : f(x) ≥ 1

n
} i fn = f · χEn .

Sada se lagano vidi da fn ≤ fn+1 za svaki n ∈ N i fn(x) → f(x) za sve
x ∈ X. Naime, ako vrijedi f(x) > 0, onda x ∈ En za sve n po£e²i od
nekog n0 iz £ega slijedi da fn(x) = f(x) za sve n ≥ n0. S druge strane, ako

2verzija popularna u teoriji vjerojatnosti je gotovo sigurno (almost surely)
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f(x) = 0 onda x /∈ En za sve n i prema tome fn(x) = 0 za sve n ∈ N. U oba
slu£aja zaklju£ujemo da fn(x)→ f(x). Koriste¢i Teorem 9 zaklju£ujemo da

lim
n→∞

∫
En

f dµ = lim
n→∞

∫
X
fn dµ =

∫
X
f dµ.

Nadalje, iz prethodnog zadatka slijedi da skupovi En imaju kona£nu mjeru
pa tvrdnja zadatka vrijedi.

6.2 Integracija op¢enitih funkcija

Neka je (X,M, µ) prostor mjere. U ovom poglavlju ºelimo nau£iti integrirati
izmjerive funkcije f : X → R. Za svaku takvu funkciju de�niramo

f+(x) = max{f(x), 0} i f−(x) = max{−f(x), 0}.

Uo£imo da iz Korolara 1 slijedi da su f+ i f− izmjerive funkcije. Nadalje,
o£ito f+(x) ≥ 0 i f−(x) ≥ 0 za sve x ∈ X. Dakle, f+, f− ∈ L+. Funkciju
f+ nazivamo pozitivni dio funkcije f , a f− nazivamo negativni dio funkcije
f .

Zadatak 51. Dokaºite da f = f+ − f− i |f | = f+ + f−.

Rj. Uzmimo prozivoljan x ∈ X. Ako f(x) ≥ 0, onda f+(x) = f(x) i
f−(x) = 0, iz £ega slijedi da f(x) = f+(x) − f−(x). Analogno, ako vrijedi
f(x) < 0, tada f+(x) = 0 i f−(x) = −f(x), pa opet imamo f(x) = f+(x)−
f−(x). Time smo dokazali prvu tvrdnju zadatka. Druga tvrdnja se dokazuje
analogno.

De�nicija 9. Funkcija f : X → R je integrabilna ako
∫
X f

+ dµ < +∞ i∫
X f
− dµ < +∞. U tom slu£aju de�niramo∫

X
f dµ =

∫
X
f+ dµ−

∫
X
f− dµ. (6.6)

Napomena 7. Mogu¢e je promatrati i tzv. integrabilnost u ²irem smislu.
Kaºemo da je f integrabilna u ²irem smislu ako je bar jedan od integrala∫
X f

+ dµ i
∫
X f dµ kona£an i u tom slu£aju

∫
X f dµ opet de�niramo izra-

zom (6.6). Uo£imo da sada taj izraz moºe poprimiti vrijednost +∞ ili −∞.
Nadalje, uo£imo da ne moºemo dopustiti da oba integrala

∫
X f

+ dµ i
∫
X f dµ

budu jednaka +∞ jer u tom slu£aju izraz na desnoj strani u (6.6) nema
smisla. 3

Slijede¢i teorem daje osnovna svojstva integrala.
3∞−∞ je neodre�en oblik
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Teorem 11. Neka su f, g : X → R integrabilne funkcije te c ∈ R. Tada
vrijedi:

1. f + g je integrabilna i
∫
X(f + g) dµ =

∫
X f dµ+

∫
X g dµ;

2. cf je integrabilna i
∫
X(cf) dµ = c

∫
X f dµ;

3. ako f ≤ g a.e., onda
∫
X f dµ ≤

∫
X g dµ.

Zadatak 52. Dokaºite da je f : X → R integrabilna ako i samo ako je |f |
integrabilna.

Rj. Pretpostavimo da je f : X → R integrabilna. Iz de�nicije slijedi da∫
X f

+ dµ < +∞ i
∫
X f
− dµ < +∞. Iz druge tvrdnje Zadatka 51 slijedi da∫

X
|f | dµ =

∫
X
f+ dµ+

∫
X
f− dµ < +∞.

Dakle, |f | je integrabilna.
Pretpostavimo sada da je |f | je integrabilna. Iz f+ ≤ |f | i f− ≤ |f |,

zaklju£ujemo da∫
X
f+ dµ ≤

∫
X
|f | dµ < +∞ i

∫
X
f− dµ ≤

∫
X
|f | dµ < +∞,

iz £ega slijedi da je f integrabilna.

Zadatak 53. Neka je µ broje¢a mjera na (N,P(N)) te neka je f : N → R
proizvoljna funkcija. Diskutirajte izmjerivost, egzistenciju integrala i integra-
bilnost funkcije f . �emu je jednako

∫
N f dµ?

Rj. Uo£imo da je svaka funkcija f : N → R izmjeriva. Nadalje, uo£imo da
za svaku funkciju f vrijedi |f | =

∑∞
n=1|f(n)|χ{n}. Koriste¢i Zadatak 45

dobivamo∫
N
|f | dµ =

∞∑
n=1

|f(n)|
∫
N
χ{n} dµ =

∞∑
n=1

|f(n)|µ({n}) =
∞∑
n=1

|f(n)|. (6.7)

Iz prethodnog zadatka slijedi da je f integrabilna ako i samo ako
∑∞

n=1|f(n)| <
+∞. Uzmimo sada f : N→ R izmjerivu. Iz (6.7) slijedi da∫

N
f dµ =

∫
N
f+ dµ−

∫
N
f− dµ =

∞∑
n=1

f+(n)−
∞∑
n=1

f−(n) =
∞∑
n=1

f(n).

Zadatak 54. Neka je (X,M) izmjeriv prostor, p ∈ X te δp Diracova mjera u
to£ki p. Dokaºite da je proizvoljna izmjeriva funkcija f : X → R integrabilna
ako i samo ako f(p) ∈ R i da u tom slu£aju vrijedi∫

X
f dδp = f(p).
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Rj. Pretpostavimo prvo da je f jednostavna funkcija i neka je f =
∑k

i=1 aiχEi
njena standardna reprezentacija. Imamo∫

X
f dδp =

k∑
i=1

aiδp(Ei) =

k∑
i=1

aiχEi(p) = f(p).

Uzmimo sada proizvoljnu f ∈ L+ i neka je (sn)n niz jednostavnih funkcija
takav da s1 ≤ s2 ≤ . . . ≤ f i sn(x) → f(x) za svaki x ∈ X. Koriste¢i
Teorem 9 i dokazano imamo∫

X
f dδp = lim

n→∞

∫
X
sn dδp = lim

n→∞
sn(p) = f(p).

Funkcija f je integrabilna ako i samo ako je |f | integrabilna, a iz gornje
jednakosti vidimo da to vrijedi ako i samo ako |f(p)| < +∞, tj. f(p) ∈ R.

Neka je sada f proizvoljna integrabilna funkcija. Uo£imo da vrijedi∫
X
f dδp =

∫
X
f+ dδp −

∫
X
f− dδp = f+(p)− f−(p) = f(p).

Tvrdnja zadatka je dokazana.

Zadatak 55. Neka je (X,M) izmjeriv prostor i neka su µ, ν dvije mjere na
(X,M). Neka je f : X → R izmjeriva funkcija integrabilna obzirom na obje
mjere. Dokaºite da je f integrabilna obzirom na mjeru µ+ ν i da vrijedi∫

X
f d(µ+ ν) =

∫
X
f dµ+

∫
X
f dν.

Rj. Pretpostavimo prvo da je f jednostavna funkcija i neka je f =
∑k

i=1 aiχEi
njena standardna reprezentacija. Imamo∫

X
f d(µ+ ν) =

k∑
i=1

ai(µ+ ν)(Ei) =
k∑
i=1

aiµ(Ei) +
k∑
i=1

aiν(Ei)

=

∫
X
f dµ+

∫
X
f dν.

Uzmimo sada f ∈ L+ i neka je (sn)n niz jednostavnih funkcija takav da
s1 ≤ s2 ≤ . . . ≤ f i sn(x) → f(x) za svaki x ∈ X. Koriste¢i Teorem 9 i
dokazano imamo∫

X
f d(µ+ ν) = lim

n→∞

∫
X
sn d(µ+ ν) = lim

n→∞

∫
X
sn dµ+ lim

n→∞

∫
X
sn dν

=

∫
X
f dµ+

∫
X
f dν.
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Neka je f : X → R izmjeriva funkcija integrabilna obzirom na obje mjere. Iz
dokazanog i Zadatka 52 zaklju£ujemo da je f integrabilna obzirom na µ+ ν.
�tovi²e,∫

X
f d(µ+ ν) =

∫
X
f+ d(µ+ ν)−

∫
X
f− d(µ+ ν)

=

∫
X
f+ dµ+

∫
X
f+ dν −

∫
X
f− dµ−

∫
X
f− dν

=

∫
X
f dµ+

∫
X
f dν.

Slijede¢i zadatak je vrlo sli£an prethodnome i prepu²ten je vama za
samostalno rje²avanje.

Zadatak 56. Neka je (X,M) izmjeriv prostor, µ mjera na (X,M) te c ≥ 0.
Neka je f : X → R izmjeriva funkcija integrabilna obzirom na µ. Dokaºite
da je f integrabilna obzirom na mjeru cµ i da vrijedi∫

X
f d(cµ) = c

∫
X
f dµ.

Slijede¢i fundamentalan teorem ¢emo £esto koristiti.

Teorem 12. (Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji) Neka je (fn)n
niz integrabilnih funkcija takvih da:

1. fn → f a.e.;

2. postoji g ∈ L+ integrabilna takva da |fn| ≤ g a.e. za sve n ∈ N.

Tada je f integrabilna i ∫
X
f dµ = lim

n→∞

∫
X
fn dµ.

Zadatak 57. Izra£unajte:

lim
n→∞

∞∑
m=0

cos(mn)

2mn
.

Rj. Neka je µ broje¢a mjera na (N0,P(N0)), pri £emu N0 = N ∪ {0}. Za
n ∈ N de�niramo

fn(m) =
cos(mn)

2mn
.

Imamo
|fn(m)| ≤ 1

2m
=: g(m),
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za m ∈ N0 i n ∈ N. Uo£imo da je g integrabilna obzirom na µ. Doista, iz
Zadatka 53 slijedi ∫

N0

g dµ =

∞∑
m=0

1

2m
= 2 < +∞.

Lagano se provjeri da
lim
n→∞

fn(m) = χ{0}(m)

za svaki m ∈ N0. Iz Zadatka 53 i Teorema 12 slijedi da

lim
n→∞

∞∑
m=0

cos(mn)

2mn
= lim

n→∞

∫
N0

fn dµ =

∫
N0

χ{0} dµ = µ({0}) = 1.

Sada ¢emo se fokusirati na integraciju obzirom na Lebesgueovu mjeru
m. Prirodno je pitati se koja je veza izme�u Riemannovog i Lebesgueovog
integrala. Odgovor na to pitanje djelom je dan u idu¢em teoremu.

Teorem 13. Neka je f : [a, b]→ R ograni£ena funkcija. Tada vrijedi:

1. ako je f Riemann integrabilna, onda je f integrabilna obzirom na m i∫ b
a f(x)dx =

∫
[a,b] f dm;

2. f je Riemann integrabilna ako i samo ako je skup

{x ∈ [a, b] : f ima prekid u to£ki x}

skup Lebesgueove mjere nula.

Idu¢i primjer pokazuje da obrat u prvoj tvrdnji prethodnog teorema ne
vrijedi.

Primjer 12. De�niramo funkciju f : [a, b]→ R sa

f(x) =

{
1 x ∈ Q;

0 x /∈ Q.

Funkcija f ima prekid u svakoj to£ki, pa iz druge tvrdnje prethodnog teo-
rema slijedi da f nije Riemann integrabilna funkcija. S druge strane, f je
jednostavna funkcija sa standardnom reprezentacijom f = χ[a,b]∩Q. Kako
[a, b] ∩Q ima mjeru nula, zaklju£ujemo da je f integrabilna obzirom na m i∫
[a,b] f dm = 0.

Slijede¢i primjer pokazuje da op¢enito Riemann integrabilnost na neograni£enom
intervalu ne implicira Lebesgue integrabilnost.
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Primjer 13. De�nirajmo funkciju f : [0,+∞〉 → R sa

f(x) =
∞∑
n=1

(−1)n 1
n
χ〈n,n+1].

Lagano se pokaºe da lima→+∞
∫ a
0 f(x)dx postoji 4 pa je f Riemann integra-

bilna na [0,+∞〉. 5 S druge strane,∫
[0,+∞〉

|f | dm =
∞∑
n=1

1

n
m(〈n, n+ 1]) =

∞∑
n=1

1

n
= +∞,

pa f nije Lebesgue integrabilna.

Zadatak 58. Neka je f : [0, 1]→ R de�nirana sa f(x) = ex+x. Izra£unajte:∫
[0,1]

f d(m+ δ1/2).

Rj. Koriste¢i Zadatke 54, 55 i Teorem 13 imamo∫
[0,1]

f d(m+ δ1/2) =

∫ 1

0
f(x)dx+ f(1/2) = ....6

Zadatak 59. Izra£unajte:

lim
n→+∞

∫ ∞
0

n sin(xn)

x(1 + x2)
dx.

Rj. De�nirajmo

fn(x) =
n sin(xn)

x(1 + x2)
, n ∈ N.

Koriste¢i nejednakost |sinx| ≤ |x| dobivamo

|fn(x)| ≤
n|xn |

x(1 + x2)
=

x

x(1 + x2)
=

1

1 + x2
=: g(x)

za svaki x ≥ 0 i n ∈ N. Funkcija g je integrabilna i∫ ∞
0

g(x) dx =
π

2
.

4red
∑∞
n=1(−1)

n 1
n
konvergira

5nepravi integral...
6Dovr²ite ra£un
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Nadalje,

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

n sin(xn)

x(1 + x2)
= lim

n→∞

sin( x
n
)

x
n

1 + x2
= g(x).

Koriste¢i Teorem 12 dobivamo

lim
n→+∞

∫ ∞
0

n sin(xn)

x(1 + x2)
dx =

∫ ∞
0

g(x) dx =
π

2
.

Slijede¢o zadatak rije²ite sami. 7

Zadatak 60. Neka je f : R→ R izmjeriva funkcija i c ∈ R. Dokaºite da∫ ∞
−∞

f(x) dx =

∫ ∞
−∞

f(x+ c) dx

u smislu da ako postoji jedan od integrala da onda postoji i drugi i vrijednosti
su mu jednake.

7Uputa: koristite invarijantnost mjere m obzirom na translacije
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Chapter 7

Na£ini konvergencije

Neka je (X,M, µ) prostor mjere. Sa L1 = L1(X,M, µ) ozna£avamo skup
svih integrabilnih funkcija f : X → R. Iz Teorema 11 slijedi da je L1 vek-
torski prostor. Za f ∈ L1 de�niramo

‖f‖1 =
∫
X
|f | dµ.

Zadatak 61. Dokaºite da je ‖·‖1 polunorma na L1.

Rj. Dokaz je zapravo jednostavna posljedica Teorema 11. Najprije uo£imo
da za f = 0 o£ito vrijedi ‖f‖1 = 0. Uzmimo sada f ∈ L1 i c ∈ R. Koriste¢i
drugu tvrdnju Teorema 11 imamo

‖cf‖1 =
∫
X
|cf | dµ = |c| ·

∫
X
|f | dµ = |c| · ‖f‖1.

Uzmimo sada f, g ∈ L1. Iz druge i tre¢e tvrdnje Teorema 11 zaklju£ujemo
da

‖f + g‖1 =
∫
X
|f + g| dµ ≤

∫
X
(|f |+ |g|) dµ ≤

∫
X
|f | dµ+

∫
X
|g| dµ

= ‖f‖1 + ‖g‖1.

Dakle, ‖·‖1 je polunorma. No uo£imo da ‖·‖1 nije norma jer iz ‖f‖1 =
0 ne slijedi da je f = 0 ve¢ samo da f = 0 a.e. (vidi Propoziciju 9).
Sada moºemo napraviti slijede¢u poznatu konstrukciju. De�niramo relaciju
ekvivalencije ∼ na L1 sa: f ∼ g ako i samo ako f = g a.e. Lagano je pokazati
da je ∼ relacija ekvivalencije. Ozna£imo sa L1/ ∼ kvocijentni prostor i neka
[f ] ozna£ava klasu ekvivalencije funkcije f ∈ L1. Sada de�niramo normu ‖·‖
na L1/ ∼ sa

‖[f ]‖ = ‖f‖1.
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Lagano je pokazati da je ova de�nicija dobra, tj. da ne ovisi o izboru pred-
stavnika klase. Nadalje, ‖·‖ je norma na prostoru L1/ ∼.

Dakle, u grubo re£eno, ako identi�ciramo funkcije koje su jednake a.e.
L1 postaje normiran prostor obzirom na ‖·‖1. Kako je raditi sa funkcijama
puno zgodnije nego raditi sa klasama, mi ¢emo uvijek na L1 gledati kao na
prostor funkcija, s time da uvijek imamo na umu da identi�ciramo funkcije
koje su jednake a.e. Na primjer, pogledajmo funkciju f iz Primjera 12. Kako
je Q skup Lebesgueove mjere nula imamo da f = 0 a.e., pa ih kao elemente
prostora L1 identi�ciramo, tj. f = 0.

Slijede¢i teorem daje dodatnu informaciju o normiranom prostoru L1.

Teorem 14. L1 je Banachov prostor.

Sada ¢emo uvesti nekoliko razli£itih tipova konvergencije niza funkcija
i diskutirati vezu izme�u njih. Najprije, ako je (fn)n niz funkcija iz L1 i
f ∈ L1. Kaºemo da niz funkcija fn konvergira ka f u L1 ako ‖fn − f‖1 → 0
kada n→∞.1

Primjer 14. Pogledajmo prostor mjere (R,BR,m) i de�nirajmo niz funkcija
fn sa fn = χ〈n,n+1〉, n ∈ N. Tada fn(x) → f(x) = 0 za svaki x ∈ R ali fn
ne konvergira ka f u L1 jer

‖fn − f‖1 =
∫
R
χ〈n,n+1〉 dm = 1

za svaki n ∈ N.

Dakle, konvergencija po to£kama ne implicira konvergenciju u L1. Sli-
jede¢i primjer pokazuje da niti obrat ne vrijedi.

Primjer 15. Pogledajmo prostor mjere ([0, 1],B[0,1],m) i de�nirajmo niz
funkcija f1 = χ[0,1], f2 = χ[0,1/2], f3 = χ[1/2,1], f4 = χ[0,1/4], f5 = χ[1/4,1/2],
f6 = χ[1/2,3/4], f7 = χ[3/4,1],.... Lagano je pokazati da fn → 0 u L1 dok s
druge strane niz (fn(x)))n ne konvergira niti za jedan x ∈ [0, 1].

Bez obzira na gornje primjere neki parcijalni rezultati vrijede. O tome
vi²e kasnije, a za sada dokaºimo jednostavnu tvrdnju formuliranu u sli-
jede¢em zadatku.

Zadatak 62. Pretpostavimo da fn → f a.e. i |fn| ≤ g ∈ L1 za svaki n.
Dokaºite da fn → f u L1.

Rj. De�nirajmo niz funkcija gn = fn − f , n ∈ N. Tada gn → 0 a.e. i

|gn| ≤ |fn|+ |f | ≤ 2|g| ∈ L1.

1Uo£ite da ovdje nema ni²ta specijalno. Ovako se de�nira konvergencija u proizvoljnom
normiranom prostoru

47



Koriste¢i Teorem 12 zaklju£ujemo da∫
X
|fn − f | dµ =

∫
X
|gn| dµ→ 0,

pa fn → f u L1.

Sada uvodimo pojam konvergencije po mjeri.

De�nicija 10. Neka je (fn)n niz izmjerivih funkcija te neka je f izmjeriva
funkcija. Kaºemo da fn konvergira ka f po mjeri ako za svaki ε > 0

µ({x ∈ X : |fn(x)− f(x)| ≥ ε})→ 0 kada n→∞.

Zadatak 63. Pretpostavimo da niz (fn)n konvergira istodobno ka f i ka g
po mjeri. Dokaºite da f = g a.e.

Rj. Uo£imo da za svaki k ∈ N vrijedi

{x ∈ X : |f(x)− g(x)| ≥ 1/k} ⊆ {x ∈ X : |f(x)− fn(x)| ≥ 1/2k}∪
∪{x ∈ X : |fn(x)− g(x)| ≥ 1/2k},

iz £ega slijedi da

µ({x ∈ X : |f(x)− g(x)| ≥ 1/k}) ≤ µ({x ∈ X : |f(x)− fn(x)| ≥ 1/2k})
+ µ({x ∈ X : |fn(x)− g(x)| ≥ 1/2k}).

Pustimo li limes kada n→∞ dobijemo da

µ({x ∈ X : |f(x)− g(x)| ≥ 1/k}) = 0

za svaki k ∈ N, iz £ega slijedi da f = g a.e.

Zadatak 64. Pretpostavimo da fn → f u L1. Dokaºite da fn → f po mjeri.

Rj. Za n ∈ N i ε > 0 de�nirajmo

Fn,ε = {x ∈ X : |f − fn| ≥ ε}.

Vrijedi ∫
X
|fn − f | dµ ≥

∫
Fn,ε

|fn − f | dµ ≥ εµ(Fn,ε)

za svaki n ∈ N, iz £ega direktno zaklju£ujemo da vrijedi

µ(Fn,ε)→ 0 kada n→∞.

Tvrdnja zadatka je time dokazana.
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Slijede¢i primjer pokazuje da obrat prethodnog zadatka ne vrijedi.

Primjer 16. Pogledajmo prostor mjere (R,BR,m) i de�nirajmo niz funkcija
fn sa fn = n−1χ〈0,n〉, n ∈ N. Uzmimo proizvoljan ε > 0 i neka je n0 ∈ N
takav da 1/n < ε za sve n ≥ n0. Uo£imo da vrijedi

µ({x ∈ X : |fn(x)| ≥ ε}) = 0

za sve n ≥ n0. Dakle, fn → 0 po mjeri. S druge strane,
∫
X |fn| dm = 1 za

svaki n, pa fn ne konvergira ka 0 u L1.

Zadatak 65. Neka fn → f po mjeri i gn → g po mjeri. Dokaºite da
fn + gn → f + g po mjeri.

Rj. De�nirajmo hn = fn+gn i h = f +g. Uzmimo proizvoljan ε > 0. Sli£no
kao i u Zadatku 63 imamo

µ({x ∈ X : |hn(x)− h(x)| ≥ ε}) ≤ µ({x ∈ X : |fn(x)− f(x)| ≥ ε/2})
+ µ({x ∈ X : |gn(x)− g(x)| ≥ ε/2}).

Pustimo li limes kada n→∞ dobivamo

µ({x ∈ X : |hn(x)− h(x)| ≥ ε})→ 0 kada n→∞.

Dakle, hn → h po mjeri.

Teorem 15. Ako fn → f po mjeri, onda postoji podniz (fnk)k takav da
fnk → f a.e.

Zadatak 66. Ako fn → f u L1, tada postoji podniz (fnk)k takav da fnk → f
a.e.

Rj. Tvrdnja zadatka slijedi direktno iz Zadatka 64 i Teorema 15.

Zadatak 67. Ako fn ≥ 0 i fn → f po mjeri, onda∫
X
f dµ ≤ lim inf

n

∫
X
fn dµ.

Rj. Odaberimo podniz (fnk)k takav da

lim inf
n

∫
X
fn dµ = lim

k

∫
X
fnk dµ.

O£ito fnk → f po mjeri, pa iz Teorema 15 slijedi da postoji podniz (fnkj )j
takav da fnkj → f a.e. Iz Teorema 10 slijedi da∫

X
f dµ ≤ lim inf

j

∫
X
fnkj dµ = lim

k

∫
X
fnk dµ = lim inf

n

∫
X
fn dµ.
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Zadatak 68. Pretpostavimo da |fn| ≤ g ∈ L1 i fn → f po mjeri. Dokaºite
da ∫

X
f dµ = lim

n

∫
X
fn dµ.

Rj. Pretpostavimo da tvrdnja zadatka nije istinita. Tada postoji ε > 0 i
podniz (fnk)k takav da ∣∣∣∣ ∫

X
f dµ−

∫
X
fnk dµ

∣∣∣∣ ≥ ε (7.1)

za sve k. Iz Teorema 15 slijedi da postoji podniz (fnkj )j takav da fnkj → f

a.e. Koriste¢i Teorem 12 zaklju£ujemo da vrijedi

lim
j

∫
X
fnkj dµ =

∫
X
f dµ,

²to je u kontradikciji sa (7.1).

Zadatak 69. Neka je µ broje¢a mjera na N. Dokaºite da fn → f uniformno
ako i samo ako fn → f po mjeri.

Rj. Lagano je pokazati da uniformna konvergencija uvijek povla£i konver-
genciju po mjeri (u£inite to!). Pretpostavimo sada da fn → f po mjeri i
neka je ε > 0 proizvoljan. Tada vrijedi

µ({x ∈ N : |fn(x)− f(x)| ≥ ε})→ 0 kada n→∞. (7.2)

Broje¢a mjera µ poprima vrijednosti u skupu N0 ∪ {+∞}, pa iz (7.2) slijedi
da postoji n0 takav da

µ({x ∈ N : |fn(x)− f(x)| ≥ ε}) = 0

za sve n ≥ n0. Dakle,

{x ∈ N : |fn(x)− f(x)| ≥ ε} = ∅

za n ≥ n0, iz £ega slijedi da

|fn(x)− f(x)| < ε

za sve x ∈ N te n ≥ n0.

Navedimo na kraju i slijede¢i vaºan rezultat.

Teorem 16. (Egoro�) Neka je µ kona£na mjera i fn → f a.e. Tada za
svaki ε > 0 postoji izmjeriv skup E takav da µ(E) < ε i fn → f uniformno
na Ec. Nadalje, fn → f po mjeri.

Zadatak 70. Neka je µ kona£na mjera, fn → f po mjeri i gn → g po mjeri.
Dokaºite da fngn → fg po mjeri.

Rj. Iz Teorema 15 slijedi da postoji podniz (nk) takav da fnk → f a.e. i
gnk → g a.e. Dakle, fnkgnk → fg a.e. Tvrdnja zadatka sada slijedi direktno
iz Teorema 16.
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Chapter 8

Lp prostori

Neka je (X,M, µ) prostor mjere te 0 < p < ∞. Za proizvoljnu izmjerivu
funkciju f na X de�niramo

‖f‖p =
(∫

X
|f |p dµ

)1/p

.

Nadalje, de�niramo Lp = Lp(X,M, µ) kao skup svih izmjerivih funkcija f
na X sa svojstvom da ‖f‖p < +∞, tj.

∫
X |f |

p dµ < +∞. Uo£imo da se
u specijalnom slu£aju kada je p = 1 ova de�nicija podudara sa de�nicijom
prostora L1 kojeg smo uveli u prethodnom poglavlju.

Zadatak 71. Dokaºite da je Lp vektorski prostor.

Rj. Pokazati ¢emo da je Lp zatvoren na operaciju zbrajanja funkcija. Doista,
neka su f, g ∈ Lp. Tada imamo

|f + g|p ≤ [2max{|f |, |g|}]p ≤ 2p(|f |p + |g|p),

iz £ega slijedi da∫
X
|f + g|p dµ ≤ 2p

∫
X
|f |p dµ+ 2p

∫
X
|g|p dµ < +∞.

Dakle, f + g ∈ Lp. Lagano je pokazati da je Lp zatvoren na operaciju
mnoºenja sa skalarom.

Iz istih razloga kao i u specijalnom slu£aju p = 1, najbolje ²to moºemo
o£ekivati je da je funkcija ‖·‖p polunorma na Lp.1 Me�utim diskusija u
Follandu pokazuje da za p ∈ (0, 1), ‖·‖p nije polunorma na Lp jer nije zado-
voljena nejednakost trokuta. Iz ovog razloga, u nastavku ovog poglavlja
¢emo se ve¢inom ograni£iti na situaciju kada je p ∈ [1,∞).

Slijede¢i rezultat je vaºan.
1jer ponovno iz ‖f‖p = 0 ne slijedi da f = 0 ve¢ da f = 0 a.e.
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Teorem 17. (Holdeorova nejednakost) Neka je 1 < p < ∞ i q takav da
1/p + 1/q = 1 (tj. q = p/(p − 1)).2 Ako su f, g izmjerive funkcije na X,
onda

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p · ‖g‖q.

Specijalno, ako f ∈ Lp i g ∈ Lq, onda fg ∈ L1.

Prethodni teorem se koristi u dokazu idu¢eg.

Teorem 18. (Nejednakost Minkowskog) Neka je 1 ≤ p < ∞ te f, g ∈ Lp.
Tada vrijedi

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

Dakle, ‖·‖p zadovoljava nejednakost trokuta na Lp za p ≥ 1. Nadalje,
lagano se pokaºe da za f = 0 vrijedi ‖f‖p = 0 te ‖cf‖p = |c| · ‖f‖p za svaki
skalar c i f ∈ Lp. Zaklju£ujemo da je ‖·‖p polunorma na Lp za p ≥ 1. Sada
moºemo napraviti konstrukciju opisanu u prethodnom poglavlju te identi�ci-
rati funkcije iz Lp koje su jednake a.e. Kao ²to smo i objasnili u prethodnom
poglavlju, zgodnije je raditi sa funkcijama nego sa klasama funkcija, pa ¢emo
na Lp uvijek gledati kao na prostor funkcija uz napomenu da funkcije koje
su jednake a.e. smatramo jednakima. Sada Lp postaje normiran prostor
obzirom na ‖·‖p. Slijede¢i teorem daje dodatnu informaciju.

Teorem 19. Lp je Banachov prostor za p ∈ [1,∞〉.

Zadatak 72. Neka je µ kona£na mjera te 0 < p ≤ q < ∞. Dokaºite da
Lq ⊆ Lp.

Rj. Uzmimo funkciju f ∈ Lq. Uo£imo da je ( qp ,
q
q−p) par konjugiranih ek-

sponenata, pa primjenom Teorema 17 dobivamo∫
X
|f |p dµ =

∫
X
|f |p · 1 dµ ≤

(∫
X
(|f |p)

q
p dµ

) p
q

·
(∫

X
1 dµ

) q−p
q

= ‖f‖pq · µ(X)
q−p
q < +∞.

Dakle, f ∈ Lp.

Napomena 8. Sada ¢emo pokazati da tvrdnja prethodnog zadatka ne vrijedi
na prostoru beskona£ne mjere. �tovi²e, na prostoru beskona£ne mjere op¢en-
ito nemamo nikakvu inkluziju izme�u prostora Lp i Lq. Pogledajmo 〈0,+∞〉
sa Lebesgueovom mjerom m te de�nirajmo familiju funkcija

fα(x) = x−α, α > 0.

Lagano se dokaºe da vrijedi:
2Kaºemo da je (p, q) konjugirani par eksponenata

52



1. fαχ〈0,1〉 ∈ Lp ako i samo ako p < α−1;

2. fαχ〈1,+∞〉 ∈ Lp ako i samo ako p > α−1.

Sada za proizvoljne p, q ∈ 〈0,∞〉 imamo da f1/qχ〈0,1〉 je u Lp, a nije u Lq

ako p < q, odnosno f1/qχ〈1,+∞〉 je u Lp, a nije u Lq ako p > q.

Zadatak 73. Neka je 0 < p ≤ q ≤ r <∞. Dokaºite da vrijedi

Lq ⊆ Lp + Lr.

Rj. Uzmimo f ∈ Lq i de�nirajmo A = {x ∈ X : |f(x)| > 1}. Nadalje,
de�nirajmo

g = fχA i h = fχAc .

O£ito vrijedi f = g + h. Nadalje,

|g|p = |f |pχA ≤ |f |qχA ≤ |f |q,

pa iz f ∈ Lq slijedi da g ∈ Lp. Sli£no,

|h|r = |f |rχAc ≤ |f |qχAc ≤ |f |q,

pa h ∈ Lr. Dakle, proizvoljnu funkciju iz Lq se moºe prikazati kao zbroj
funkcije iz Lp i funkcije iz Lr, iz £ega slijedi tvrdnja zadatka.

Zadatak 74. Neka je 0 < p ≤ q ≤ r <∞. Dokaºite da vrijedi

Lp ∩ Lr ⊆ Lq.

Rj. Kako 1/p ≥ 1/q ≥ 1/r, imamo da postoji λ ∈ [0, 1] takav da 1
q = λ

p+
1−λ
r .

Sada uo£imo da je ( pqλ ,
r

(1−λ)q ) par konjugiranih eksponenata. Primjenom
Teorema 17 imamo da za f ∈ Lp ∩ Lr vrijedi∫
X
|f |q dµ =

∫
X
|f |λq · |f |(1−λ)q dµ ≤

(∫
X
(|f |λq)

p
qλ dµ

) qλ
p

·
(∫

X
(|f |(1−λ)q)

r
q(1−λ) dµ

) q(1−λ)
r

= ‖f‖qλp · ‖f‖q(1−λ)r < +∞.

Dakle, f ∈ Lq.

Zadatak 75. Neka je (fn)n niz funkcija u L2 i f, g ∈ L2. Nadalje, neka
fn → f u L2. Dokaºite da fng → fg u L1.

Rj. Uo£imo da je (2, 2) par konjugiranih eksponenata. Ponovno, koriste¢i
Teorem 17 imamo∫
X
|fng − fg| dµ =

∫
X
|g| · |fn − f | dµ ≤

(∫
X
|g|2 dµ

) 1
2

·
(∫

X
|fn − f |2 dµ

) 1
2

= ‖g‖2 · ‖fn − f‖2.

Kako fn → f u L2 imamo da ‖fn − f‖2 → 0, pa fng → fg u L1.
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Slijede¢i zadatak je generalizacija prethodnog.

Zadatak 76. Neka su (fn)n i (gn)n nizovi funkcija u L2 te neka su f, g ∈ L2.
Ako fn → f u L2 i gn → g u L2, tada fngn → fg u L1.

Rj. Primjenom nejednakosti trokuta i Teorema 17 dobivamo∫
X
|fngn − fg| dµ ≤

∫
X
|fngn − fng| dµ+

∫
X
|fng − fg| dµ

≤ ‖gn − g‖2 · ‖fn‖2 + ‖fn − f‖2 · ‖g‖2.

Kako je (fn)n konvergentan niz u L2 on nuºno mora biti ograni£en, tj. postoji
M > 0 takav da ‖fn‖2 ≤M za sve n ∈ N. Dakle,∫

X
|fngn − fg| ≤M‖gn − g‖2 + ‖fn − f‖2 · ‖g‖2.

Pustimo li limes kada n→∞ dobijemo tvrdnju zadatka.

Zadatak 77. Ako fn → f u Lp onda fn → f po mjeri.

Rj. Uzmimo proizvoljan ε > 0 i de�nirajmo

En = {x ∈ X : |fn(x)− f(x)| ≥ ε}.

Imamo

‖fn − f‖pp =
∫
X
|fn − f |p dµ ≥

∫
En

|fn − f |p dµ ≥ εpµ(En).

Pustimo li limes kada n → ∞ zaklju£ujemo da µ(En) → 0. Kako je ε > 0
bio proizvoljan imamo da fn → f po mjeri.

Zadatak 78. Pretpostavimo da fn → f po mjeri i |fn| ≤ g ∈ Lp za sve n.
Tada fn → f u Lp.

Rj. Pretpostavimo da tvrdnja zadatka nije istinita. Tada postoji ε > 0 i
podniz (nk)k od N takav da

‖fnk − f‖p ≥ ε za svaki k ∈ N. (8.1)

Kako Fnk → f po mjeri, postoji podniz (fnkj )j takav da fnkj → f a.e. Tada
o£ito |fnkj − f |

p → 0 a.e. i ²tovi²e

|fnkj − f |
p ≤ 2pgp ∈ L1.

Primjenom teorema o dominiranoj konvergenciji zaklju£ujemo da

‖fnkj − f‖
p
p =

∫
X
|fnkj − f |

p dµ→ 0,

²to je u kontradikciji sa (8.1).
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Slijede¢i rezultat je koristan.

Propozicija 10. Za 1 ≤ p <∞ skup funkcija oblika

φ =
n∑
i=1

aiχEi ,

pri £emu su Ei izmjerivi skupovi kona£ne mjere je gust u Lp.

Zadatak 79. Neka je µ(X) < +∞ i 1 ≤ p < q < ∞. Dokaºite da je Lq

gust u Lp. Da li je zatvoren?

Rj. Prije svega uo£imo da iz Zadatka 72 slijedi da Lq ⊆ Lp. Uzmimo f ∈ Lp
i ε > 0. Iz prethodne propozicije slijedi da postoji φ kao u propoziciji takva
da ‖f − φ‖p ≤ ε. Sada je jo² potrebno samo uo£iti da φ ∈ Lq. Naime,∫

X
|f |q dµ =

n∑
i=1

|ai|qµ(Ei) < +∞.

Dakle, Lq je gust u Lp. Kada bi Lq bio zatvoren u Lp dobili bi da Lp = Lq,
a to op¢enito ne vrijedi.

Naposljetku uvodimo i prostor L∞. Za izmjerivu funkciju f na X de�ni-
ramo

‖f‖∞ = inf{a ≥ 0 : µ({x ∈ X : |f(x)| > a}) = 0},

pri £emu dogovorno uzimamo inf ∅ = +∞. Tada de�niramo L∞ kao skup
svih izmjerivih funkcija na X sa svojstvom da ‖f‖∞ < +∞. Prije svega
uo£imo da za f ∈ L∞ vrijedi

µ({x ∈ X : |f(x)| > ‖f‖∞}) = 0,

tj. in�mum iz de�nicije se postiºe.

Zadatak 80. L∞ je vektorski prostor.

Rj. Uzmimo f, g ∈ L∞. Uo£imo da vrijedi

{x ∈ X : |(f + g)(x)| > ‖f‖∞ + ‖g‖∞} ⊆ {x ∈ X : |f(x)| > ‖f‖∞}∪
∪ {x ∈ X : |g(x)| > ‖g‖∞},

iz £ega dobivamo da

µ({x ∈ X : |(f + g)(x)| > ‖f‖∞ + ‖g‖∞}) = 0.

Dakle, f+g ∈ L∞. �tovi²e, dokazali smo da vrijedi ‖f+g‖∞ ≤ ‖f‖∞+‖g‖∞.
Lagano se pokaºe da je L∞ zatvoren obzirom na mnoºenje sa skalarom.
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Ako kao i prije identi�ciramo funkcije koje su jednake a.e., dobivamo
slijede¢i rezultat.

Teorem 20. L∞ je Banachov prostor.

Slijede¢i zadatak je verzija Teorema 17 za (1,∞) par konjugiranih ekspo-
nenata.

Zadatak 81. Za izmjerive funkcije f i g vrijedi

‖fg‖1 ≤ ‖f‖1 · ‖g‖∞.

Rj. Bez smanjenja op¢enitosti moºemo pretpostaviti da g ∈ L∞, tj. da
‖g‖∞ < +∞. Sada de�niramo

E = {x ∈ X : |g(x)| ≤ ‖g‖∞}.

Kako g ∈ L∞, imamo da µ(Ec) = 0. Dakle,∫
X
|fg| dµ =

∫
E
|f | · |g| dµ ≤ ‖g‖∞

∫
E
|f | dµ = ‖f‖1 · ‖g‖∞.

Koriste¢i argumente sli£ne ovima u prethodnom zadatku lagano je (proba-
jte to napraviti) generalizirati tvrdnje Zadataka 72, 73 i 74 na na£in da
dopustimo da najve¢i indeks u iskazima zadataka bude jednak ∞.
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Chapter 9

Realne mjere

9.1 Osnovni pojmovi. Hahnova i Jordanova dekom-

pozicija

Uvodimo pojam realne mjere.

De�nicija 11. Neka je (X,M) izmjeriv prostor. Funkcija ν :M→ [−∞,∞]
je realna mjera ako:

1. ν(∅) = 0;

2. ν poprima najvi²e jednu od vrijednosti ±∞;

3. ako je (En)n niz disjunktnih skupova uM, onda

ν(∪∞n=1En) =
∞∑
n=1

ν(En). (9.1)

Istaknimo nekoliko vaºnih napomena. Uo£imo da je svaka mjera ujedno
i realna mjera. Dakle, pojam mjere koji je uveden u poglavlju 2 (£esto se
u literaturi koristi termin pozitivne mjere) je specijalan slu£aj pojma realne
mjere. Nadalje, uo£imo da zahtjevamo da realna mjera ν ne moºe poprimati
obje vrijednosti ±∞. Naime, kada bi ν poprimala vrijednosti ±∞, onda bi
s desne strane jednakosti (9.1) mogli imati neodre�eni oblik ∞ − ∞. Na
posljetku uo£imo da red s desne strane jednakosti (9.1) konvergira apsolutno
ako je ν(∪∞n=1En) kona£an broj. Doista, kada taj red ne bi konvergirao ap-
solutno, onda bi permutacijom £lanova reda kao sumu mogli dobiti bilo koji
broj. S druge strane, lijeva strana jednakosti (9.1) se ne mijenja permutaci-
jom £lanova.

Slijede¢i zadatak daje klasu primjera realnih mjeri.

Zadatak 82. Neka su µ1 i µ2 mjere na (X,M) od kojih je bar jedna kon-
a£na. Dokaºite da je ν = µ1 − µ2 realna mjera.
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Rj. Imamo ν(∅) = µ1(∅) − µ2(∅) = 0 − 0 = 0. Nadalje, kako je bar jedna
od mjera µi, i = 1, 2 kona£na, ν ne moºe poprimiti obje vrijednosti ±∞.
Kona£no, (9.1) slijedi direktno iz σ-aditivnosti mjera µ1 i µ2.

Slijede¢a propozicija generalizira neke tvrdnje Teorema 1.

Propozicija 11. Neka je ν realna mjera na (X,M). Tada vrijedi:

1. ako je (En)n∈N niz skupova u M sa svojstvom E1 ⊆ E2 ⊆ · · · , onda
ν(∪∞n=1En) = limn→∞ ν(En);

2. ako je (En)n∈N niz skupova uM sa svojstvom E1 ⊇ E2 ⊇ · · · i ν(E1) ∈
R, onda ν(∩∞n=1En) = limn→∞ ν(En).

De�nicija 12. Neka je ν realna mjera na (X,M). Skup

1. E ∈M je pozitivan ako ν(F ) ≥ 0 za svaki F ⊆ E;

2. E ∈M je negativan ako ν(F ) ≤ 0 za svaki F ⊆ E;

3. E ∈M je nul-skup ako ν(F ) = 0 za svaki F ⊆ E.

Slijede¢i rezultat je klju£an za razumijevanje realnih mjera.

Teorem 21. (Hahn) Neka je ν realna mjera na (X,M). Tada postoje
P,N ∈ M takvi da X = P ∪ N , P ∩ N = ∅, P je pozitivan skup i N
je negativan skup. Nadalje, ako je (P ′, N ′) neki drugi par sa ovim svojstvom
tada je P4P ′ = N4N ′ nul-skup.

De�nicija 13. Neka su µ i ν dvije realne mjere na (X,M). Kaºemo da su
µ i ν me�usobno singularne ako postoje E,F ∈ M takvi da E ∪ F = X,
E ∩ F = ∅, E je nul-skup obzirom na µ i F je nul-skup obzirom na ν.
Koristimo zapis µ ⊥ ν.

Grubo re£eno, dvije realne mjere su me�usobno singularne ako "ºive" na
disjunktnim skupovima.

Primjer 17. Neka je m Lebesegueova mjera na (R,BR) te x ∈ R proizvoljan.
Mjere m i δx su me�usobno singularne. Doista, lagano se provjeri da skupovi
E = {x} i F = R \ {x} zadovoljavaju uvjete prethodne de�nicije.

Slijede¢i rezultat pokazuje da su primjeri realnih mjera konstruirani u
Zadatku 82 zapravo jedini primjeri realnih mjera.

Teorem 22. (Jordan) Neka je ν realna mjera na (X,M). Tada postoje
jedinstvene (pozitivne) mjere ν+ i ν− na (X,M) takve da ν = ν+ − ν− i
ν+ ⊥ ν−.
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Napomena 9. Prethodni teorem je zapravo (gotovo) direktna posljedica Teo-
rema 21. Doista, neka je ν realna mjera na (X,M) te neka je (P,N) dekom-
pozicija prostora X iz Teorema 21. Za E ∈M de�niramo ν+(E) = ν(E∩P )
i ν−(E) = −ν(E ∩ N). Lagano se provjeri da su ν+ i ν− pozitivne mjere
koje zadovoljavaju sve uvjete Teorema 22.

Mjere ν+ i ν− iz Teorema 22 se nazivaju pozitivnom odnosno negativnom
varijacijom realne mjere ν. Nadalje, de�niramo

|ν| = ν+ + ν−.

Uo£imo da je |ν| (pozitivna) mjera. Kaºemo da je |ν| totalna varijacija mjere
ν.

Zadatak 83. Neka je ν realna mjera na (X,M) te E ∈M. Dokaºite da je
E nul-skup obzirom na ν ako i samo ako |ν|(E) = 0.

Rj. Pretpostavimo da je E nul-skup. Neka je (P,N) dekompozicija dana
Teoremom 21. Kako E ∩ P ⊆ E, dobivamo da ν+(E) = ν(E ∩ P ) = 0.
Sli£no, ν−(E) = 0 pa |ν|(E) = ν+(E) + ν−(E) = 0.

Pretpostavimo da |ν|(E) = 0. Uzmimo F ⊆ E izmjeriv. Iz monotonosti
pozitivne mjere |ν| slijedi da 0 = |ν|(F ) = ν+(F ) + ν−(F ). Iz ovoga slijedi
da ν+(F ) = ν−(F ) = 0, pa ν(F ) = ν+(F )− ν−(F ) = 0.

Kona£no, ºelimo de�nirati integral obzirom na realnu mjeru. Neka je
ν realna mjera na izmjerivom prostoru (X,M). Funkcija f : X → R je
integrabilna obzirom na ν ako je f integrabilna obzirom na ν+ i ν− i u tom
slu£aju de�niramo ∫

X
f dν =

∫
X
f dν+ −

∫
X
f dν−.

Zadatak 84. Neka je ν realna mjera te λ, µ pozitivne mjere takve da ν =
λ− µ. Dokaºite da vrijedi λ ≥ ν+ i µ ≥ ν−.

Rj. Za E ∈M imamo

ν+(E) = ν(E ∩ P ) = λ(E ∩ P )− µ(E ∩ P ) ≤ λ(E ∩ P ) ≤ λ(E).

Dakle, λ ≥ ν+. Sli£no se dokaºe da vrijedi µ ≥ ν−.

Zadatak 85. Neka su ν1 i ν2 realne mjere na (X,M) takve da obje ne
poprimaju vrijednost +∞ ili obje ne poprimaju vrijednost −∞.1Dokaºite da
vrijedi |ν1 + ν2| ≤ |ν1|+ |ν2|.

1Uz ove uvjete ν1 + ν2 je realna mjera
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Rj. Neka je ν1 = ν+1 − ν
−
1 i ν2 = ν+2 − ν

−
2 . Dakle,

ν1 + ν2 = (ν+1 + ν+2 )− (ν−1 + ν−2 ).

Koriste¢i prethodni zadatak zaklju£ujemo da

ν+1 + ν+2 ≥ (ν1 + ν2)
+ i ν−1 + ν−2 ≥ (ν1 + ν2)

−.

Tvrdnja zadatka sada lagano slijedi iz de�nicije totalne varijacije.

Zadatak 86. Neka je (X,M, µ) prostor mjere i neka je f : X → R funkcija
integrabilna u ²irem smislu. De�nirajmo preslikavanje ν :M→ [−∞,∞] sa

ν(E) =

∫
E
f dµ.

Dokaºite da je ν realna mjera te odredite ν+, ν− i |ν|.

Rj. De�nirajmo

λ1(E) =

∫
E
f+ dµ i λ2(E) =

∫
E
f− dµ

za E ∈ M. O£ito vrijedi ν = λ1 − λ2. Nadalje, iz Zadatka 46 slijedi da su
λ1 i λ2 pozitivne mjere. Kako je f integrabilna u ²irem smislu, bar jedna
od ovih mjera je kona£na. Koriste¢i Zadatak 82 zaklju£ujemo da je ν realna
mjera.

Neka je P = {x ∈ X : f(x) ≥ 0} i N = {x ∈ X : f(x) < 0}. O£ito,
P ∪N = X i P ∩N = ∅. Nadalje, P je pozitivan skup obzirom na ν i N je
negativan skup obzirom na ν. Dakle,

ν+(E) = ν(E ∩ P ) =
∫
E∩P

f dµ =

∫
X
fχE∩P dµ =

∫
X
f+χE dµ =

∫
E
f+ dµ

iz £ega slijedi da ν+ = λ1. Sli£no, ν− = λ2. Napokon imamo

|ν|(E) = ν+(E) + ν−(E) =

∫
E
f+ dµ+

∫
E
f− dµ =

∫
E
|f | dµ.

Zadatak 87. Neka je ν realna mjera na (X,M) i E ∈M. Dokaºite:

1. ν+(E) = sup{ν(F ) : F ⊆ E,F ∈M};

2. ν−(E) = − inf{ν(F ) : F ⊆ E,F ∈M};

3. |ν|(E) = sup

{∑n
k=1|ν(Ek)| : n ∈ N, E1, . . . , En disjunktni i E = ∪nk=1Ek

}
.
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Rj. Neka je (P,N) dekompozicija iz Teorema 21. Kako je ν+(E) = ν(E∩P )
i E ∩ P ⊆ E, zaklju£ujemo da vrijedi

ν+(E) ≤ sup{ν(F ) : F ⊆ E,F ∈M}.

Uzmimo F ∈M, F ⊆ E. Tada

ν(F ) = ν+(F )− ν−(F ) ≤ ν+(F ) ≤ ν+(E),

iz £ega slijedi da

sup{ν(F ) : F ⊆ E,F ∈M} ≤ ν+(E).

Time smo dokazali prvu tvrdnju zadatka. Druga tvrdnja se dokazuje analogno.
Dokaºimo tre¢u tvrdnju zadatka. Uo£imo da za proizvoljan E ∈M vrijedi

|ν|(E) = ν+(E) + ν−(E) = |ν(E ∩ P )|+ |ν(E ∩N)|.

Kako su skupovi E ∩ P i E ∩N disjunktni i kako E = (E ∩ P ) ∪ (E ∩N),
imamo da

|ν|(E) ≤ sup

{ n∑
k=1

|ν(Ek)| : n ∈ N, E1, . . . , En disjunktni i E = ∪nk=1Ek

}
.

Sada ¢emo dokazati suprotnu nejednakost. Prije svega uo£imo da za proizvol-
jan E ∈ M imamo da |ν(E)| ≤ |ν|(E). Neka je sada n ∈ N, E1, . . . , En
disjunktni i E = ∪nk=1Ek. Imamo da

n∑
k=1

|ν(Ek)| ≤
n∑
k=1

|ν|(Ek) = |ν|(E),

pri £emu smo u zadnjem koraku iskoristili aditivnost mjere |ν|. Zaklju£ujemo
da

sup

{ n∑
k=1

|ν(Ek)| : n ∈ N, E1, . . . , En disjunktni i E = ∪nk=1Ek

}
≤ |ν|(E).

Sa L1(ν) ozna£avati ¢emo skup svih integrabilnih funkcija obzirom na
realnu mjeru µ.

Zadatak 88. Neka je ν realna mjera na (X,M). Dokaºite da vrijedi:

1. L1(ν) = L1(|ν|);

2. |
∫
X f dν| ≤

∫
X |f | d|ν| za f ∈ L

1(ν);

3. |ν|(E) = sup{|
∫
E f dν| : |f | ≤ 1}.
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Rj. Sami dokaºite prvu tvrdnju zadatka. Dokaºimo drugu tvrdnju zadatka.
Imamo∣∣∣∣ ∫

X
f dν

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∫
X
f dν+ −

∫
X
f dν−

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ ∫
X
f dν+

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ∫
X
f dν−

∣∣∣∣
≤
∫
X
|f | dν+ +

∫
X
|f | dν−

=

∫
X
|f | d|ν|,

pri £emu smo u zadnjem koraku iskoristili Zadatak 55. Dokaºimo sada zadnju
tvrdnju zadatka. Uo£imo da za |f | ≤ 1 imamo (koriste¢i drugu tvrdnju
zadatka)

|
∫
E
f dν| ≤

∫
E
|f | d|ν| ≤ |ν|(E),

iz £ega slijedi da

sup{|
∫
E
f dν| : |f | ≤ 1} ≤ |ν|(E).

Da bi dokazali suprotnu nejednakost, dovoljno je uo£iti da vrijedi |ν|(E) =∫
E f dµ, pri £emu je f = χP − χN (P,N iz Teorema 21) i o£ito |f | ≤ 1.

9.2 Apsolutna neprekidnost. Radon-Nikodymov teo-

rem

De�nicija 14. Neka su ν realna mjera, a µ pozitivna mjera na (X,M).
Kaºemo da je ν apsolutno neprekidna u odnosu na µ ako za svaki E ∈ M
takav da µ(E) = 0 vrijedi ν(E) = 0. Koristimo zapis ν << µ.

Primjer 18. Neka je (X,M, µ) prostor mjere i neka je f funkcija integra-
bilna u ²irem smislu. Neka je ν de�nirana kao u Zadatku 86. Tada o£ito
vrijedi ν << µ.

Primjer 19. Neka je m Lebesgueova mjera na (R,BR) te x ∈ R proizvoljan.
Uo£imo da m nije apsolutno neprekidna obzirom na δx jer δx(R \ {x}) = 0,
a m(R \ {x}) = +∞. Analogno, δx nije apsolutno neprekidna obzirom na m
jer m({x}) = 0, a δx({x}) = 1.

Zadatak 89. Dokaºite da su slijede¢e tvrdnje ekvivalentne:

1. ν << µ;

2. |ν| << µ;

3. ν+ << µ i ν− << µ.
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Rj. Dokaºimo prvo da prva tvrdnja implicira drugu. Neka je (P,N) dekom-
pozicija iz Teorema 21 za mjeru ν. Uzmimo E ∈ M takav da µ(E) = 0.
Tada o£ito vrijedi µ(E ∩ P ) = µ(E ∩ N) = 0, pa iz pretpostavke zaklju£u-
jemo da ν+(E) = ν(E ∩ P ) = 0 i ν−(E) = −ν(E ∩ N) = 0. Dakle,
|ν|(E) = ν+(E)+ν−(E) = 0. Da druga tvrdnja implicira tre¢u slijedi direk-
tno iz observacije da ν+ ≤ |ν| i ν− ≤ |ν|. Kona£no, tre¢a tvrdnja implicira
prvu jer ν = ν+ − ν−. 2

Slijede¢i rezultat u neku ruku opravdava naziv "apsolutna neprekidnost"
jer pokazuje da se apsolutna neprekidnost moºe izre¢i u obliku ε− δ uvjeta.

Teorem 23. Neka je ν kona£na realna, a µ pozitivna mjera na (X,M).
Tada ν << µ ako i samo ako za svaki ε > 0 postoji δ > 0 takav da za svaki
E ∈M sa svojstvom µ(E) < δ vrijedi |ν(E)| < ε.

Slijede¢i zadatak je direktna posljedica prethodnog teorema.

Zadatak 90. Neka je (X,M, µ) prostor mjere i f integrabilna funkcija (tj.
f ∈ L1(µ)). Tada za svaki ε > 0 postoji δ > 0 takav da za svaki E ∈ M sa
svojstvom µ(E) < δ vrijedi |

∫
E f dµ| < ε.

Rj. De�nirajmo ν kao u Zadatku 86. Tada ν << µ, pa preostaje primjeniti
prethodni teorem.

Slijede¢i primjer pokazuje da se pretpostavka o kona£nosti mjere ν u
Teoremu 23 ne moºe eliminirati.

Primjer 20. Neka je ν broje¢a mjera na (N,P(N)). Nadalje, za E ⊆
N de�niramo µ(E) =

∑
n∈E 2−n. Lagano je pokazati da je µ mjera na

(N,P(N)). Nadalje, o£ito vrijedi ν << µ (jedini skup koji ima µ mjeru
nula je ∅). No, ne vrijedi tvrdnja Teorema 23. U suprotnome bi postojao
δ > 0 takav da za svaki E ∈ M sa svojstvom µ(E) < δ vrijedi ν(E) < 1.
Odaberimo n takav da 2−n < δ i stavimo E = {n}. Tada imamo µ(E) < δ i
ν(E) = 1. Time smo do²li do kontradikcije.

Slijede¢i rezultat daje obrat Primjera 18 uz pretpostavku o σ-kona£nosti
mjera.

Teorem 24. Neka je ν σ-kona£na realna, a µ σ-kona£na pozitivna mjera na
(X,M). Ako ν << µ, onda postoji f : X → R integrabilna u ²irem smislu
(obzirom na µ) takva da

ν(E) =

∫
E
f dµ

za svaki E ∈ M. Nadalje, funkcija f sa ovim svojstvom je jedinstvena
µ− a.e. Ako je ν pozitivna mjera onda f ≥ 0 µ− a.e. Funkciju f nazivamo
Radon-Nikodymovom derivacijom mjere ν obzirom na µ i ozna£avamo sa
f = dν

dµ .

2Detalje raspi²ite sami ako vam ovo nije o£ito
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Napomenimo da se pretpostavka o σ-kona£nost mjere ν moºe eliminirati.
Me�utim, pretpostavka o σ-kona£nosti mjere µ se ne moºe eliminirati.

Zadatak 91. Neka je X = [0, 1],M = B[0,1], m = Lebesgueova mjera i µ =

broje¢a mjera. Dokaºite da m << µ ali da ne postoji f takva da f = dm
dµ .

Rj. Trivijalno imamo da m << ν. Doista, ako µ(E) = 0 onda E = ∅, pa
m(E) = 0. Pretpostavimo da postoji f : X → [0,+∞] izmjeriva takva da

m(E) =

∫
E
f dµ, za svaki E ∈M.

De�nirajmo En = {x ∈ X : f(x) ≥ 1/n}, n ∈ N. Kada bi imali card En > n
za neki n, onda

m(En) =

∫
En

f dµ ≥ 1

n
µ(En) > 1.

No, s druge strane imamo En ⊆ [0, 1], pa m(En) ≤ 1. Dobili smo kontradik-
ciju pa zaklju£ujemo da card En ≤ n za svaki n. De�nirajmo E = ∪∞n=1En.
Skup E je prebrojiv, iz £ega slijedi da m(Ec) = 1. Kako je f = 0 na Ec

dobivamo da
1 = m(Ec) =

∫
Ec
f dµ = 0.

Dakle, dobili smo kontradikciju.

Zadatak 92. Pretpostavimo da ν1 << µ i ν2 << µ. Dokaºite da ν1+ν2 <<
µ i

d(ν1 + ν2)

dµ
=
dν1
dµ

+
dν2
dµ

µ− a.e.

Rj. O£ito vrijedi ν1 + ν2 << µ jer iz µ(E) = 0 slijedi ν1(E) = ν2(E) = 0 pa
(ν1 + ν2)(E) = 0. Nadalje, za proizvoljan E izmjeriv vrijedi

(ν1 + ν2)(E) = ν1(E) + ν2(E) =

∫
E

dν1
dµ

dµ+

∫
E

dν2
dµ

dµ =

∫
E
(
dν1
dµ

+
dν2
dµ

)dµ,

iz £ega slijedi i druga tvrdnja zadatka.

Propozicija 12. Pretpostavimo da ν << µ i µ << λ. Tada ν << λ i

dν

dλ
=
dν

dµ
· dµ
dλ

λ− a.e.

Zadatak 93. Ako λ << µ i µ << λ, onda dλ
dµ ·

dµ
dλ = 1 a.e.

Rj. Koriste¢i prethodnu propoziciju zaklju£ujemo da vrijedi

dλ

dλ
=
dλ

dµ
· dµ
dλ
.

Preostaje samo uo£iti da vrijedi dλdλ = 1.
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Zadatak 94. Neka su µ, ν pozitivne mjere na (X,M) takve da ν << µ.
Neka je λ = µ+ ν i f = dν

dλ . Dokaºite da je 0 ≤ f < 1 µ− a.e. i dν
dµ = f

1−f .

Rj. Koriste¢i Zadatak 92 dobivamo

1 =
dλ

dλ
=
dµ

dλ
+
dν

dλ
=
dµ

dλ
+ f (9.2)

i
dλ

dµ
=
dµ

dµ
+
dν

dµ
= 1 +

dν

dµ
(9.3)

Iz (9.2) slijedi da dµ
dλ = 1−f , pa koriste¢i Zadatak 93 dobijemo da dλ

dµ = 1
1−f .

Uvrstimo li ovo u (9.3) dobijemo da

dν

dµ
=

1

1− f
− 1 =

f

1− f
.

Na kraju navodimo slijede¢i fundamentalan rezultat.

Teorem 25. (Radon-Nikodym) Neka je ν σ-kona£na realna, a µ σ-kona£na
pozitivna mjera na (X,M). Tada postoje jedinstvene σ-kona£ne realne mjere
λ, ρ na (X,M) takve da

λ ⊥ µ, ρ << µ, i ν = λ+ ρ.
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Chapter 10

Produktne mjere

Neka su (X,M, µ) i (Y,N , ν) dva prostora mjere. �elimo X × Y na "priro-
dan" na£in snabdijeti struktorom prostora mjere. Uo£imo da najprije ºelimo
na X × Y de�nirati σ-algebru koja je "generirana " σ-algebrama M i N .
De�niramoM⊗N kao σ-algebru na X ×Y generiranu sa skupovima oblika
A×B, pri £emu A ∈M i B ∈ N .

Primjer 21. Moºe se pokazati da vrijedi BR2 = BR ⊗ BR.

Sada imamo slijede¢i vaºan rezultat.

Teorem 26. Postoji mjera π na izmjerivom prostoru (X×Y,M⊗N ) takva
da

π(A×B) = µ(A) · ν(B), za sve A ∈M i B ∈ N . (10.1)

Nadalje, ako su mjere µ i ν σ-kona£ne, onda je mjera π koja zadovol-
java (10.1) jedinstvena.

Napomena 10. Mjera π iz Teorema 26 naziva se produktom mjera µ i ν,
te se ozna£ava sa µ× ν.

Propozicija 13. Neka je f : X × Y → R izmjeriva funkcija. Tada vrijedi:

1. za svaki x ∈ X funkcija fx : Y → R de�nirana sa fx(y) = f(x, y) je
izmjeriva;

2. za svaki y ∈ Y funkcija fy : X → R de�nirana sa fy(x) = f(x, y) je
izmjeriva.

Slijede¢i rezultat je prvi vaºan teorem o integraciji na produktnim pros-
torima.

Teorem 27. (Fubini-Tonelli) Neka su µ i ν σ-kona£ne mjere i f : X ×
Y → [0,+∞] izmjeriva funkcija. Tada su funkcije g(x) =

∫
Y fx dν i h(y) =∫

X f
y dµ su izmjerive i vrijedi∫

X×Y
f dπ =

∫
X
g dµ =

∫
Y
h dν. (10.2)
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Napomena 11. Koriste¢i de�nicije funkcija g i h, uo£imo da jednakost (10.2)
moºemo napisati i u obliku∫

X×Y
f(x, y) dπ(x, y) =

∫
X

(∫
Y
f(x, y) dν(y)

)
dµ(x)

=

∫
Y

(∫
X
f(x, y) dµ(x)

)
dν(y).

Dolazimo do najvaºnijeg teorema u ovom poglavlju. Za razliku od prethodnog
teorema sada promatramo op¢enite (tj. ne nuºno samo nenegativne) funkcije.

Teorem 28. (Fubini) Neka su µ i ν σ-kona£ne mjere i neka je f ∈ L1(π).
Tada fx ∈ L1(ν) for a.e. x ∈ X i fy ∈ L1(µ) za a.e. y ∈ Y . Nadalje,
koriste¢i oznake iz prethodnog teorema, g ∈ L1(µ), h ∈ L1(ν) te (10.2)
vrijedi.

Napomena 12. Uo£imo da pretpostavka Teorema 28 glasi f ∈ L1(π). Postavlja
se pitanje kako provjeriti taj uvjet u praksi. Iz Zadatka 52 slijedi da f ∈ L1(π)
ako i samo ako |f | ∈ L1(π), tj.

∫
X×Y |f | dπ < +∞. Da bi pokazali kona£nost

integrala funkcije |f | moºemo iskoristiti Teorem 27. Dakle, pretpostavku Teo-
rema 28 provjeravamo pomo¢u Teorema 27.

Slijede¢i zadatak pokazuje da se pretpostavke o σ-kona£nosti mjera ne
moºe eliminirati iz uvjeta Teorema 27 i 28.

Zadatak 95. Neka je X = Y = [0, 1], M = N = B[0,1] te neka je µ
Lebesgueova mjera i ν broje¢a mjera. Neka je D = {(x, y) ∈ X×Y : x = y}.
Dokaºite da∫

X

(∫
Y
χD(x, y) dν(y)

)
dµ(x) 6=

∫
Y

(∫
X
χD(x, y) dµ(x)

)
dν(y).

Rj. Za �ksan x ∈ X preslikavanje y 7→ χD(x, y) je jednako preslikavanju
χ{x}, pa kako je ν broje¢a mjera imamo∫

X

(∫
Y
χD(x, y) dν(y)

)
dµ(x) =

∫
X

(∫
Y
χ{x}(y) ν(y)

)
dµ(x)

=

∫
X
ν({x}) dµ(x)

=

∫
X
dµ(x) = 1.

Sli£no,∫
Y

(∫
X
χD(x, y) dµ(x)

)
dν(y) =

∫
Y

(∫
X
χ{y}(x) dµ(x)

)
dν(y)

=

∫
X
µ({y}) dν(y)

=

∫
X
0 dν(y) = 0.
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Slijede¢i zadatak je ostavljen vama za samostalno rje²avanje.

Zadatak 96. Neka je X = Y = N,M = N = P(N) te µ = ν broje¢a mjera.
De�nirajmo f : N× N→ R sa

f(m,n) =


1; m = n,

−1; m = n+ 1,

0; ina£e.

Dokaºite da∫
N

(∫
N
f(m,n) dν(n)

)
dµ(m) 6=

∫
N

(∫
N
f(m,n) dµ(m)

)
dν(n).

Razmislite malo o geometrijskoj interpretaciji idu¢eg zadatka.

Zadatak 97. Neka je (X,M, µ) prostor σ-kona£ne mjere te f : X → [0,+∞]
izmjeriva funkcija. De�nirajmo

Gf = {(x, y) ∈ X × R : 0 ≤ y ≤ f(x)}.

Dokaºite da Gf ∈M⊗BR i

(µ×m)(Gf ) =

∫
X
f dµ,

pri £emu je m Lebesgueova mjera.

Rj. De�niramo preslikavanje F : X × [0,+∞〉 → R sa F (x, y) = f(x) − y.
Iz izmjerivosti funkcije f slijedi izmjerivost od F (dokaºite to!). Uo£imo da
vrijedi Gf = F−1([0,+∞)), iz £ega slijedi izmjerivost skupa Gf . Koriste¢i
Teorem 27 imamo

(µ×m)(Gf ) =

∫
X×[0,+∞〉

χGf (x, y) d(µ×m)(x, y)

=

∫
X

(∫
[0,+∞〉

χGf (x, y) dm(y)

)
dµ(x)

=

∫
X

(∫
[0,+∞〉

χ[0,f(x)](y) dm(y)

)
dµ(x)

=

∫
X
f(x) dµ(x).
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Zadatak 98. Neka je (X,M, µ) prostor σ-kona£ne mjere te f, g : X →
[0,+∞] izmjerive funkcije takve da

µ({x ∈ X : f(x) ≥ t}) ≤ µ({x ∈ X : g(x) ≥ t}) (10.3)

za svaki t ≥ 0. Dokaºite da vrijedi
∫
X f dµ ≤

∫
X g dµ.

Rj. Pridruºimo funkcijama f i g skupove Gf i Gg de�nirane kao u prethod-
nome zadatku. Iz prethodnog zadatka slijedi da je dovoljno dokazati da
vrijedi

(µ×m)(Gf ) ≤ (µ×m)(Gg). (10.4)

Koriste¢i Teorem 27 imamo da

(µ×m)(Gf ) =

∫
X×[0,+∞〉

χGf (x, y) d(µ×m)(x, y)

=

∫
[0,+∞〉

(∫
X
χGf (x, y) dµ(x)

)
dm(y)

=

∫
[0,+∞〉

(∫
X
χf−1([y,+∞])(x) dµ(x)

)
dm(y)

=

∫
[0,+∞〉

µ({x ∈ X : f(x) ≥ y}) dm(y).

Isti ra£un ali za funkciju g daje

(µ×m)(Gg) =

∫
[0,+∞〉

µ({x ∈ X : g(x) ≥ y}) dm(y).

Sada vidimo da (10.4) slijedi direktno iz (10.3).
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