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Chapter 1

o-algebre

1.1 Osnovna svojstva i prvi primjeri

Najprije uvodimo pojmove algebre i o-algebre! skupova. Za skup X, familiju
svih njegovih podskupova zovemo partitivni skup od X i oznac¢avamo P(X).

Definicija 1. Neka je X neprazan skup. Familija A C P(X) je algebra na
X ako vrijedi:

1. 0 e A;
2. Ae A= A° € A (zatvorenost na komplementiranje);
3. A1, Ag, ... A, € A, n e N= U A € A (zatvorenost na konacne
unije).
Algebra A je o-algebra ako je zatvorena mna prebrojive unije tj. ako za

proizvoljan niz (Ap)nen, An € A vrijedi da U2 | A, € A.

Ocito je svaka o-algebra ujedno i algebra. Takoder, svaka o-algebra sadrzi
X kao komplement praznog skupa (). Navedimo neke trivijalne primjere o-
algebri.

Primjer 1. Neka je X neprazan skup. Tada su {0, X} i P(X) o-algebre na
X.

Sada pokazujemo da je svaka o-algebra zatvorena na prebrojive pres-
jeke. Napomenimo da se analogno pokazuje da je svaka algebra zatvorena
na konacne presjeke.

Zadatak 1. Neka je A o-algebra na skupu X # (). Dokazite da za prozivoljan
niz (An)nen, An € A vriedi da N0, A, € A.

L&itamo "sigma algebra'



Rj. Uzmimo proizvoljan niz (Ay)nen, An € A, n € N. Imamo da AS € A za
svaki n € N pa iz zatvorenosti o-algebre na prebrojive unije zaklju¢ujemo da

> AL € A. Koristeéi ponovno zatvorenost o-algebre na komplemeniranje
te de Morganovu formulu za komplement unije dobivamo da (U2, AS)¢ =
no A, € A O

Slijedec¢u konstrukciju (koja bi vam trebala biti dobro poznata iz teorije
vjerojatnosti) ¢emo Cesto koristiti tokom kolegija.

Zadatak 2. Neka je A algebra i neka je (Ap)nen niz u A. DokaZite da
postoji niz (Bp)nen v A takav da:

1. ByN By =0 zan #m.

2. U, A, = U

n=1

B,.

Rj. Definirajmo By := Ay, B, == A, \ (A1 U...UA4,_1), n > 1. Tada
ot¢ito B, € A za svaki n € N. Dokazimo da su skupovi B, medusobno
disjunktni. Neka je m # n i x € B, N B,. Bez smanjenja opéenitosti
mozemo pretpostaviti da je m < n. lz x € B, slijedi da z € A,,. Sli¢no,
iz x € By, slijedi da ¢ AjU...UA,—1 pax ¢ A,,. Dakle, dobili smo
kontradikciju. Prema tome, zaklju¢ujemo da su By, i B, disjunktni.
Dokazimo sada da Uj2 A, = U;2 B,. Kako B,, C A, za sve n, imamo
da U2, B, € U2 A,. Uzmimo sada z € Up2,A,. Ako x € A;, onda
x € Brixze U B, Ako x ¢ A; onda mozemo definirati ng := min{n €
N:z € A,} (uofimo da ng postoji jer x € U2, A,). Minimalnost od ng
znatidajex € Ay, alix ¢ A, zam=1,...,n9— 1. Sada o¢ito imamo da
T € By, par €Uy B, O

U slijede¢ih nekoliko zadataka dajemo neke netrivijalne primjere algebri
i o-algebri.

Zadatak 3. Neka je X neprebrojiv’ skup. Definirajmo
A={AC X : A je prebrojiv ili je A prebrojiv}.
Dokazite da je A o-algebra.

Rj. Pokazati ¢emo da je A zatvorena na prebrojive unije. Ostala dva svojstva
o-algebre se trivijalno provjere. Neka je (A;)neny niz u A. Imamo dvije
moguénosti:

1. A, je prebrojiv skup za sve n € N.

2. Postoji ng € N takav da A7, prebrojiv skup.

2Skup je prebrojiv ako je konacan ili u bijekciji sa N. Skup je neprebrojiv ako nije
prebrojiv.



U prvom slu¢aju imamo da je U2 A,, prebrojiv skup (jer je prebrojiva unija
prebrojivih skupova opet prebrojiv skup) pa U2 | A, € A.

Nadalje, uo¢imo da vrijedi (UsZ;A,)¢ = Np2 A5, € A5 . Dakle, u dru-
gome slucaju imamo da je (U5, A,)¢ prebrojiv skup (podskup prebrojivog
skupa je prebrojiv skup) pa prema tome U2 A4, € A.

O

Zadatak 4. Neka je X beskonacan skup. Definirajmo
A={AC X : A je konacan ili je A° konacan}.
Dokazite da je A algebra. Da li je A o-algebra?

Rj. Familija A sadrzi () i o¢ito je zatvorena na komplementiranje. PokaZimo
da je zatvorena i na konacne unije. Dovoljno je pokazati da je unija dva
skupa iz A opet skup iz A. Uzmimo A, B € A. Sli¢no kao i u prethodnom
zadatku imamo dvije moguénosti. Prva moguénost je da su skupovi A i B
kona¢ni. U tom sluc¢aju, skup A U B je isto konacan skup pa AU B € A.
Druga mogucénost je da je bar jedan od skupova A¢i B¢ konacan skup. Tada
je odito i skup (AU B)¢ = A°N B¢ konagan (jer je podskup kona¢nog skupa
opet konacan skup) pa opet dobivamo da AU B € A. Dakle, A je algebra
na X.

Kako je X beskonacan skup, zaklju¢ujemo da postoji Y = {y1,y2,...} C
X takav da je Y u bijekciji sa N. Definirajmo A,, = {y2,}, n € N. Skupovi
A, su konac¢ni pa imamo da A, € A za svaki n € N. No kako je U2 A, =
{y2, Y4, Y6, ...} beskonacan, a njegov komplement takoder beskonaCan jer
sadrzi {y1,v3, Y5, . . . }, zakljucujemo da US> ; A, ¢ A. Dakle, A nije zatvorena
na prebrojive unije pa nije o-algebra. O

Slijededi zadatak pokazuje da je dana algebra A ujedno i o-algebra ako i
samo ako je zatvorena na prebrojive unije rastuéih skupova.

Zadatak 5. Neka je A algebra na skupu X # 0. DokaZite da je A o-algebra
ako i samo ako za proizvoljan niz (Ey)pen u A takav da 1 C Eo C E3 C ...
vrijedi U0 By, € A.

Rj. Nuznost uvjeta je ocita i slijedi direktno iz zatvorenosti o-algebre na
prebrojive unije.

Uzmimo sada algebru A koja zadovoljava uvjet iz zadatka i pokazimo
da je A og-algebra. Moramo dokazati da je A zatvorena na prebrojive unije.
Neka je (A, )nen proizvoljan niz u A. Definirajmo E, = A;U...UA,, n € N.
Kako je A algebra, imamo da F, € A za svaki n € N. Nadalje, uo¢imo da
vrijedi By C Eo C E3 C ... Po pretpostavci imamo da Uy B, = U2 A, €
A, 8to smo i htjeli pokazati. O



1.2 Generiranje o-algebri

Slijede¢i zadatak (iako lagan) je vrlo vazan.

Zadatak 6. Neka je {A; : i € I} prozivoljna familija o-algebri na skupu
X # 0. Dokazite da je NicrA; o-algebra.

Rj. Kako su A; o-algebre, imamo da () € A; za svaki i € I pa 0 € NierA;.
Uzmimo A € NicrA;. Imamo da A € A; za svaki i. Kako su A; o-algebre,
A€ € A; za svaki i € I. Dakle, A € N A;.

Konacno, neka je (A, )pen niz u NierA;. Za proizvoljan ¢ € I, imamo da
A, € A; za sve n € N. Kako su A; o-algebre, US? | A, € A; za svaki ¢ € I.
Dakle, U%ozlAn € NierA;. ]

Slijede¢i primjer pokazuje da opcenito unija o-algebri nije o-algebra.

Primjer 2. Neka je X = {1,2,3}. Definirajmo Ay = {0,{1},{2,3}, X} i
A = {0,{2},{1,3}, X}. Lagano se pokaze da Ay i A jesu o-algebre na X
dok A1 U As nije o-algebra na X.

Neka je X proizvoljan neprazan skup i € C P(X). Definirajmo M(E)
kao presjek svih o-algebri na X koje sadrze £ (P(X) je bar jedna takva).
Uod&imo da iz prethodnog zadatka slijedi da je M(E) o-algebrana X. Stovise,
iz definicije imamo da je M(E) najmanja o-algebra na X koja sadrzi € tj.
ako je A o-algebra na X takva da £ C A, onda M(E) C A. Kazemo da je
M(E) o-algebra generirana sa £.

Tvrdnje slijedeée propozicije su direktna posljedica definicije o-algebre
generirane nekom familijom. Te tvrdnje ¢emo koristiti ¢esto i to bez izravnog
pozivanja na ovu propoziciju.

Propozicija 1. Neka je X neprazan skup i £,E' C P(X). Tada vrijedi:
1. ako je A o-algebra na X takva da € C A, onda M(E) C A;
2. ako € C &', onda M(E) C M(E');
3. M(E) = M(E') ako i samo ako € C M(E') i &' C M(E).

Dokaz. Prvu tvrdnju propozicije smo veé¢ komentirali. Dokazimo drugu tvrd-
nju. Pretpostavimo da vrijedi & C &’. Tada je M(E’) o-algebra na X koja
sadrzi &€, pa iz prve tvrdnje propozicije slijedi da M(E) € M(&).
Dokazimo naposljetku tre¢u tvrdnju propozicije. Prepostavimo da vrijedi
M(E) = M(E'). Kako je E C M(E) 1 & C M(E), zakljutujemo da € C
M(ENiE C M(E). Obratno, pretpostavimo da & C M(E)i & C M(E). Iz
prve tvrdnje propozicije zaklju¢ujemo da M(E) C M(E') 1 M(E') C M(E).
Dakle, M(E) = M(&"). O



Neka je X prozivoljan topologki prostor. Oznac¢imo sa 7 familiju svih
otvorenih skupova u X i definirajmo

By = M(T).

Bx se naziva Borelovom o-algebrom na X. Dakle, Borelova o-algebra na
topoloskom prostoru X je o-algebra generirana familijom otvorenih skupova.

Slijede¢i zadatak pokazuje da Borelovu o-algebru mozemo generirati i
familijom svih zatvorenih skupova.

Zadatak 7. Neka je X proizvoljan topoloski prostor. Dokazite:
Bx = M({F C X : F je zatvoren u X }).

Rj. Neka F oznacava familiju svih zatvorenih podskupova prostora X. Ze-
limo pokazati da vrijedi M(T) = M(F). Neka je U C X otvoren. Tada je
U¢ zatvoren pa U¢ € M(F), iz Cega slijedi da U = (U°)¢ € M(F). Dakle,
T C M(F). Analogno se pokazuje da F C M(T). Primjenom posljednje
tvrdnje Propozicije 1 zakljutujemo da vrijedi M(T) = M(F). O

U idu¢a dva zadatka fokusirati ¢emo se na Borelovu o-algebru na R.
Napomenimo da na R gledamo kao na topologki prostor sa standardnom
euklidskom topologijom. Najprije pokazujemo da je Borelova o-algebra na
R generirana familijom svih otvorenih intervala.

Zadatak 8. DokaZite:
Br = M({{a,b) : a < b}).

Rj. Neka je A = M({{(a,b) : a < b}). Otvoreni intervali (a,b) su otvoreni
skupovi pa pripadaju Borelovoj o-algebri By iz ¢ega odmah zaklju¢ujemo da
A C Bg.

Neka je U C R proizvoljan otvoren skup. Kako je U otvoren i kako je
Q gust u R, za svaki x € U mozemo odabrati otvoreni interval I, ¢ija su
oba kraja racionalni brojevi takav da x € I, C U. Sada oc¢ito imamo da
vrijedi U = Upep ;. Nadalje, uo¢imo da je skup svih intervala ¢iji su krajevi
racionalni brojevi prebrojiv skup (jer je Q x Q prebrojiv). Dakle, prikazali
smo U kao prebrojivu uniju otvorenih intervala, iz ¢ega zakljutujemo da
U € A. Tz ovoga direktno slijedi da Br C A. O

Sada dajemo jo§ nekoliko opisa o-algebre Bg.
Zadatak 9. Dokazite:

1. Br = M({[a,b) : a < b});

2. Br = M({{a,b] : a < b});



3. Br = M({[a,b] : a <b});

4. Br = M({(-00,0a) : a € R});
5. Br = M({(-00,a] : a € R});
6. Br = M({(a,+00) : a € R});
7. Bg = M({[a,+o0) : a € R}).

Rj. Dokazati ¢emo prvu i ¢etvrtu tvrdnju. Dokaz preostalih tvrdnji je slican.

Neka je A /\/l({[ by : a < b}). Uzmimo a,b € R, a < b. Uotimo
da [a,b) = N2 (a — %,b). Kako skupovi (a — 1,b) pripadaju Borelovoj o-
algebri i kako je o- algebra zatvorena na prebrOlee presjeke zaklju¢ujemo da
[a,b) € Br. Odavde odmah dobivamo da A C Bg.

Da bi dokazali obrnutu inkluziju uzmimo a,b € R, a < b. Uoc¢imo da
(a,b) = U2, la+1,b) iz tega zakljutujemo da (a,b) € A. Koristeci prethodni
zadatak dobivamo da Br C A. Time smo dokazali prvu tvrdnju.

Dokazimo sada ¢etvrtu tvrdnju. Neka je B = M({(—o0,a) : a € R}).
Skupovi (—o0, a) pripadaju Borelovoj o-algebri pa imamo da B C Bg. Uzmimo
sada a,b € R. Uotimo da vrijedi [a,b) = (—00,b) \ (—00,a). Odavde odmah
dobivamo da M({[a,b) : a < b}) C B. Koristeéi prvu tvrdnju zadatka
dobivamo da Br C B. Time smo dokazali ¢etvrtu tvrdnju zadatka. O

Zadatak 10. Neka je X proizvoljan neprazan skup i € C P(X). Dokazite
da je o-algebra M(E) jednaka uniji o-algebri M(F), pri éemu je F prebrojiv
podskup od E.

Rj. Neka je A unija o-algebri M(F), pri ¢emu je F prebrojiv podskup od
E. Mi zelimo dokazati da vrijedi M(E) = A. Kako je M(F) C M(E) za
svaki F C & prebrojiv, odmah dobivamo da A C M(E).

Sada pokazujemo suprotnu inkluziju. Najprije ¢emo pokazati da je A
o-algebra. Ocito, ) € A. Neka je A € A. Tada postoji F C & prebrojiv
takav da A € M(F). Kako je M(F) o-algebra, A° € M(F) i zato A° € A.
Uzmimo sada niz (A, )pen u A. Za svaki n € N postoji F,, C & prebrojiv
takav da A, € M(F,). Stavimo F = U2, F,,. Tada je F prebrojiv podskup
od €. Nadalje, iz F,, C F dobivamo da /\/l( n) € M(F) zasvaki n € N. Za-
klju¢ujemo da A,, € M(F) za svaki n € N. Kako je M(F) o-algebra imamo
da UPe A, € M(F). Dakle, skup US2 ; A, se nalazi u o-algebri generira-
noj sa neklm prebrojivim podskupom od £ iz ¢ega slijedi da U324, € A .
Dokazali smo da je A o-algebra.

Sada uodimo da £ C A. Naime, za svaki A € £ o¢ito imamo da A €
M({A}), a kako je skup {A} prebrojiv odmah dobivamo da A € A. Kako je
A o-algebra iz £ C A odmah zaklju¢ujemo da M(E) C A. Time je tvrdnja
zadatka dokazana. O



Slijede¢i zadatak pokazuje da svaka o-algebra na skupu X na prirodan
nadin inducira o-algebru na svakom podskupu od X.

Zadatak 11. Neka je A o-algebra na nepraznom skupu X . Uzmimo proizvol-
jan E C X i definirajmo

Ap:={ANE:Ac A}
Dokazite da je Ap o-algebra na E.

Rj. Kako je ) € A imamo da ) = 0N E € Ag. Uzmimo C € Ag i neka je
A € Atakav da C = AN E. Sada se lagano provjerida E\C = (X \ A)NE.
Kako je A o-algebra, imamo da X\ A € Apa F\C € Ag. Neka je (Cp)nen
niz u Ag. Za svaki n € N neka je A, € A takav da C,, = A, N E. Kako je
A o-algebra, imamo da U2 ; A, € A. Nadalje, US2,C,, = (US2, A,) N E pa
zakljucujemo da UY2,C), € Ag. O

Idu¢i zadatak pokazuje da svaka beskonacna c-algebra ima bar contin-
uum 2 mnogo elemenata. Specijalno, ne postoji beskonaéna, prebrojiva o-

algebra.
Zadatak 12. Neka je A beskonacna o-algebra. DokaZite:

1. A sadrzi beskonacan niz nepraznih medusobno disjunktnih skupova;

2. card (A) > c.

Rj. Neka je A o-algebra na skupu X. Odaberimo E € A takav da F # ()
i E # X. Pogledajmo o-algebre Ag i Ax\p. Uotimo da su obje o-algebre
sadrzane u o-algebri A (jer E, X \ E € A). Nadalje, A = (ANE)U(AN
(X\E)) zasvaki A € A. Dakle, svaki element o-algebre A se moZe prikazati
kao unija elementa o-algebre Ap i elementa o-algebre Ax\p. Kako je A
beskonac¢na o-algebra zaklju¢ujemo da je bar jedna od o-algebri Ag i Ax\g
beskona¢na. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je o-algebra
Ag beskona¢na. Stavimo Ey := E 1 B = Ag. Kako je B beskonacna,
postoji F' € B takav da F # (), F # E. Ponavljaju¢i gornje argumente
zakljuCujemo da su o-algebre Br i Bp\p sadrZzane u A i da je bar jedna
od njih beskona¢na. Bez smanjenja opcenitosti moZzemo pretpostaviti da
je Br beskona¢na. Stavimo FEs := F' i nastavimo postupak. Dolazimo do
niza (Ep)neny u A sa svojstvom da By D FEy D E3 D ---. Definirajmo
G1 = Ey \ B2, Gy = Ey \ E3 itd. Skupovi G,, su neprazni, medusobno
disjunktni i pripadaju o-algebri A. Time smo dokazali prvu tvrdnju zadatka.
Da bi dokazali drugu tvrdnju zadatka, uzmimo niz (E,),en nepraznih
medusobno disjunktnih skupova u A. Definirajmo preslikavanje f: P(N) —
A sa f(I) = UperEn, I C N. Lagano se pokaze da je preslikavanje f injek-

tivno pa card (A) > card (P(N)) = c.
O

3c—card (R)



Chapter 2
Mjere

Definicija 2. Ureden par (X, M), pri cemu je X neprazan skup i M o-
algebra na X naziva se izmjerivim prostorom. FElemente o-algebre M nazi-
vamo izmjerivim skupovima.

Definicija 3. Neka je (X, M) izmjeriv prostor. Preslikavanje p: M —
[0, +00] je mjera ako:

1. u(0) = o;
2. (o-aditivnost) za proizvoljan niz (Ey,)nen disjunktnih skupova u M vri-
jedi da (U5, Bn) = S5, ().
Uredena trojka (X, M, u) se naziva prostor mjere.
Osnovna svojstva mjera su sadrzana u slijede¢em teoremu.
Teorem 1. Neka je (X, M, ) prostor mjere.
1. (monotonost) Ako su E,F € M takvi da E C F, onda p(E) < u(F).
2. (subaditivnost) Ako je (Ep)nen niz u M, onda p(US2 1 Ep) < 307 u(Ey).

3. (neprekidnost odozdo) Ako je (En)nen niz u M takav da F1 C Eo C
o, tada (U Ey) = limy, o0 p1(Er).

4. (neprekidnost odozgo) Ako je (Ep)nen niz u M takav da Ey O Fy D - -+
i (W(Ep,) < 400 za neking € N, tada (NS Ey) = limy o0 p(En).

Neka je (X, M, u) prostor mjere. Mjera u je konacna ako pu(X) < +oo.
Uoc¢imo da u tom slucaju iz prve tvrdnje prethodnog teorema slijedi da
w(E) < 400 za svaki E € M. Mjera u je vjerojatnosna ako pu(X) = 1.
Dakle, vjerojatnosne mjere su specijalan slu¢aj kona¢nih mjera.

Mjera p je o-konacna ako postoji niz (Ey, )neny u M takavda X = U2 B,
i pu(Ey) < +oo za sve n € N. O¢ito je svaka kona¢na mjera ujedno i o-
konacna.



Nadalje, kazemo da je mjera u je polukonacéna ako za svaki E € M takav
da u(E) = 400, postoji F' C F takav da 0 < p(F) < +oo.
Navedimo sada nekoliko primjera mjeri.

Primjer 3. 1. Neka je X proizvoljan neprazan skup tx € X. Za E C X
definirajmo
1; akoxz € E;
6z(E) =
0; akox ¢ E.

Lagano se pokaze da je 0, mjera na (X, P(X)). Mjera §, se naziva
Diracova mjera u tocki x. Uocimo da je §, vjerojatnosna mjera.

2. Neka je X proizvoljan neprazan skup. Za E C X definirajmo

0; ako E = (;
E) —
wE) {+oo; ako E #1.

Tada je p mjera na (X, P(X)). Uocimo da p nije o-konacna mjera.

3. Za E C N, neka |E| oznacava broj elemenata skupa E ukoliko je E
konacan. Definirajmo p: P(N) — [0, 400] sa

|E|; ako je E konacan;
(E) = {

+00; ako je E beskonacan.

Tada se lagano provjeri da je p mjera na (N, P(N)). Uoc¢imo da je p
o-konacna mjera. Mjeru p nazivamo brojeca mjera na N.

Slijedec¢i primjer pokazuje da se pretpostavka u zadnjem dijelu (neprekid-
nost odozgo) Teorema 1 ne moze eliminirati.

Primjer 4. Pogledajmo prostor mjere (N, P(N),u), pri cemu je p brojeéa
mjera. Neka je B, = {n,n+1,n+2,...}, n € N. Tada ocito £y D E3 D ---
PN, E, =0. Prema tome (N2 Ey) =0, a limy,_, 4o u(Ey,) = +o0.

Zadatak 13. Neka je X neprebrojiv skup i A o-algebra iz Zadatka 3. Defini-
rajmo p: A — [0, +00] sa
0; ako je A prebrojiv;
n(A) = e )
+00; ako je A° prebrojiv.
Dokazite da je p mjera. Da li je p o-konacna?

Rj. O¢ito pu(P) = 0. Uzmimo niz (Ay)neny medusobno disjunktnih skupova
u A. Tmamo dvije moguénosti:

1. A, je prebrojiv za sve n € N;



2. postoji ng € N takav da je A5 prebrojiv.

U prvom slu¢aju imamo da je skup U2, A, prebrojiv, pa pu(Us2,A4,) =
Yooy 1(Ap) = 0. U drugome slu¢aju imamo da je skup (U3, A,)¢ prebrojiv
(jer jo (URSy An)® = M3, AS C AS,), pa u(U3y An) = Y00, p(An) = +ov.
Dokazali smo da je p mjera. Mjera p nije o-konacna, jer se X ne moze
prikazati kao prebrojiva unija skupova konac¢ne mjere (u nasem sluc¢aju to su
prebrojivi podskupovi od X). O

Zadatak 14. Neka je (X, M, ) prostor mgere. DokaZite da
w(E) + p(F) = p(EUF) + p(ENF)
za prozivoljne E,F € M.

Rj. Uzmimo proizvoljne E, F € M. Uocimo da skupovi E\ FFi ENF
disjunktnii F = (E\F)U(ENF), §to implicira da u(E) = u(E\F)+u(ENF).
Analogno, u(F) = pu(F \ E) + w(E N F). Dakle,

w(E) + u(F) = p(E\F) + p(ENF) + p(F\ E) + p(ENF).

Nadalje, uo¢imo da su skupovi £\ F', F'\ E'i EN F medusobno disjunktni
i da je njihova unija £'U F. Prema tome,

WENF)+w(ENF)+p(F\E)=u(EUF),
iz ¢ega direktno slijedi tvrdnja zadatka. O

Zadatak 15. Neka su u1, pi2, ..., iy mjere na izmjerivom prostoru (X, M)
te neka su a1, as, ..., a, nenegativni realni brojevi. DokaZite da je > | a;ju;
mjera na (X, M).

Rj. Imamo (3 ;" aipi)(0) = >0 a;ipi(0) = 0. Neka je (Ep,)men niz medu-
sobno disjunktnih skupova u M. Kako su p; mjere, imamo da

n n o0

<Z ai#z‘) (Un=1Bm) = Y aipi(Un—1En) = Y ai Y pi(Em)
=1

i=1 =1 m=1

Zadatak 16. Neka je (X, M, pn) prostor mjere. Za E € M definirajmo
preslikavanje pg: M — [0,400] sa up(A) = pn(ANE), A€ M. DokaZite
da je pp mjera.
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Rj. Ocito pr(0) = u(@) = 0. Neka je (A,)nen niz medusobno disjunktnih
skupova u M. Tada su ocito i skupovi A, NE, n € N medusobno disjunktni,
pa kako je p mjera imamo da

pe(Unzi An) = n((Up21 A) N E) = p(Up2y (A4n N E)) = ) n(An N E)
n=1

= Z i (An).
n=1

O

Zadatak 17. Neka je (X, M, u) prostor mjere i (Ey)nen niz u M. Defini-
rajmo

limsup Ey, := N2 Upe B,y ¢ liminf B, := U2, NoZy, Ey.
n n

DokazZite:
1. p(liminf, E,) < liminf, u(E,);
2. ako p(US2, Ey) < 400, onda p(limsup,, E,) > limsup,, u(Ey).
Rj. Dokazimo prvu tvrdnju zadatka.Uocimo da
N0 Ep C 0By C e
Iz neprekidnosti odozdo mjere u, zaklju¢ujemo da vrijedi
p(liminf E,) = lim p(N5_ Ey).
n k—oo
Odaberimo podniz (mg)gen od N takav da liminf,, u(E,) = limg_eo p(Em,,)-
Za svaki k (zbog my, > k) imamo da N>°, E,, C E,,, pa
p(liminf E,) = lim p(N52 Ey)
n k—oo
< I E
< lm u(Em,)
= liminf u(E,).
n
Druga tvrdnja zadatka se dokazuje sli¢no. O

Zadatak 18. Neka je (X, M) izmjeriv prostor te p: M — [0, +o00] preslika-
vangje koje zadovoljava svojstva:

1. pu(0) = 0;

2. ako su Aq,..., Ay € M medusobno disjunktni, onda u(A1U...UA,) =
(A + .+ p(Ag).
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Dokazite da je p mjera ako i samo ako je p neprekidna odozdo.

Rj. NuZnost je direktna posljedica trec¢e tvrdnje Teorema 1. Pretpostavimo
sada da je u odozdo neprekidna i dokazimo da je mjera. Uzmimo niz (A4, )nen
medusobno disjunktnih skupova u M. Definirajmo niz skupova (By,)nen sa
B, :=A1U...UA,, n€N. Tada o¢ito B C By C --- i U2 A, = U2 By,.
Koristeéi neprekidnost odozdo funkcije ¢ kao i svojstvo 2., dobivamo da

p(UnZy An) = p(UpZy B)
= lim M(Bn)

n—o0

= lim ; p(Ar)

= Zﬂ(An)
n=1

Dakle, i je mjera. O
Zadatak 19. Dokazite da je svaka o-konacna mjera polukonacna.

Rj. Neka je p o-kona¢na mjera na izmjerivom prostoru (X, M). Dakle,
postoji niz (A, )neny u M takav da X = U A, i pu(A4,) < +oo za svaki
n € N. Bez smanjenja opc¢enitosti mozemo pretpostaviti da A1 C Ay C - --
(jer inace skupove A, moZemo zamijeniti skupovima A/, = A3 U...U A,).
Uzmimo sada F € M takav da u(E) = +oo. Uotimo da E = ENX =

> (EN Ay), pa koristeéi trece svojstvo iz Teorema 1, zakljuujemo da
w(E) = limy, 00 u(A, N E). Ocito postoji n takav da u(E N A,) > 0.
Nadalje, za taj n vrijedii EN A, C E te p(ENA,) < u(A,) < +oo. O

Slijede¢i primjer pokazuje da obrat u prethodnom zadatku ne vrijedi.

Primjer 5. Za E C R, neka |E| oznacava broj elemenata skupa E ukoliko
je E konacan. Definirajmo p: P(R) — [0, 4+00] sa
|E|; ako je E konacan;
p(E) = . .
+00; ako je E beskonacan.

Tada se lagano provjeri da je p mjera na (R, P(R)). Mjera u je polukonaéna
ali nije o-konacna.

Zadatak 20. Neka je (X, M, ) prostor mjere, pri cemu je | polukonacna
te neka je E € M takav da pu(E) = +oo. Dokazite da za svaki C > 0 postoji
F C E takav da C < p(F) < 4o0.
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Rj. Uzmimo E € M takav da p(E) = +o0o. Pokazati ¢emo da vrijedi
sup{u(F) : F C E, pu(F) < +oo} = 400, iz Cega ofito slijedi tvrdnja
zadatka. Pretpostavimo suprotno, tj. da vrijedi L = sup{u(F) : F C
E, u(F) < +00} < 4o00. Zasvaki n € Nodaberimo F,, C F takavda L—1 <
w(F,) < L. Ponovno, bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da
Fy C F, C ---. Neka je F' = U2, F),. Iz neprekidnosti odozdo mjere p
zaklju¢ujemo da p(F') = lim, 00 u(Fy,) = L. Pogledajmo sada skup F \ F.
Kako je u(F) = 400 i pu(F) = L < 400, zaklju¢ujemo da u(E \ F) = +oc0.
Dakle, postoji G C E '\ F takav da 0 < u(G) < +o0. Sada o¢ito FUG C E
i L<u(FUG)=p(F)+ pu(G) < +oo, §to je u kontradikciji sa definicijom
broja L. O
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Chapter 3

Vanjske mjere

Najprije uvodimo pojam vanjske mjere.

Definicija 4. Neka je X neprazan skup. Preslikavanje pu*: P(X) — [0, +00]
je vanjska mjera ako:

1. p*(0) = 0;
2. za A C B C X wrijedi u*(A) < p*(B);

3. za proizvoljan niz (Ap)nen, An € X vrijedi
P UL An) < D (A).
n=1

Slijede¢a propozicija daje Siroku klasu primjera vanjskih mjera.
Propozicija 2. Neka su E CP(X) ip: E— [0,+00] takvida D € E, X € €
i p(0) = 0. Definiramo

o
p(A) = inf{Zp(En) E,cEiAC ugolEn}, ACX.
n=1

Tada je p* vangska mjera na X.

Slijede¢i primjer pokazuje da se p i p* opéenito ne podudaraju na familiji

E.
Primjer 6. Neka je X =R i
E={{a,b): —00 < a<b< +oo}U{0}.

Nadalje, neka je p: € — [0, +o0] preslikavanje definirano sa p({a,b)) = (b —
a)? za —co0 < a < b < +o0ip(l)) =0. Oznacimo sa u* vanjsku mjeru na R
generirany sa p. Uzmimo proizvoljan N € N ¢ definirajmo

Ay = (0,1/N], Ay = (1/N,2/N],..., A, = {(N — 1)/N,1].

14



Tada ocito (0,1) = UévzlAk, pa koristeéi svojstva iz definicije vanjske mjere
(opravdagte sve korake!) dobivamo da

N

w(0,1) <> p(Ak) = Y it (((k = 1)/N,k/N))
k=1

p({(k —1)/N,k/N))

1/N*=1/N.

M= I T

e
Il
—

Pustimo li N — 400, dobivamo da 11*((0,1)) = 0. S druge strane, p((0,1)) =
1.

Sada uvodimo krucijalan pojam izmjerivog skupa obzirom na vanjsku
mjeru.

Definicija 5. Neka je p* vanjska mjera na skupu X. Za A C X kaZemo da
je u*-izmgjeriv ako za svaki E C X wvrijedi

W (E) = 10" (B 0 A) + it (1 A°).
Napomena 1. Iz svojstva vanjske mjere lagano vidimo da uvijek vrijedi
W (E) < p*(E N A) + (BN A°).
Dakle, A C X je p*-izmjeriv ako i samo ako
p(E) Zz W (ENA)+p (BN A9
za svaki B C X.
Slijede¢i teorem jedan je od najvaznijih u teoriji mjere.
Teorem 2. Neka je p* vanjska mjera na skupu X. Definirajmo
M :={E C X : E je u*-izmjeriv}.
Tada vrijedi:
1. M~ je o-algebra na X ;

2. restrikcija vanjske mjere p* na M« je mjera na izmjeriwom prostoru

(XvMM*)'
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Primjer 7. Definirajmo preslikavanje p*: P(N) — [0, +00] sa

. VIE]; ako E konacan;
p(E) = {

+o00;  ako E beskonacan.

Koristeéi nejednakost /a+ b < \/a+ Vb, lagano je pokazati da je u* vanjska
mjera na N. Uzmimo E C X, E# X i E# (. Odaberimoa € E ibe X\E
te definirajmo A = {a,b}. Tada p*(A) = V2 i p*(ANE) + p* (AN E°®) =
1+ 1=2. Pokazali smo da

p(A) # p (AN E) + p* (AN E),

1z ¢ega zokljucujemo da E nije p*-izmjeriv skup. Dakle, jedini p*-izmjerivi
skupovi su () i N.

Prisjetimo se konstrukcije iz Propozicije 2. Slijedeéi primjer pokazuje da
elementi familije £ nisu nu v zno p*-izmjerivi skupovi.

Primjer 8. Neka je X =R 1
E={(a,b): —o0 < a<b< +oo}U{0}.

Nadalje, neka je p: £ — [0,+00] preslikavanje definirano sa p({a,b)) =
Vb—a za —00 < a < b < +00 i p(0) = 0. Oznacimo sa p* vanjsku mjeru
na R generiranu sa p (u smislu Propozicije 2). MozZe se pokazati da vrijedi
w({a,b)) =vb—a za —00 < a <b< +oo. Uocimo da skup E = (0,1) nije
w*-izmjeriv. Naime, za A = (0,2) imamo da

V2 =" (A) # i (ANE) + wW(ANE) =1+1=2.

Zadatak 21. Neka je p* vanjska mjera na skupu X i1 neka je (Ap)nen niz
medusobno disjunkinih p*-izmjerivih skupova. Dokazite da vrijeds

PHEN(UA)) =Y (BN 4y),
j=1
za svaki E C X.

Rj. Definirajmo skupove B, = U ;A4;, n € Ni B = U2, A,. Koristeci
w*-izmjerivost skupova A, imamo:

p(ENBy,) =p (ENB,NA,) + " (EN B, NAY)
= (ENAy) +p" (EN Bp)

=...=> u(ENA)
=1
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Koristeéi p*-izmjerivost skupova B, kao i skupa B, dobivamo

W (BN B)+ " (EN B°) = ' (E)
= (BN B,) + u*(E N BY)

n

> (ENA) + p*(ENB°).
=1

Pustimo li limes kada n — +oo zaklju¢ujemo da
o0
P (BN (U72,45)) = " (ENB) Z (ENAj)

Suprotna nejednakost

[e.e]

WHE N (UR14))) = i* (U (BN Ay) < Y p(EN A))

j=1
slijedi direktno iz svojstva 3 vanjske mjere. O
Zadatak 22. Definirajmo preslikavanje p*: P(N) — [0, +o0] sa

0; ako A =10;

pr(A) =< 1; ako je A konacan;

+00; ako A beskonacan.

Dokazite da je p* wvanjska mgjera na N. Da li je skup {1,3,5,7,...} p*-
izmjeriv?

Rj. Dokazite sami da je p* vanjska mjera. Skup A = {1,3,5,7,...} nije
w-izmjeriv jer za E = {1,2} vrijedi:

pr(ENA)+p (ENA)=1+1=2+#u"(E)=1.

Sada uvodimo pojam premjere.

Definicija 6. Neka je A algebra na skupu X . Preslikavanje p: A — [0, 400]
je premjera ako:

1. p(0) = 0;

2. ako je (Ap)nen niz medusobno disjunkinih skupova u A takvih da U2 | A, €
A, onda p(US2 1 An) = > 00 1 u(Ay).
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Neka je pg premjera na algebri A. Tada mozemo definirati preslikavanje
p*: P(X) — [0, 4+00] sa

M*(E)Ziﬂf{ZMO(An) :AnG.AiEQLJ;f’:lAn}7 ECX. (3.1)
n=1

Iz Propozicije 2 slijedi da je p* vanjska mjera na X.
Propozicija 3. Vrijedi:
1. p*| A = po;
2. svaki skup iz A je p*-izmjeriv.
Slijedeé¢i teorem pokazuje da se svaka premjera mozZe prosiriti do mjere.

Teorem 3. Neka je A algebra na skupu X i pg premjera na A. Oznadimo sa
M o-algebru generiranu sa A. Tada postoji u mjera na M takva da p|A =
o- Ako je po o-konacna, onda je mjera p sa tim svojstvima jedinstvena.

Zadatak 23. Neka je A algebra na skupu X, pg premjera na A i u* in-
ducirana vanjska mjera. Oznadimo sa A, skup svih podskupova od X koji
se mogu prikezati kao prebrojiva unija skupova iz A, te sa Ays skup svih
podskupova od X koji se mogu prikazati kao prebrojiv presjek skupova iz A,.
Dokazite:

1. za svaki B C X ie >0, postoji A € Ay takav da E C A i u*(A) <
p(E) + €

2. ako je p*(E) < 400, tada je E p*-izmjeriv ako i samo ako postoji
B € Ay takav da E C B i p*(B\ E) =0.

Rj. Dokazimo najprije prvu tvrdnju zadatka. Uzmimo ' C X ie > 0. Kako
je p* vanjska mjera inducirana premjerom g, imamo da postoji niz (A, )nen
takav da EE C Up2 A, i

S (A) = 3 oA < 1 (B) +e.
n=1 n=1

Definirajmo A = U2 | A,,. Tada Ac A,, EC A1

(e 9]

pHA) <Dt (An) S pH(E) + e
=1

Dokazimo sada drugu tvrdnju zadatka. Uzmimo E takav da p*(E) <
400 i pretpostavimo da je E p*-izmjeriv. Po prvome dijelu zadatka za svaki
n € N moZemo odabrati A, € A, takav da £ C A, i

1 (Ag) < 1 (E) + 1/n. (3.2)
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Definirajmo B = N2, A,,. Oc¢ito B € A,s. Nadalje, iz (3.2) i zbog E C B,
imamo da p*(B) = p*(FE) te

W (B\ E) = " (B E°) = u*(B) — u*(E) = 0.
Obratno, neka je B € A,s takav da E C B i p*(B\ E) = 0. Dokazimo
da je E p*-izmjeriv skup. Iz Propozicije 3 slijedi da je B p*-izmjeriv skup.
Uzmimo proizvoljan F' C X. Koriste¢i svojstva vanjske mjere imamo

W (FOVES) = p*(F 0V B%) U (F 0 (B \ BY)))

< 1(F 0 BC) + " (E°\ BY)

. . . (3.3)
— 1*(F A BY) + 1" (B \ E)
= pu(F N B°).
Nadalje, iz £ C B dobivamo
p(FNE)<u* (FnNB). (3.4)

Kako je B p*-izmjeriv skup, iz (3.3) i (3.4) zaklju¢ujemo da
W (FOVE) + i (F 0 E) < o' (F).
Skup F' C X je bio proizvoljan, pa zaklju¢ujemo da je E p*-izmjeriv skup.
O

Zadatak 24. Neka je p* vangska mjera inducirana konacnom premgjerom
wo. Za E C X definirajmo pu.(E) = po(X) — pu*(E). DokaZite da je E
w*-izmjeriv ako i samo ako p.(E) = pu*(E).
Rj. Pretpostavimo prvo da je skup E p*-izmjeriv skup. Kako je p* mjera
na familiji svih p* izmjerivih skupova i kako je u*|.A = pg' imamo
pH(E) + pt(E) = p*(X) = po(X),

iz. ¢ega direktno slijedi da u.(F) = p*(E).

Pretpostavimo sada da vrijedi p.(F) = p*(F). Za svaki n € N mozemo

po prethodnom zadatku odabrati skupove A,, B, € A, takve da vrijedi
EC A, E°CB,, te

* * 1 . * * c 1
N(AR)SN(E)+E i M(Bn)ﬁﬂ(EH‘ﬁ-

Iz Propozicije 3 slijedi da su skupovi A,, i B, p*-izmjerivi. Koristeéi Za-
datak 8 dobivamo da (uocite da iz E C A, i E¢ C B, slijedi da A,,UB,, = X)

1 (An N By) = p*(Ap) + 1 (Bn) — " (An U By)

< 1 (B) + i (B) — " (X) +
. 2 (3.5)
=H E)—M*(E)‘F;

2

n

! A je algebra na kojoj je definirana premjera uo
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Neka jei A =N, A, 1 B=n,B,. Tada A, B € A,s. Nadalje, pustimo
li limes kada n — 400 u nejednakosti 3.5, dobivamo p*(A N B) = 0. Kako
je B¢ C B, iz monotonosti vanjske mjere zaklju¢ujemo da vrijedi

p(A\E) = p (AN ES) < p" (AN B) = 0.

Dakle, A € A,5, E C Aip*(A\E) = 0. Iz prethodnog zadatka zaklju¢ujemo
da je E p*-izmjeriv skup. O

Slijede¢i zadatak pokazuje da bez pretpostavke o o-kona¢nosti premjere
nemamo jedinstvenost pro§irenja (vidi Teorem 3).

Zadatak 25. Neka je A kolekcija svih konacnih unija skupova {(a,b] N Q,
—o00 < a < b< +oo. MoZe se pokazati da je A algebra skupova na Q. 2

1. Dokazite da je o-algebra generirana sa A jednaka P(Q).

2. Definirajmo po: A — [0,+00] na A sa po(0) = 0 7 pp(A) = +00 za
A # 0. Dokazite da je g premjera i da postoji vise od jedne mjere na
Q dija je restrikcija na A jednaka pyg.

Rj. Dokazimo najprije prvu tvrdnju zadatka. Oznac¢imo sa M o-algebru na
Q generiranu sa A. Uodimo da za svaki ¢ € Q vrijedi

= (- 2ane)

n=1

Dakle, {q} je mogucée prikazati kao prebrojiv presjek elemenata iz A, iz ega
zakljutujemo da {¢} € M. Uzmimo sada prozivoljan A C Q. Uo¢imo da A
mozemo zapisati u obliku A = Ugea{q}, iz Cega slijedi da A € M. Dakle,
M=P(Q).

Dokazimo sada drugu tvrdnju zadatka. Lagano se pokaze da je pg doista
premjera. Za prozivoljan A C Q definirajmo

+oo; ako A # (.

0; ako A=10; . Al;  ako je A konacan;
u(A) = i p(ay = {[AF kol v
+o00; ako je A beskonacan.

Lagano je pokazati da su p i v mjere na Q i da je njihova restrikcija na A
upravo premjera fi. [

*Uz pomo¢ Proporzicije 1.7 iz Follanda
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Chapter 4

Borelove mjere na R

U ovom poglavlju opisati ¢emo sve mjere na Bg koje su konaCne na svim
ograni¢enim Borelovim skupovima.

Najprije uvodimo potrebnu terminologiju. Skupove oblika (a, b] ili (a, +00)
ili @, pri ¢emu je —oo < a < b < +00 nazivamo h-intervalima. Uoc¢imo da
je presjek dva h-intervala opet h-interval te da je komplement h-intervala
ili h-interval ili disjunktna unija dva h-intervala. Neka je A familija svih
podskupova od R koji se mogu napisati kao kona¢na unija disjunktnih h-
intervala. Koriste¢i Propoziciju 1.7. iz Follanda lagano dobijemo da je A
algebra na R. Iz Zadatka 9 zakljuujemo da je o-algebra generirana sa A
jednaka Bg.

Propozicija 4. Neka je F: R — R rastuéa 1 zdesna neprekidna funkcija.
Za {(a;,bi], 1 =1,2,...,n disjunktne h-intervale definirajmo

n

po(Uizy (ai bi]) = Y (F(b;) — Flai))- (4.1)

i=1
Takoder, neka je po(0) = 0. Tada je po premjera na A.
Slijededi teorem direktna je posljedica Teorema 3.

Teorem 4. Neka je I’ rastuca i zdesna neprekidna funkcija. Toda postoji
jedinstvena mjera pp na Br takva da

ur({a,b)) = F(b) — F(a), —oc0o<a<b<+oo.

Nadalje, ako je G neka druga takva funkcija, onda pp = pg ako i samo ako
postoji ¢ € R takav da G = F + c.

Slijededi zadatak pokazuje da vrijedi i obrat prethodnog teorema.
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Zadatak 26. Neka je p mjera na Br koja je konaéna na svim ogranicenim
Borelovim skupovima. Definirajmo F: R — R sa

p((0,z])  ako x >0,
F(z)=4¢0 ako x = 0.
—u({(x,0]) ako je x < 0.

Dokazite da je F rastuca i zdesna neprekidna funkcijo te da vrijedi up = .

Rj. Prije svega uo¢imo da vrijedi F(z) <0zaxz <01 F(x) > 0zaz > 0.
Prema tome, da bi dokazali da je F' rastuéa funkcija dovoljno je pokazati
da je F rastu¢a na R~ i na R*. Uzmimo z1 < 29 < 0. Uocimo da vrijedi
(x9,0] C (x1,0], iz Cega slijedi da p((x2,0]) < p({(z1,0]). Dakle, F(z;) <
F(x2), pa imamo da je F' rastuca na R™. Analogno se pokazuje da je F
rastuca na R,

Dokazimo da je F' zdesna neprekidna u svakoj toc¢ki. Neka je x > 0 i
neka je (xy,), niz takav da z, \, x. Tada o¢ito vrijedi (0,z1] D (0,29] D ...1
N> (0, z,] = (0, z]. Koriste¢i neprekidnost odozgo mjere p zaklju¢ujemo da
vrijedi F(z,) — F(x). Dakle, F' je zdesna neprekidna u svakoj tocki x > 0.
Analogno se pokazuje da je F' zdesna neprekidna u svakoj tocki z < 0.

Konaéno, lagano je provjeriti da vrijedi

:u(<a7b]) :F(b)_F(a)a a <b.
Doista, za npr. a < 0 < b imamo
u((a,b)) = (. 0]) + u((0,5]) = —F(a) + F(b) = F(b) — F(a).
Sada iz prethodnog teorema zakljuujemo da vrijedi pu = pp. O

Zadatak 27. Neka je F: R — R rastucéa 1 zdesna neprekidna funkcija.
Dokazite da vrijedi pp({a}) = F(a) — F(a—), pr(la,b)) = F(b—) — F(a—),
pr(la,b]) = F(b) — F(a—) i pp((a,b)) = F(b-) — F(a).'

[e.o]

> 1{a — 1/n,al], pa koriste¢i neprekidnost

Rj. Uotimo da vrijedi {a} =
odozgo mjere pur dobivamo

pr(fa}) = lim pp({a—1/n,a) = lim (F(a) ~ F(a — 1/n))

= F(a) — F(a—).
Nadalje,
pr([a,0]) = pr((a,b]) + pr(fay) = F(b) — F(a) + F(a) — F(a—)
= F(b) — F(a—).

' F(a—) oznacava limes slijeva funkcije F' u tocki a.
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Takoder,

pr(la, b)) = pr(la, b)) — pr({b}) = F(b) — Fa—) = F(b) + F(b-)

te konacno

pr((a,b)) = pr(la, b)) — pr({a}) = F(b—) — F(a—) — F(a) + F(a—)

O]

Istaknimo nekoliko vrlo vaznih stvari. Neka je F' rastuca i zdesna neprekidna
funkcija. Neka je po premjera definirana sa (4.1). Njoj mozemo pridruziti
vanjsku mjeru pup na R definiranu sa (3.1). Neka je M, o-algebra svih
pp-izmjerivih skupova. Iz Propozicije 3 slijedi da Bg © M. Takoder, iz
Propozicije 3 i Teorema 4 slijedi da p};|Br = pp. Ispada da je sigma algebra
M= "puno veca" od o-algebre Bg. Preciznije, vrijedi card M« = 2°1 card
Br = c. Prigjetimo li se da je restrikcija vanjske mjere na o-algebru izm-
jerivih podskupova mjera, zaklju¢ujemo da je mjeru pp moguée prosiriti do
mjere na o-algebri M- koja je puno veca od o-algebre Bg. To prosirenje
¢emo takoder oznacavati sa up. Mjera up se naziva Lebesgue-Stieltjesova
mjera generirana sa F.

Iz prethodne diskusije imamo da za svaki E' € M« vrijedi

e () = i (B) = int { 3 (a0 B € [ Canetal .
n=1 n=1

Slijedeca propozicija kaze da u gornjoj jednakosti h-intervale mozemo zami-
jeniti sa otvorenim intervalima.

Propozicija 5. Za proizvoljan E € M vrijedi

e (E) = i (B) = inf { 3 e(anb)): £.€ [ st |
n=1 n=1

Teorem 5. Za proizvoljan £ € M- vrijeds

pr(E) =inf{up(U): U D E iU je otvoren}
=sup{ur(K): K C E i K je kompaktan}.

Slijede¢i teorem daje karakterizaciju skupova koji pripadaju o-algebri

My
Teorem 6. Neka je E C R. Slijedede tvrdnje su ekvivalentne:

1. E S M“};
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2. E =V \ Ny, pri cemu je V Gs-skup® i wi(N1) = 0;
3. E = HU Ny, pri éemu je H Fs-skup® i u(N2) = 0.

Zadatak 28. Neka je E € M, takav da pp(E) < +oo. Dokazite da za
svaki € > 0 postoji A koji je konacna unija otvorenth intervala takav da
,U,F(EAA) < €.

Rj. Iz Teorema b5 slijedi da za proizvoljan € > 0 postoje U otvoren i K
kompaktan takvida K C E CU i

e (U) = ¢/2 < pp(E) < pp(K) + ¢/2.

Za svaki x € K moZemo odabrati otvoreni interval I, takav da x € I, C U.
Tada oc¢ito K C Uzerl,. Kako je K kompaktan, postoje z1,...,z, € K
takvi da K C I, U...UI,, . Definirajmo

A=1I,U...UL,.

Imamo

pr(A\E) < pp(U\ E) = pp(U) — pr(E) < €/2

pr(E\A) < pp(E\K) = pp(E) — pp(K) < €/2.

Sada dobivamo
pr(AAE) < pp(A\E) +pr(E\ A) <e.
O

Sada ¢emo se koncentrirati na najvazniju mjeru na R. Definirajmo pres-
likavanje F': R — R sa F(z) = z. Uo¢imo da je funkcija F rastuca i zdesna
neprekidna (Stovise ona je neprekidna), pa inducira mjeru pp. Ta mjera se
naziva Lebesgueova mjera na R i od sada é¢emo ju oznacavati sa m. Takoder
o-algebru M« oznaCavamo sa L.

Slijededi teorem pokazuje da se Lebesgueova mjera ponaSa dobro obzirom
na translacije i1 dilatacije. Najprije uvodimo neke oznake. Za E C R te
r,s € R definiramo

E+s:={z+s:x€E} i rE:={rz:zecFE}
Teorem 7. Za E € L ter,s € R imamo da E+s € L irE € L. Nadalje,

m(E+s)=m(E) i m(rE)=|rim(E).

Zprebrojiv presjek otvorenih skupova
3prebrojiva unija kompaktnih skupova
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Prisjetimo se da o-algebra £ ima 2¢ elemenata, dakle onoliko koliko ima
podskupova od R. Medutim £ # P(R). Sada ¢emo konstruirati primjer
skupa koji se ne nalazi u L.

Primjer 9. Na skupu R definiramo relaciju ~ sa: © ~ y ako x —y € Q.
Lagano se provjeri da je ~ relacija ekvivalencije. Oznac¢imo sa R/Q kvoci-
jentnt skup koji se sastoji od svih klasa ekvivalencije. Uocimo da za svaki
x € R postoji y € [0,1) takav da x ~ y. Dakle, svaka klasa iz R/Q ima
svog predstavnika u segmentu [0,1]. Koristeéi aksiom izbora zakljucujemo
da moZemo odabrati V C [0,1] sa svojstvom da V' sadrzi tocno jednog pred-
stavnika svake klase iz R/Q. Turdimo da V ¢ L. Neka je QN [—1,1] =
{q1,92,...}. Definiraymo Vi, =V + qi, k € N. Nije tesko provjeriti (ucinite
to!) da vrijede slijedece tvrdnje:

1. skupovi Vi, su disjunktni;
2. (0,1 CuE, Vi, C[-1,2].

Pretpostavimo da V € L. Iz gornjih svojstava i Teorema 7 slijedi

[e.9]

L=m([0,1) < S mVi) = S m(V) < m([-1,2)) = 3,
k=1 k

=1
sto je ocito nemoguce.
Napomena 2. Prisjetimo se da Br C L. Takoder smo napomenuli da

Br # L. Kasnije u toku kolegija cemo dati eksplicitan primjer skupa koji se
nalazi v L a koji nije Borelov.

Zadatak 29. Neka je A C R prebrojiv skup. Dokazite da vrijedi m(A) = 0.

Rj. 1z Zadatka 27 slijedi da m({z}) = 0 za svaki z € R. Koristed o-
aditivnost mjere m lagano dobijemo tvrdnju zadatka. O

Prirodno je postaviti pitanje postoji li neprebrojiv skup Lebesgueove
mjere nula. Odgovor je potvrdan.

Primjer 10. Krenimo od segmenta Cy = [0, 1]. Podijelimo Cy na tri jednaka
dijela te definirajmo C1 = [0,1/3] U [2/3,1] (dakle izbacili smo srednji dio).
C1 se sastoji od dva segmenta. Podijelimo li svaki od njih na tri jednaka
digela v izbacimo i srednji dio dobivamo

Cy =1[0,1/9] U [2/9,1/3] U [2/3,7/9] U[8/9, 1].

Nastavimo li ovaj postupak dolazimo do skupova C,, n € N. Svaki C, je
unije od 2™ segmenata. Definirajmo C = ﬂfLO:OCn.4, Moze se pokazati da
vrijedi m(C) = 0 i card C = ¢ (vidi Folland str. 38).

4skup C se naziva Cantorov skup
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Zadatak 30. Dokazite:
1. za svaki O # U C R otvoren vrijedi m(U) > 0;
2. za svaki K C R kompaktan vrijedi m(K) < +oo.

Rj. Neka je U C R prozivoljan otvoren i neprazan skup. Uzmimo z € U i
odaberimo r > 0 takav da (x —r,z 4+ r) C U. Imamo

m(U) > m((x —r,x+1r)) =2r > 0.

Neka je sada K C R kompaktan. Tada je K ogranic¢en pa postoje a,b € R
takvi da K C [a,b]. Sada imamo

m(K) <m([a,b]) =b—a < 4o0.
O

Zadatak 31. Neka je E € L im(E) > 0. Dokazite da za svaki o < 1 postoji
otvoreni interval I takav da m(ENI) > am(l).

Rj. Neka je E kao u iskazu zadatka i takav da m(E) < +oo. Pretpostavimo
suprotno, tj. da postoji a < 1 takav da za svaki I otvoreni interval vrijedi
m(ENI) < am(l). Neka je ((ag,bx))ren niz otvorenih intervala takav da
E C U2 (ag,by). Uocimo da vrijedi

m(E) E (U (ak, bi)))

Up 1 (E N {ag, bi)))

m

I
3

(
(

o

m(E N (ak, bk))

b
Il
—

am({ak, b))

o

i

1

NE

ay (b —ag).

£
Il

1

Uzmemo li infimum po svim nizovima otvorenih intervala ({ay,bg))ren sa
svojstvom E C U2, (ag, by) dobijemo (koriste¢i Propoziciju 5)

m(E) < am(E) < m(E),

Sto je oCito nemoguce.

Promotrimo sada situaciju kada je m(F) = +oo. Neka je J interval takav
da 0 <m(ENJ) < +4oo. Po dokazanome postoji otvoreni interval I takav
dam((ENJ)NnI)>am(l). Sada imamo

am(I) <m(EnJ)NnI)<m(ENI),

pa tvrdnja zadatka vrijedi i u ovom slucaju. O
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Zadatak 32. Neka je E € L i m(E) > 0. Dokazite da skup E—FE = {z—y :
x,y € E} sadrZi otvoreni interval sa sredistem u tocki 0.

Rj. Odaberimo o € (3/4,1). Iz prethodnog zadatka imamo da postoji
otvoreni interval I takav da m(E NI) > am(I). Sada tvrdimo da vrijedi

(—1/2m(I),1/2m(I)) C E — E. (4.2)

Uo&imo da (4.2) implicira tvrdnju zadatka. Uzmimo z € (—1/2m(I),1/2m(I))
i definirajmo skupove

A=ENI i B=(ENI)+z.

Pretpostavimo da su skupovi A i B disjunktni. Tada imamo da m(AUB) =
m(A) + m(B) = 2m(A) > 3m(I). S druge strane, AUB C IU (I + 2),
a lagano se vidi da m(I U (I + 2)) < 3m(I). Dakle, skupovi A i B nisu
disjunktni, pa postoji y € AN B, iz ¢ega lagano slijedi da z € £ — E. O

Zadatak 33. Dokazite da postoji E € Br takav da m(E) < 400 i da za sve
a < b vrijedi m(E N (a,b)) > 0.

Rj. Neka je Q = {q1,q2,...}. Definirajmo

on
n=1
Imamo
N 2
m(E) < Z o0 < +o00.
n=1
Lagano je pokazati da E zadovoljava uvjete zadatka. O
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Chapter 5

Izmjerive funkcije

Neka su X i Y skupovi te f: X — Y proizvoljna funkcija. Prisjetimo se da
sa f~Y(E) oznacavamo prasliku skupa E C Y po funkciji f. Dakle,

fFUE)={zeX: f(z) € E}.

Zadatak 34. Neka su X,Y skupovi, f: X — Y funkcija te E,F E;, i € 1
podskupovi od Y. DokaZite:

1. fFUENF)=f"YE)\ f1(F);
2. fHNierEi) = Nier fHE:);
3. [N VierEi) = Uier f 1 (Ey);

Rj. Dokazati ¢emo samo zadnju tvrdnju zadatka. Dokazi ostalih tvdnji su
analogni. Uzmimo z € f~Y(U;erE;). Tada f(x) € UjerE; pa postoji ig € 1
takav da f(x) € Ej, tj. = € f~1(E;,). Dakle, x € Ujerf~H(E;). Zakljucu-
jemo da vrijedi f~1(UijerE;) C Uierf~Y(E;). Suprotnu inkluziju dobijemo
na nacin da ponovimo gornje argumente 1 suprotnom smjeru. [

Uvedimo pojam izmjerive funkcije.

Definicija 7. Neka su (X, M) te (Y, N) izmjerivi prostori. Funkcija f: X —
Y je izmjeriva (obzirom na par o-algebri (M, N)) ako za svaki E € N vrijedi
da f~1(E) € M.

Tvrdnja slijedeé¢eg zadatka je vrlo korisna u primjenama.

Zadatak 35. Pretpostavimo da je o-algebra N generirana sa € C P(Y).
Tada je funkcija f: X — Y izmjeriva u paru o-algebri (M,N) ako i samo
ako f~YE) € M za svaki E € £.
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Rj. Nuznost uvjeta slijedi direktno iz definicije izmjerive funkcije. Pret-
postavimo sada da f~!(E) € M za svaki E € £ i definirajmo

F={EecN:fYE)ecM}

Uo¢imo da vriijedi £ C F. Nadalje, koristeéi Zadatak 34 lagano se pokaze
da je F o-algebra. Kako je F C N i kako je N generirana sa £ zaklju¢ujemo
da vrijedi F = N, iz Cega direktno slijedi da je f izmjeriva funkcija. O

Slijede¢i zadatak daje Siroku klasu primjera izmjerivih funkcija.
Zadatak 36. Neka su X Y topoloski prostori i f: X — Y neprekidna
funkcija. DokaZite da je f izmjeriva u paru o-algebri (Bx, By ).

Rj. Kako je f neprekidna funkcija, za proizvoljan U C Y otvoren imamo da
je f~YU) otvoren skup u X, pa specijalno f~1(U) € By. Kako otvoreni
skupovi u Y generiraju o-algebru By, tvrdnja zadatka slijedi direktno iz
Zadatka 35. O

Zadatak 37. Neka su (X, M),(Y,N) i (Z,G) izmjerivi prostori te f: X —
Y ig: Y — Z izmjerwe funkcije. DokaZite da je go f: X — Z izmjeriva
funkcija.

Rj. Lagano se pokaze (ucinite to!) da za proizvoljan G € G vrijedi

(go /)™HG) = fHg™H(E)).

Kako je g izmjeriva funkcija imamo da ¢g~!(E) € M. Koriste¢i izmjerivost
funkcije f zaklju¢ujemo da f~1(g~}(E)) € M. O

Neka je X skupi A C X. Sa x4 oznatavati ¢emo karakteristi¢nu funkciju
skupa A. Ona je definirana sa

1 x€ A
XA(x):{O x ¢ A

Zadatak 38. Neka je (X, M) izmjeriv prostor te A C X. DokaZite da je
funkcija x o izmjeriva ako i samo ako A € M.

Rj. Pretpostavimo prvo da je funkcija x4 izmjeriva. Kako je A = X;ll({l})
i kako je {1} Borelov skup, zaklju¢ujemo da A € M.
Pretpostavimo sada da A € M. Za proizvoljan B C R Borelov imamo

0; 0,1¢B
_ A; 1€B,0¢B
XAl(B) = c
A% 1¢ B,0€eB
X; 0,1€ B,
iz Cega slijedi da X;(B) € M. Dakle, x4 je izmjeriva funkcija. O
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Napomena 3. Neka je (X, M) izmjeriv prostor i f: X — R funkcija. Reéi
éemo da je f izmjeriva ako je izmgeriva u paru o-algebri (M, Bgr). Dakle,
ukoliko ne naglasimo drukcije, na R éemo gledati Borelovu o-algebru. Opéen-
itije, ukoliko ne naglasimo drukéije, na R™ éemo gledati kao na izmjeriv
prostor obzirom na Borelovu o-algebru Bgn.

Zadatak 39. Neka je (X, M) izmjeriv prostor i f: X — R funkcija. Sli-
jedece tvrdnje su ekvivalentne:

1. f je izmjeriva,

2. f1({a,+o0)) € M za svaki a € R;

3. f~Y([a,+o0)) € M za svakia € R;

4. f1({~00,a)) € M za svakia € R;

5. f71((~o0,a]) € M za svaki a € R.

Rj. Tvrdnja zadatka slijedi direktno iz Zadataka 9 i 35. O

Zadatak 40. Dokazite da je svaka monotona funkcija f: R — R izmjeriva.

Rj. DokaZzimo tvrdnju u sluc¢aju kada je f rastuéa funkcija. Iz prethodnog
zadatka slijedi da je dovoljno pokazati da je skup f~!([a, +00)) Borelov za
svaki a € R. Neka je

b=inf{x e R: f(x) > a},

pri ¢emu dogovorno uzimamo da inf ) = +oco. Sada imamo nekoliko moguénosti.
Ako b = +o00, onda f~!([a,+00)) = @) € Bg. Takoder, ako b = —co onda
f~(a,+o0)) = R € Bg. Dakle, mozemo pretpostaviti da b € R. Ukoliko
f(b) > a, onda f~1([a,+00)) = [b, +o0) € Br. S druge strane, ako f(b) < a
onda f~1([a, +00)) = (b, +0) € Bg. O

U iduéem zadatku ¢emo koristiti slijedec¢i rezultat.

Propozicija 6. Bgrnr je generirana skupovima oblika A1 X Ag X ... X Ay, pri
cemu su A1, As, ..., A, € Bg.

Zadatak 41. Neka je (X, M) izmjeriv prostor te f,g: X — R izmjerive
funkcije. Definiramo h: X — R? sa

Dokazite da je h 1zmjeriva funkcija.
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Rj. Neka su A, B € Bg. Imamo

h ' (AxB)={x € X :h(z) € Ax B}
={z e X:(f(x),9(x)) € Ax B}
={reX: f(x)e Aig(x) € B}
=71 (A) ng~H(B).

Kako su f i g izmjerive funkcije imamo da h™'(A x B) € M. Tvrdnja
zadatka slijedi iz prethodne propozicije i Zadatka 35. O

Zadatak 42. Neka je (X, M) izmjeriv prostor te f,g: X — R izmjerive
funkcije. DokaZite da su f + g i f - g takoder izmjerive funkcije.

Rj. Definirajmo S: R? — R sa S(z,y) = x +y. Funkcija S je neprekidna pa
je iizmjeriva. Neka je h izmjeriva funkcija iz prethodnog zadatka. Uo¢imo
da vrijedi f+¢g = Soh, iz Cega slijedi da je f+ g takoder neprekidna funkcija.
Analogno se pokazuje da je f - g neprekidna funkcija. O

U uvom kolegiju baviti ¢emo se i sa funkcijama koje poprimaju vrijednosti
u R :=RU{-00,+o0}. Da bi govorili o izmjerivim funkcijama f: X — R
moramo najprije reé¢i koju o-algebru gledamo na R. Definiramo

BEZ{EQE:EQRGBR}.

Lagano se pokaze da je By je o-algebra i ukoliko ne naglasimo drukdije na
R gledamo kao na izmjeriv prostor obzirom na o-algebru Bg. Nadalje, nije
tesko pokazati da je Bx generirana skupovima [a,+oo] ili [—o0,a], a € R.
Isto vrijedi i za skupove oblika (a,+o00] odnosno [—o00,a), a € R.

Zadatak 43. Neka je f: X — R takva da f~'((r,4+o00]) € M za svaki
r € Q. DokaZite da je [ izmjeriva funkcija.

Rj. Uzmimo a € R i neka je (r,), niz u Q takav da r, \, a. Imamo
F7H(a,400)) = fTHURL (rn, +00]) = Uy f 71 ((rm, +00]) € M.

Kako skupovi (a, +00| generiraju By, tvrdnja zadatka slijedi iz Zadatka 35.
O

Propozicija 7. Neka je (X, M) izmjeriv prostor te neka je (fyn)n niz izm-
jeriwih funkcija fr: X — R. Tada su funkcije

gl(m) = Sl;;p fn(‘r)> 92($) = i%f fn(x)

te
g3(z) = limsup f(z), ga(x)= limninf fn(x)

takoder izmjerive.
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Slijede¢i primjer pokazuje da supremum neprebrojive familije izmjerivih
funkcija ne mora biti izmjeriva funkcija.

Primjer 11. Odaberimo A C R takav da A ¢ Bgr. Uoc¢imo da vrijedi

XA = Sup X{z}-
z€A e}

Funkcije X (z1, ® € A jesu izmjerive, a xa nije (vidi Zadatak 38).
Kao direktnu posljedicu prethodne propozicije dobivamo slijedeéi korolar.

Korolar 1. Ako su f,g: X — R izmjerive funkcije, tada su i max{f,g} i
min{ f, g} takoder izmjerive funkcije.

Zadatak 44. Neka je (fn)n niz izmjerivih funkcija f,: X — R. DokaZite
da je skup

A= {:r € X : lim f,(z) postojz'}
n—oo
izmjeriv skup. Nadalje, dokazite da je funkcija f: X — R definirana sa

) limy oo fu(z), T € A;
fe) = {0, x ¢ A

izmjeriva.
Rj. Neka su funkcije g3 i g4 definirane kao u Propoziciji 7. Uo¢imo da vrijedi
A={z € X :g3(x) = ga(2)}.

Ozna¢imo li sa h razliku g3 — g4, zakljuéujemo da A = h=1({0}). Iz izm-
jerivosti funkcije h i skupa {0} imamo da je A izmjeriv. Nadalje, uo¢imo da
vrijedi f = g3 - x4, iz Cega zakljutujemo da je f izmjeriva funkcija. O
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Chapter 6

Lebesgueov integral

6.1 Integracija nenegativnih funkcija
Neka je (X, M, u) prostor mjere. Uvedimo oznaku
LT ={f: X —[0,+00] : f je izmjeriva}.

U ovom poglavlju nauditi ¢emo integrirati funkcije iz L™. Najprije zapo¢in-
jemo sa tzv. jednostavnim funkcijama.

Definicija 8. Funkcija f € LT je jednostavna ako je njen skup vrijednosti
konacan skup.

Neka je f jednostavna funkcija i neka je {a1,ag, ..., a,} skup vrijednosti
od f. Za svaki i € {1,2,...,n} definiramo

Ei={ze X : f(x) =a;}.
Skupovi E; pripadaju o-algebri M (jer je f izmjeriva) i vrijedi
n
=Y aixs, (6.1)
i=1
Zapis (6.1) nazivamo standardnom reprezentacijom jednostavne funkcije f.

Vaznost jednostavnih funkcija ocituje se u slijedeé¢em rezultatu.

Propozicija 8. Za svaku funkciju f € Lt postoji niz jednostavnih funkcija
(dn)n sa slijedecim svojstvima:

L.O0<Sop1<¢2<...< f;
2. ¢op(x) — f(x) za svaki x € X;

3. on — f uniformno na svakom skupu na kojem je f ogranicena.
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Neka je f jednostavna funkcija i neka je standardna reprezentacija od f
dana sa (6.1). Definiramo integral od f obzirom na mjeru u sa

[ gdu=Y (e, (6.2)
X i=1

Napomena 4. Uoc¢imo da neki od sumanada u izrazu (6.2) mogu biti neo-
dredeni oblik 0 - co. Naime, moguée je da a; =0 i u(E;) = +oo ili a; = +00
i W(E;) = 0. Mi dogovorno uzimamo da je 0 - oo = 0.

Sada Zelimo definiciju integrala progiriti na funkcije iz L*. Uzmimo f €
LT i definirajmo

/fdu—sup{/ (bd,u:qﬁjejednostavnai0§¢§f}. (6.3)
X b's

Napomena 5. Nije tesko pokazati da se za f jednostavnu funkciju izrazi (6.2)
i (6.3) podudaraju. Dakle, (6.3) doista prosiruje (6.2).

Osnovna svojstva integrala su dana u iduc¢em teoremu.
Teorem 8. Za f,g € L™ ic >0 vrijedi:

1 [ (f+g)du= [y fdu+ [y gdu;

2. [x(cf)du=c [y fdp;

3. ako f < g, onda [ fdu < [ gdp.

Slijede¢i teorem jedan je od najvaznijih u teoriji integracije.

Teorem 9. (Lebesgueov teorem o monotonoj konvergenciji) Neka je (fn)nen
niz w Lt takav da f, < fay1 za svakin € N. Neka je f = lim, f,, !. Tada
vrijeds
/ fdp= lim fndu.
X n—oo X

Zadatak 45. Neka je (fn)nen niz u L. DokaZite da vrijedi

/X <§:1fn> duzg:l/xfndu-

Rj. Definirajmo niz funkcija (g, )neny u LT sa

n
gn:kaa n € N.
k=1

'Uotimo da je za svaki x € X niz (fn(z))» rastuéi pa konvergira u [0, +o0o]. Dakle, f
je dobro definirana
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Ocito g, < gn+1 za svaki n € N. Nadalje, g,(x) — f(z) za svaki z € X, pri
¢emu

Koristeéi Teoreme 8 1 9 dobivamo
/ fdp= lim [ g,du
X n—oo X

= i 3 [ s

Neka je f € LT te E € M. Tada definiramo

/EfdMZ/Xf-XEdu-

Zadatak 46. Neka je f € LT. Za E € M definiramo N(E) = [ fdp.
Dokazite:

1. X je mjera na (X, M);
2. [xgd\= [y fgdu za svaku g € L.

Rj. O¢ito vrijedi A(0) = 0. Uzmimo (E,,)pen niz disjunktnih skupova u M.
Koristeéi prethodni zadatak imamo

MUpZi Ep) = /Xf Xuse B, di

:/x (gﬂmn) dp

—;/Xf-x]sndu

Time je dokazana prva tvrdnja zadatka. Pokazimo da vrijedi druga tvrd-
nja zadatka. Uzmimo najprije ¢ € L™ jednostavnu funkciju i neka je g =
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> i, aiXE, njena standardna reprezentacija. Imamo
n
/ gdr =" a;\(E;)
2 i=1
n
:Zai/ [ XxE du
i=1 X
n
:/ [ <Z%XEZ-> dp
X i=1

=Amw

Uzmimo sada proizvoljnu ¢ € L*. Po Propoziciji 8 postoji niz jednos-
tavnih funkcija (¢n), takav da ¢, < ¢pt1 < g za svaki n € N i takav
da ¢n(x) = g(x) za svaki z € X. Tada ocito vrijedi f¢, < fény1 za svaki
ne€Ni(fon)(x) — (fg)(x) za svaki x € X. Koriste¢i Teorem 9 i dokazano
zakljucujemo da

/fgduz lim/fcbnduz 1im/¢nd)‘:/9d)"
X n—oo [y n—oo Jy X

Koristan ¢ée biti i slijedeéi rezultat.

Teorem 10. (Fatou) Neka je (fn)n niz funkcija w L™ . Tada vrijedi

/ (liminf f,) dp < liminf/ frndpu.
x " n X

Zadatak 47. Dokazite da u Teoremu 10 oplenito nemamo jednakost.

Rj. Neka je (X, M, u) prostor mjere sa svojstvom da postoji £ € M takav
da u(E) > 01 u(E€) > 0. Definirajmo niz funkcija (f,)n sa

£, = XE; N je paran
" XEc; N je neparan.

Ocito liminf, f, = 0 pa [y (liminf, f,)dp = 0. S druge strane

limninf/X fndp = min{u(E), u(E)} > 0.
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Zadatak 48. Neka je (f,)n niz u LT takav da f,(x) — f(x) za svakiz € X.
Nadalje, pretpostavimo da vrijedi

/fdu: lim/fnd,u<+oo.
X n—oo X

Dokazite da
i [ fudu= [ fan
za svaki B € M.

Rj. Koristeéi Teorem 10 imamo
[ ran=[ 1xpdu= [ (imf) - xeda
E X x n
—/ lminf(f, - xg) dp
X n
< liminf/ fn - xEdy
n X
= liminf/ fndu.
n E
Dakle,

/fdugliminf/ frdp. (6.4)
E n E

S druge strane, imamo

limsup/ fndp = lim sup (/ fndy — / In d,u)
n E n—00 X Eec

= lim fn dp — hm 1nf fn du

n—oo

:/fd,uliminf/ fndu
X n—0o Jpec
< [ sau- [ ran

X Ec

pri ¢emu smo u zadnjoj nejednakosti koristili (6.4) ali za E° umjesto F.
Dakle,

lim sup/ fn < / fdu. (6.5)
Tvrdnja zadatka slijedi direktno iz (6.4) i O
Zadatak 49. Neka je f € LT takva da fX fdu < +o00. DokaZite:
1. skup {x € X : f(x) > 0} je o-konacan;
2. p{x e X : f(z) = +o0}) = 0.
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Rj. Neka je E={x € X : f(x) > 0}. Za svaki n € N definirajmo

En:{xeX:f(x)Z;}.

Ocito E = U2 | E,. Koristeci posljednju tvrdnju Teorema 8 imamo

1 1
+OO>/ fduZ/ f‘XEnd,UZ/ —XE, At = —p(Ey),
X X xn n

iz. cega zaklju¢ujemo da p(FE,) < 400 za svaki n. Dakle, E je o-konacan
skup. Drugu tvrdnju zadatka dokaZite sami. O

Napomena 6. Napomenimo sada vrlo vaznu stvar vezanu uz terminologiju
koju éemo koristiti tokom ovog kolegija. U teoriji mjere skupovi mjere nula ne
igraju bitnu ulogu i zato je korisno uvesti termin gotovo svuda (mi éemo ko-
ristiti skracenicu a.e. koja dolazi od engleskog termina almost everywhere)?.
U grubo, ako je (X, M,pn) prostor mjere, onda je neka tvrdnja o tockama
x € X istinita gotovo sigurno ako je istinita za sve tocke koje ne pripadaju
nekom skupu mjere nula.

Konkretno pogledagmo Teorem 9. Tamo smo zahtjevali da vrijedi fp,(z) <
for1(x) za svaki x € X. Ispada da mozZemo oslabiti tu pretpostavku (vidi
Folland, Korolar 2.17) i zahtjevati da vrijedi fn(z) < foy1(x) za a.e. © €
X, Sto u ovom slucaju znaci da postoji N € M skup mjere nula tokav da
fa(x) < faog1(x) za sve x € N€ i za svaki n € N. Od sada na dalje, kada
se budemo pozivali na Teorem 9 misliti éemo na ovu generaliziranu verziju
opisany U 0V0J napoment.

Slijededi rezultat je ocekivan.
Propozicija 9. Neka f € Lt. Tada [ fdp =0 ako i samo ako f =0 a.e.

Zadatak 50. Neka je f € L™ takva da fX fdup < +o0o. Dokazite da za svaki
e > 0 postoji E € M takav da p(E) < +00 4

/Efdu>/deu—e.

Rj. Za svaki n € N definiramo

En:{xeX:f(:c)E%} i fo=1f xg,-

Sada se lagano vidi da f, < fp41 za svaki n € N1i f,(x) = f(z) za sve
x € X. Naime, ako vrijedi f(z) > 0, onda x € E, za sve n pocesi od
nekog nyg iz Cega slijedi da f,(z) = f(x) za sve n > ng. S druge strane, ako

2verzija popularna u teoriji vjerojatnosti je gotovo sigurno (almost surely)
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f(x) =0onda z ¢ E, za sve n i prema tome f,(z) =0 za sven € N. U oba
slucaja zaklju¢ujemo da f,(x) — f(z). Koriste¢i Teorem 9 zakljuCujemo da

lim/ fdu= lim/fndu—/fdu.

Nadalje, iz prethodnog zadatka slijedi da skupovi FE,, imaju kona¢nu mjeru
pa tvrdnja zadatka vrijedi. O

6.2 Integracija opéenitih funkcija

Neka je (X, M, u) prostor mjere. U ovom poglavlju zZelimo nauciti integrirati
izmjerive funkcije f: X — R. Za svaku takvu funkciju definiramo

fH(z) =max{f(z),0} i f~(z)=max{-f(z),0}.

Uoé¢imo da iz Korolara 1 slijedi da su f* i f~ izmjerive funkcije. Nadalje,
ocito ff(x) > 01 f~(x) > 0zasvex € X. Dakle, f*, f~ € L*. Funkciju
fT nazivamo pozitivni dio funkcije f, a f~ nazivamo negativni dio funkcije

f.
Zadatak 51. DokaZite da f = f* — f~ i |f|=ft+ f.

Rj. Uzmimo prozivoljan x € X. Ako f(x) > 0, onda f*(z) = f(x) i
f(x) =0, iz ¢ega slijedi da f(x) = f*(x) — f~(z). Analogno, ako vrijedi
f(z) <0, tada f*(x) =01 f~(z) = —f(z), pa opet imamo f(z) = fT(x) —
f~(z). Time smo dokazali prvu tvrdnju zadatka. Druga tvrdnja se dokazuje
analogno. O

Definicija 9. Funkcija f: X — R je integrabilna ako [, fTdu < +oo i
fX fdu < 4o00. U tom slucaju definiramo

/deuzjxfwu—/xfdu. (6.6)

Napomena 7. Mogudée je promatrati @ tzv. integrabilnost u Sirem smislu.
KaZemo da je f integrabilng u Sirem smislu ako je bar jedan od integrala
fX frdu i fX fdu konacan i u tom slucaju fodu opet definiramo izra-
zom (6.6). Uocimo da sada taj izraz moZe poprimiti vrijednost +oo ili —oo.
Nadalje, uwocimo da ne mozZemo dopustiti da oba integrala fX frdu ifX fdu
budu jednaka +oo jer uw tom slucaju izraz na desnoj strani u (6.6) nema
smisla. >

Slijede¢i teorem daje osnovna svojstva integrala.

300 — 00 je neodreden oblik
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Teorem 11. Neka su f,g: X — R integrabilne funkcije te ¢ € R. Tada
vrijedi:

1. f+ g je integrabilna i [ (f +9)dp= [y fdu+ [y gdu;

2. cf je integrabilna i [y (cf)dp=c [y fdu;

3. ako f < g a.e., onda fodu < fngu.

Zadatak 52. Dokazite da je f: X — R integrabilna ako i samo ako je |f]|
integrabilna.

Rj. Pretpostavimo da je f: X — R integrabilna. Iz definicije slijedi da
Jx [Tdu<+o00i [y f~dp < 400. Iz druge tvrdnje Zadatka 51 slijedi da

/X_f|d:u:/x_f+d/$+/);f_d,u<+00.

Dakle, |f| je integrabilna.
Pretpostavimo sada da je |f| je integrabilna. Iz ft < |f|i f~ < |f],
zakljucujemo da

[ rrans [ildn<voo i [ rmdns [ ifide< s
X X X X
iz Cega slijedi da je f integrabilna. O

Zadatak 53. Neka je u brojeca mjera na (N, P(N)) te neka je f: N = R
proizvolyna funkcija. Diskutirajte izmjerivost, egzistenciju integrala @ integra-
bilnost funkcije f. Cemu je jednako fN fdu?

Rj. Uo¢imo da je svaka funkcija f: N — R izmjeriva. Nadalje, uo¢imo da
za svaku funkciju f vrijedi [f| = Y202 [f(n)|xn)- Koriste¢i Zadatak 45
dobivamo

/|f dp =" _"|f(n)| / Xy i =Y _|f()lu({n}) =D If (). (6.7)
N n=1 N n=1 n=1

Iz prethodnog zadatka slijedi da je f integrabilna ako i samo ako % | f(n)| <
+00. Uzmimo sada f: N — R izmjerivu. Iz (6.7) slijedi da

/I\Ifdu:/NfJ“du—/I\If‘du:;er(n)—;f_(n)ZZf(n)-

n=1

O

Zadatak 54. Neka je (X, M) izmjeriv prostor, p € X te §, Diracova mjera u
tocki p. DokaZite da je proizvolina izmjeriva funkcija f: X — R integrabilna
ako i samo ako f(p) € R i da u tom slucagu vrijedi

/X £ ds, = £(p).
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Rj. Pretpostavimo prvo da je f jednostavna funkcijaineka je f = Zle ;i XE;
njena standardna reprezentacija. Imamo

k k
/X fds, = aidy(Ei) =Y aix,(p) = f(p).
=1 =1

Uzmimo sada proizvoljnu f € L' i neka je (s,), niz jednostavnih funkcija
takav da s1 < s9 < ... < fisp(x) = f(z) za svaki @ € X. Koristeci
Teorem 9 i dokazano imamo

/ fdé, = lim sn dop, = lim s,(p) = f(p).

n—oo n—oo

Funkcija f je integrabilna ako i samo ako je |f| integrabilna, a iz gornje
jednakosti vidimo da to vrijedi ako i samo ako |f(p)| < +oo, tj. f(p) € R
Neka je sada f proizvoljna integrabilna funkcija. Uo¢imo da vrijedi

/dea =/Xf+d5p—/Xf—d5 — £ ) - () = f).

Tvrdnja zadatka je dokazana. O

Zadatak 55. Neka je (X, M) izmjeriv prostor i neka su u,v dvije mjere na
(X, M). Neka je f: X — R izmjeriva funkcija integrabilna obzirom na obje
mjere. DokaZite da je f integrabilna obzirom na mjeru p+ v i da vrijeds

/de(u—i—y):/xfdu—k/xfdy.

Rj. Pretpostavimo prvo da je f jednostavna funkcijaineka je f = Zle Wi XE
njena standardna reprezentacija. Imamo

/de(u+ Zazwrv Zazu +Zaz

/fdu+/fdu

Uzmimo sada f € LT i neka je (s,), niz jednostavnih funkcija takav da
s1 < s9 < ... < fisp(xr) — f(x) zasvaki z € X. Koriste¢i Teorem 9 i
dokazano imamo

i

/fd,u—i—y hm/sn (b+v)= hm snd,u—i— hIn Sp dv

:/de/,hL/dey. )
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Neka je f: X — R izmjeriva funkcija integrabilna obzirom na obje mjere. Iz
dokazanog i Zadatka 52 zaklju¢ujemo da je f integrabilna obzirom na pu+ v.
Stovise,

| s = [ a5
:Ajﬂm+éjﬂw—éjwm—éfwy
:/dequ/deu.

Slijede¢i zadatak je vrlo slican prethodnome i prepusten je vama za
samostalno rjesavanje.

O]

Zadatak 56. Neka je (X, M) izmgeriv prostor, p mjera na (X, M) te c > 0.
Neka je f: X — R izmjeriva funkcija integrabilna obzirom na p. DokaZite
da je f integrabilna obzirom na mjeru cu i da vrijeds

/de(cu)ZC/deu-

Slijede¢i fundamentalan teorem ¢emo Cesto koristiti.

Teorem 12. (Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji) Neka je (fn)n
niz integrabilnih funkcija takvih da:

1. fo— f a.e;
2. postoji g € LT integrabilna takva da |f,| < g a.e. za sve n € N,

Tada je f integrabilna i

/ fdp = lim / fndpu.
X n—oo X
Zadatak 57. Izracunajte:

o0
. cos(mn)
lim —_—
n—00 omn
m=0

Rj. Neka je p brojeca mjera na (Ng, P(Np)), pri ¢emu Ng = NU {0}. Za
n € N definiramo

- )
Imamo 1
[Falm)| < 5 = gm),



zam € Ngin € N. Uofimo da je g integrabilna obzirom na p. Doista, iz
Zadatka 53 slijedi

[e.9]

1
/ gd,uzz2—m:2<+oo.
No

m=0
Lagano se provjeri da
lim f,(m) = x{03(m)
n—o0

za svaki m € Ny. Iz Zadatka 53 i Teorema 12 slijedi da

. <= cos(mn .
lim cos(mn) = lim Jndp = / X{oy dpp = p({0}) = 1.
No NO

n—00 gmmn n—o00
m=0

O

Sada ¢emo se fokusirati na integraciju obzirom na Lebesgueovu mjeru
m. Prirodno je pitati se koja je veza izmedu Riemannovog i Lebesgueovog
integrala. Odgovor na to pitanje djelom je dan u idué¢em teoremu.

Teorem 13. Neka je f: [a,b] — R ogranicena funkcija. Tada vrijedi:

1. ako je f Riemann integrabilna, onda je f integrabilna obzirom na m i

Ji f@)da = [, fdm;
2. f je Riemann integrabilna ako i samo ako je skup
{z € [a,b] : f ima prekid u tocki x}
skup Lebesgueove mjere nula.

Iduéi primjer pokazuje da obrat u prvoj tvrdnji prethodnog teorema ne
vrijedi.

Primjer 12. Definiramo funkciju f: [a,b] — R sa

)1 zeQ
fo={y ed

Funkcija f ima prekid u svakoj tocki, pa iz druge tvrdnje prethodnog teo-
rema slijedi da f nije Riemann integrabilna funkcija. S druge strane, f je
Jednostavna funkcija sa standardnom reprezentacijom f = X[qpnq- Kako
[a,b] N Q ima mjeru nula, zakljucujemo da je f integrabilna obzirom na m i
f[aﬂ fdm = 0.

Slijededi primjer pokazuje da opéenito Riemann integrabilnost na neograni¢enom
intervalu ne implicira Lebesgue integrabilnost.
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Primjer 13. Definirajmo funkciju f: [0, 4+00) — R sa

n=1

Lagano se pokaze da limg_, o foa f(x)dz postoji * pa je f Riemann integra-
bilna na [0, +00). ° S druge strane,

1 1
|[fldm =) —m({(n,n+1])= > — = +oo,
J o am =320 2

n=1
pa f nije Lebesque integrabilna.

Zadatak 58. Neka je f: [0,1] = R definirana sa f(x) = e*+x. Izracunajte:

fd(m+617).
[0.1]

Rj. Koristeé¢i Zadatke 54, 55 i Teorem 13 imamo

1
Fd(m+6y) = /0 flo)ds + fF(1/2) = .0

[0,1]

Zadatak 59. Izracunajte:

. * nsin(%)
lim —B dx.
n—+oo fo (14 x2)
Rj. Definirajmo
nsin(:)
= — N N.
fn(2) z(1l+ 22)’ ne

Koristeci nejednakost [sin x| < |z| dobivamo

x
faw) < 2l @ 1
x(1+22) z(1+2%2) 1422

za svaki x > 0 i n € N. Funkcija g je integrabilna i

/Ooog(x)d:r— g

4 oS} nl :
5red > (=1)" konvergira
nepravi integral...

SDovrgite radun
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Nadalje,

. (m) sin %)
nsimfi = z
. . AN
M) = B ) T T T

Koristeéi Teorem 12 dobivamo

* nsin(%)

z o0 T
li —— 0 dr = de = —.
n > oo o o(l+22) v /0 9(x) du 2

Slijede¢o zadatak rijesite sami.

Zadatak 60. Neka je f: R — R izmjeriva funkcija i ¢ € R. DokaZite da

/_Zf(x)dx:/::f(x—l—c)dx

u smiuslu da ako postoji jedan od integrala da onda postoji @ drugi 1 vrijednosts
su mu jednake.

"Uputa: koristite invarijantnost mjere m obzirom na translacije
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Chapter 7
Nacini konvergencije

Neka je (X, M, ) prostor mjere. Sa L' = LY(X, M, i) oznacavamo skup
svih integrabilnih funkcija f: X — R. Iz Teorema 11 slijedi da je L' vek-
torski prostor. Za f € L' definiramo

11l = /X!f\du-

Zadatak 61. DokaZite da je ||-||1 polunorma na L.

Rj. Dokaz je zapravo jednostavna posljedica Teorema 11. Najprije uo¢imo
da za f = 0 o¢ito vrijedi || f||1 = 0. Uzmimo sada f € L' i ¢ € R. Koristeci
drugu tvrdnju Teorema 11 imamo

leflh =/X|6fdu= \61'/X|f|du= el 1 £1.

Uzmimo sada f,g € L'. Iz druge i tre¢e tvrdnje Teorema 11 zaklju¢ujemo
da

!f+g\|1Z/X|f+g\duS/X(|f!+lgl)duS/leldqu/X!g!du
— 1l + Tl
]

Dakle, ||-||1 je polunorma. No uo¢imo da ||-||; nije norma jer iz || f||1 =
0 ne slijedi da je f = 0 ve¢ samo da f = 0 a.e. (vidi Propoziciju 9).
Sada moZzemo napraviti slijede¢u poznatu konstrukciju. Definiramo relaciju
ekvivalencije ~ na L' sa: f ~ g ako i samo ako f = g a.e. Lagano je pokazati
da je ~ relacija ekvivalencije. Oznacimo sa L'/ ~ kvocijentni prostor i neka
[f] oznacava klasu ekvivalencije funkcije f € L. Sada definiramo normu ||-||
na L'/ ~ sa

ILAIE= 1 £l
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Lagano je pokazati da je ova definicija dobra, tj. da ne ovisi o izboru pred-
stavnika klase. Nadalje, ||-|| je norma na prostoru L'/ ~.

Dakle, u grubo receno, ako identificiramo funkcije koje su jednake a.e.
L' postaje normiran prostor obzirom na |-||;. Kako je raditi sa funkcijama
puno zgodnije nego raditi sa klasama, mi ¢emo uvijek na L' gledati kao na
prostor funkcija, s time da uvijek imamo na umu da identificiramo funkcije
koje su jednake a.e. Na primjer, pogledajmo funkciju f iz Primjera 12. Kako
je Q skup Lebesgueove mjere nula imamo da f = 0 a.e., pa ih kao elemente
prostora L' identificiramo, tj. f = 0.

Slijedeéi teorem daje dodatnu informaciju o normiranom prostoru L.

Teorem 14. L' je Banachov prostor.

Sada ¢emo uvesti nekoliko razlic¢itih tipova konvergencije niza funkcija
i diskutirati vezu izmedu njih. Najprije, ako je (fn)n niz funkcija iz L' i
f € L'. Kazemo da niz funkcija f,, konvergira ka f u L' ako || f, — f|l1 — 0
kada n — oco.!

Primjer 14. Pogledajmo prostor mjere (R, Bg,m) i definirajmo niz funkcija
fn 80 fo = Xnnt1y, n € N. Tada fn(x) — f(x) =0 20 svaki x € R ali f,
ne konvergira ka f u L' jer

1 fu = Flln = /R Nonmsty dm =1

za svaki n € N.

Dakle, konvergencija po totkama ne implicira konvergenciju u L'. Sli-
jededi primjer pokazuje da niti obrat ne vrijedi.

Primjer 15. Pogledajmo prostor mjere ([0, 1], Bjg 1, m) @ definirajmo niz
funkcija f1 = X[0,1] fa = X[0,1/2] f3= X[1/2,1] Ji= X[0,1/4]5 f5 = X[1/4,1/2]
J6 = X[1/2,3/4); f1 = X[3/a,1],---- Lagano je pokazati da fn — 0 u L' dok s
druge strane niz (fn(z)))n ne konvergira niti za jedan x € [0, 1].

Bez obzira na gornje primjere neki parcijalni rezultati vrijede. O tome
viSe kasnije, a za sada dokazimo jednostavnu tvrdnju formuliranu u sli-
jedeéem zadatku.

Zadatak 62. Pretpostavimo da f, — f a.e. i |fu| < g € L' za svaki n.
Dokazite da f, — f u L'.

Rj. Definirajmo niz funkcija g, = f, — f, n € N. Tada g, — 0 a.e. i

\gn| < |fal +|f] < 2|g] € L.

'Uotite da ovdje nema nista specijalno. Ovako se definira konvergencija u proizvoljnom
normiranom prostoru
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Koristeéi Teorem 12 zakljuc¢ujemo da

/fn—fdu=/\gn\du—>0,
X X

pa fn— fu L O
Sada uvodimo pojam konvergencije po mjeri.

Definicija 10. Neka je (fn)n niz izmjerivih funkcija te neka je f izmjeriva
funkcija. KaZemo da f, konvergira ka f po mjeri ako za svaki € > 0

p{x € X :|fu(z) — f(z)| > €}) = 0 kada n — oc.

Zadatak 63. Pretpostavimo da niz (fy,)n konvergira istodobno ka f i ka g
po mjert. DokaZite da f = g a.e.

Rj. Uocimo da za svaki k € N vrijedi

{2 € X :|f(@)— g(@)] 2 1/k} € {w € X :|f(a) — fule)| > 1/2k}U
Uz € X ¢ [fule) — gla)| > 1/2k},

iz Cega slijedi da

p{e e X o [f(x) —g(x)| = 1/k}) < p({x € X - |f(z) = fa(z)| = 1/2k})
+p{z e X [fu(z) — g(2)| = 1/2k}).

Pustimo li limes kada n — oo dobijemo da

p{r e X [f(x) —g(@)] = 1/k}) =0
za svaki k € N, iz Cega slijedi da f = g a.e. O
Zadatak 64. Pretpostavimo da f, — f u L'. DokaZite da f,, — f po mjeri.

Rj. Zan € Nie >0 definirajmo
Foe={zeX:|f—fao] >¢€}
Vrijedi
Jon stz [ gz enm
za svaki n € N, iz ¢ega direktno zaklju¢ujemo da vrijedi

pw(Fne) =0 kada n — oo.

Tvrdnja zadatka je time dokazana. O
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Slijede¢i primjer pokazuje da obrat prethodnog zadatka ne vrijedi.

Primjer 16. Pogledajmo prostor mjere (R, Bg,m) i definirajmo niz funkcija
fn sa fn = n*1X<07n>, n € N. Uzmimo proizvoljan € > 0 ¢ neka je ng € N
takav da 1/n < € za sve n > ng. Uoc¢imo da vrijedi

p({z € X :[fu(x) > €}) =0

za sve n > ng. Dakle, f, = 0 po mjeri. S druge strane, [y|fn|dm =1 za
svaki n, pa f, ne konvergira ka 0 u L.

Zadatak 65. Neka f, — f po mjeri © g, — g po mjeri. DokazZite da
fn+gn = [+ g po mjeri.

Rj. Definirajmo hy, = f+9gn i h = f+¢g. Uzmimo proizvoljan € > 0. Sli¢no
kao i u Zadatku 63 imamo

n({e € X : ha(@) - h(@)] = &) < u{z € X : |fula) — f(2)] > ¢/2))
+n({e € X : |ga(a) — g(@)] > €/2}).

Pustimo 1i limes kada n — oo dobivamo
uw({x € X : |hp(z) — h(z)| > €}) -0 kada n — oo.

Dakle, h,, — h po mjeri.
O

Teorem 15. Ako f, — f po mjeri, onda postoji podniz (fn,)r takav da
fn, — [ ae.

Zadatak 66. Ako f, — f u L', tada postoji podniz (fn, )i takav da f,, — f
a.e.

Rj. Tvrdnja zadatka slijedi direktno iz Zadatka 64 i Teorema 15. O

Zadatak 67. Ako f, >0 f, = f po mjeri, onda

/ fdu < liminf/ fndu.
X n X
Rj. Odaberimo podniz (fp, ) takav da

liminf/ fn du:lim/ fry, dpb.
nooJx ko Jx

Ocito f,, — f po mjeri, pa iz Teorema 15 slijedi da postoji podniz (fnkj )j
takav da fnkj — f a.e. Iz Teorema 10 slijedi da

/ fdu < lim‘inf/ frp, dp = lim/ fry, dpp = lim inf/ fndpu.
X J X J k X n X
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Zadatak 68. Pretpostavimo da |f,| < g € L' i f, — f po mjeri. DokaZite

da
/fd,u—lim/ fndu.
X noJx

Rj. Pretpostavimo da tvrdnja zadatka nije istinita. Tada postoji e > 01
podniz (fn, )r takav da

/deu—/xfnk du’ > € (7.1)

za sve k. Iz Teorema 15 slijedi da postoji podniz (fnkj ); takav da fnkj — f
a.e. Koristeéi Teorem 12 zakljuéujemo da vrijedi

i [ o, di= [ Fan
i Jx"" X
§to je u kontradikeiji sa (7.1). O

Zadatak 69. Neka je p brojeca mjera na N. Dokazite da f, — f uniformno
ako i samo ako fn, — f po mjeri.

Rj. Lagano je pokazati da uniformna konvergencija uvijek povlaci konver-
genciju po mjeri (ucinite to!). Pretpostavimo sada da f, — f po mjeri i
neka je € > 0 proizvoljan. Tada vrijedi

p{z e N:|fo(z) — f(x)] > €}) - 0 kadan — oc. (7.2)

Broje¢a mjera pu poprima vrijednosti u skupu No U {400}, pa iz (7.2) slijedi
da postoji ng takav da

p{z € N:[fulz) = f(x)] =2 €}) =0
za sve n > ng. Dakle,
{zeN:[fu(z) - f(z)| 2t =0
za n > ng, iz ¢ega slijedi da
[fn(z) = f(a)] <e

za sve x € N te n > ny. ]

Navedimo na kraju i slijedeéi vazan rezultat.

Teorem 16. (Egoroff) Neka je p konacna mjera i f, — f a.e. Tada za
svaki € > 0 postoji izmgeriv skup E takav da p(F) < € i fp, — f uniformno
na E°¢. Nadalje, f, — f po mjeri.

Zadatak 70. Neka je p konacéna mjera, f, — f po mjeri i g, — g po mjeri.
DokazZite da fngn, — fg po mjeri.

Rj. 1z Teorema 15 slijedi da postoji podniz (ny) takav da f,, — f a.e. i
gn, — g a.e. Dakle, fy,, gn, — fg a.e. Tvrdnja zadatka sada slijedi direktno
iz Teorema 16. O
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Chapter 8

LP prostori

Neka je (X, M, u) prostor mjere te 0 < p < co. Za proizvoljnu izmjerivu
funkciju f na X definiramo

1/p
1l = </X|f|pdu> .

Nadalje, definiramo LP = LP(X, M, u) kao skup svih izmjerivih funkcija f
na X sa svojstvom da ||f|l, < +oo, tj. [y|f|[Pdu < 4oco0. Uodimo da se
u specijalnom slu¢aju kada je p = 1 ova definicija podudara sa definicijom
prostora L' kojeg smo uveli u prethodnom poglavlju.

Zadatak 71. Dokazite da je LP vektorski prostor.

Rj. Pokazati ¢emo da je LP zatvoren na operaciju zbrajanja funkcija. Doista,
neka su f,g € LP. Tada imamo

f + g < 2max{[f],|g[}]” < 2°(|f" + [g/"),

iz Cega slijedi da
/|f+9’pdll§ 2p/ \f|pd,u+2p/ lg|P dp < +o0.
X X X

Dakle, f + ¢ € LP. Lagano je pokazati da je LP zatvoren na operaciju
mnoZenja sa skalarom. O

Iz istih razloga kao i u specijalnom slu¢aju p = 1, najbolje §to moZzemo
otekivati je da je funkcija ||-||, polunorma na LP.! Medutim diskusija 1
Follandu pokazuje da za p € (0, 1), |||, nije polunorma na L? jer nije zado-
voljena nejednakost trokuta. Iz ovog razloga, u nastavku ovog poglavlja
¢emo se ve¢inom ograniciti na situaciju kada je p € [1, 00).

Slijedeéi rezultat je vazan.

Lier ponovno iz || f|l, = 0 ne slijedi da f = 0 ve¢ da f = 0 a.e.
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Teorem 17. (Holdeorova nejednakost) Neka je 1 < p < oo i q takav da
I/p+1/g=1 (tj. q=1p/(p—1))2 Ako su f,g izmjerive funkcije na X,
onda

1fglly < [1fllp - llgllq-

Specijalno, ako f € LP i g € LY, onda fg € L.
Prethodni teorem se koristi u dokazu iduéeg.

Teorem 18. (Nejednakost Minkowskog) Neka je 1 < p < oo te f,g € LP.
Tada vrijedi

1+ glly < 1 £1lp + [lgllp-

Dakle, |||, zadovoljava nejednakost trokuta na LP za p > 1. Nadalje,
lagano se pokaze da za f = 0 vrijedi ||f|, = 0 te |[cf]l, = |c| - || ||, za svaki
skalar ¢i f € LP. Zaklju¢ujemo da je ||-||, polunorma na LP za p > 1. Sada
mozemo napraviti konstrukciju opisanu u prethodnom poglavlju te identifici-
rati funkcije iz LP koje su jednake a.e. Kao $to smo i objasnili u prethodnom
poglavlju, zgodnije je raditi sa funkcijama nego sa klasama funkcija, pa ¢emo
na LP uvijek gledati kao na prostor funkcija uz napomenu da funkcije koje
su jednake a.e. smatramo jednakima. Sada LP postaje normiran prostor
obzirom na |[|-||,. Slijede¢i teorem daje dodatnu informaciju.

Teorem 19. LP je Banachov prostor za p € [1,00).

Zadatak 72. Neka je u konacna mjera te 0 < p < q < oo. Dokazite da
L1C P,

Rj. Uzmimo funkciju f € L9. Uocimo da je (%, ﬁ) par konjugiranih ek-
sponenata, pa primjenom Teorema 17 dobivamo

9—p

/X|f|pduz/xyf‘p'1d“§ </X(|f|p)f>du>§ : (/}(1@)"

a—-p

— A1 (%) < oo
Dakle, f € LP. O

Napomena 8. Sada éemo pokazati da tvrdnja prethodnog zadatka ne vrigeds
na prostoru beskonacne mjere. gtom’s?z, na prostoru beskonacéne mjere opéen-
ito nemamo nikakvu inkluziju izmedu prostora LP i LY. Pogledajmo (0, +0o0)
sa Lebesgueovom mjerom m te definirajmo familiju funkcija

falz)=27% a>0.

Lagano se dokaZe da vrijedi:

?Kazemo da je (p, q) konjugirani par eksponenata
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1. fax,) € LP ako i samo ako p < al;
2. faX(1,400) € LP ako i samo ako p > a~ L.

Sada za proizvoljne p,q € (0,00) imamo da f1/gX 0,1y Je u LP, a nije u L1
ako p < g, 0odnosno fi/,X(1, 100y Jj€ u LP, a nije u LT ako p > q.

Zadatak 73. Neka je 0 < p < g <r < 0. DokaZite da vrijedi
LIC P+ L7
Rj. Uzmimo f € L7 i definirajmo A = {z € X : |f(z)| > 1}. Nadalje,
definirajmo
g=1Ifxa i h=fxae

Ocito vrijedi f = g+ h. Nadalje,

97 = [fPxa < |fl%xa < |f1%
paiz f € L% slijedi da g € LP. Sli¢no,

A" = 1f1"xae < [f7xac < |fI%

pa h € L". Dakle, proizvoljnu funkciju iz L¢ se moze prikazati kao zbroj
funkcije iz LP i funkcije iz L", iz Cega slijedi tvrdnja zadatka.
O

Zadatak 74. Neka je 0 < p < g < r < oo. DokaZile da vrijedi
IPNnL" C L4,

Rj. Kako 1/p > 1/q > 1/r, imamo da postoji A € [0, 1] takav da% = %—Fl*’\.

T
Sada uocimo da je (q%, ﬁ) par konjugiranih eksponenata. Primjenom
Teorema 17 imamo da za f € LP N L" vrijedi

g a(1=X)

_ Ag | £](1=X) Ay & r (1-Na\ 705 "
[istan= [ 15915 qdué(/x(lfl 1) du) </X(|f| o) >du>

= I£1I* - 112 < oo
Dakle, f € LA. O

Zadatak 75. Neka je (fn)n niz funkcija w L? i f,g € L?. Nadalje, neka
fo — f u L?. Dokazite da fng — fg u L'.

Rj. Uoc¢imo da je (2,2) par konjugiranih eksponenata. Ponovno, koristeci
Teorem 17 imamo

— = . — 2 % — 2 %

/X\fng fol du /Xrgr o= fldn < </X|g| du) (/X\fn /l dﬂ)
= lgllz - 1 — Il

Kako f, — f u L? imamo da ||f, — f|2 = 0, pa fng — f, u L. O
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Slijede¢i zadatak je generalizacija prethodnog.

Zadatak 76. Neka su (f,)n i (gn)n nizovi funkcija u L? te neka su f,g € L2
Ako fn, = fu L? i g, — g u L?, tada fog, — fg u L.

Rj. Primjenom nejednakosti trokuta i Teorema 17 dobivamo
Vo= aldn < [ 1ugn = fugldn+ [ 1fug = ol
X X X

<llgn —gllz - I fullz + [[fn = fll2 - [lgll2-

Kako je (fn)n konvergentan niz u L? on nuzno mora biti ograni¢en, tj. postoji
M > 0 takav da || fn|l2 < M za sve n € N. Dakle,

/X Fngn — F9l < Mlign — gllz + 1 fn — Fll2- gl

Pustimo li limes kada n — co dobijemo tvrdnju zadatka. O

Zadatak 77. Ako f, — f u LP onda f, — f po mjeri.

Rj. Uzmimo proizvoljan € > 0 i definirajmo
En={z € X :[fu(x) - f(z)| = €}.

Imamo
1 — £l = /X o fIPdp > /E U= Sz u(E)

Pustimo 1i limes kada n — oo zaklju¢ujemo da p(E,) — 0. Kako je e > 0
bio proizvoljan imamo da f, — f po mjeri. O

Zadatak 78. Pretpostavimo da f, — f po mjeri i |fn| < g € LP za sve n.
Tada fr, — f u LP.

Rj. Pretpostavimo da tvrdnja zadatka nije istinita. Tada postoji € > 0 i
podniz (ng)r od N takav da

| frw — fllp > € zasvaki k € N. (8.1)

Kako F,, — f po mjeri, postoji podniz (fy, ); takav da fnkj — f a.e. Tada
J P
o€ito |fnkj — fIP — 0 a.e. i Stovise

fu, — IIP <297 € L.
Primjenom teorema o dominiranoj konvergenciji zaklju¢ujemo da
o, = 1= [ 1o, = 1P dis 0,
X

§to je u kontradikeiji sa (8.1). O
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Slijededi rezultat je koristan.

Propozicija 10. Za 1 < p < oo skup funkcija oblika

n
¢ = aixs,
=1

pri cemu su Fy; 1zmjerivi skupovi konacne mjere je gust u LP.

Zadatak 79. Neka je p(X) < 400 i1 < p < ¢ < 0. DokaZite da je L4
gust u LP. Da li je zatvoren?

Rj. Prije svega uoimo da iz Zadatka 72 slijedi da LY C LP. Uzmimo f € LP
i € > 0. Iz prethodne propozicije slijedi da postoji ¢ kao u propoziciji takva
da [|f — ¢|lp < e. Sada je jos potrebno samo uociti da ¢ € L?. Naime,

n
[ 18170 = Y adon(5:) < +x.
X i=1
Dakle, LY je gust u LP. Kada bi L? bio zatvoren u LP dobili bi da LP = L9,
a to opcenito ne vrijedi. O

Naposljetku uvodimo i prostor L°°. Za izmjerivu funkciju f na X defini-
ramo

[flloc = nf{a > 0: p({z € X : [f(2x)] > a}) = 0},

pri ¢emu dogovorno uzimamo inf ) = +o00. Tada definiramo L kao skup
svih izmjerivih funkcija na X sa svojstvom da | f|l < 400. Prije svega
uodimo da za f € L vrijedi

p{z e X |f(x)] > [[flle}) =0,
tj. infimum iz definicije se postiZe.
Zadatak 80. L*° je vektorski prostor.

Rj. Uzmimo f,g € L*°. Uocimo da vrijedi

{z e X |(f+9)(@)] > [[flloo + llglloc} € {2 € X = |f(2)] > [|flloc}U
Uiz e X g(@)] > ll9lleot,

iz ¢ega dobivamo da
p{z € X (f +9) @) > [[flloo + llgllc}) = 0.

Dakle, f+g € L. Stovise, dokazali smo da vrijedi || f4+glso < Ifllso+19/lo-

Lagano se pokaze da je L™ zatvoren obzirom na mnoZenje sa skalarom. [J
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Ako kao i prije identificiramo funkcije koje su jednake a.e., dobivamo
slijedeci rezultat.

Teorem 20. L je Banachov prostor.

Slijedeci zadatak je verzija Teorema 17 za (1, 00) par konjugiranih ekspo-
nenata.

Zadatak 81. Za izmjerive funkcije f i g vrijeds

1fglly < [1fllx - [lglloo-

Rj. Bez smanjenja opcenitosti mozZemo pretpostaviti da g € L*°, tj. da
llg]lco < +o0. Sada definiramo

E={zreX:|g(x)| <llgllec}-

Kako g € L, imamo da pu(E€) = 0. Dakle,

/X\fg\ d = /Em gl di < lglloe /Em di = [ £1l1 - lglleo-

O

Koristeci argumente sli¢ne ovima u prethodnom zadatku lagano je (proba-
jte to napraviti) generalizirati tvrdnje Zadataka 72, 73 i 74 na nacin da
dopustimo da najveéi indeks u iskazima zadataka bude jednak oco.
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Chapter 9

Realne mjere

9.1 Osnovni pojmovi. Hahnova i Jordanova dekom-
pozicija
Uvodimo pojam realne mjere.

Definicija 11. Neka je (X, M) izmjeriv prostor. Funkcijav: M — [—o0, 0]
je realna mjera ako:

1. v(0) =0;
2. v poprima najvise jednu od vrijednosti +00;

3. ako je (Ey)n niz disjunktnih skupova u M, onda

V(U Bn) = v(Ey). (9.1)

n=1

Istaknimo nekoliko vaznih napomena. Uoc¢imo da je svaka mjera ujedno
i realna mjera. Dakle, pojam mjere koji je uveden u poglavlju 2 (Cesto se
u literaturi koristi termin pozitivne mjere) je specijalan slu¢aj pojma realne
mjere. Nadalje, uo¢imo da zahtjevamo da realna mjera v ne moze poprimati
obje vrijednosti +0o. Naime, kada bi v poprimala vrijednosti 400, onda bi
s desne strane jednakosti (9.1) mogli imati neodredeni oblik co — co. Na
posljetku uo¢imo da red s desne strane jednakosti (9.1) konvergira apsolutno
ako je (U2, E,,) konacan broj. Doista, kada taj red ne bi konvergirao ap-
solutno, onda bi permutacijom ¢lanova reda kao sumu mogli dobiti bilo koji
broj. S druge strane, lijeva strana jednakosti (9.1) se ne mijenja permutaci-
jom ¢lanova.

Slijede¢i zadatak daje klasu primjera realnih mjeri.

Zadatak 82. Neka su p1 i po mjere na (X, M) od kojih je bar jedna kon-
acna. DokazZite da je v = u1 — puo realna mjera.
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Rj. Imamo v(0) = p1(0) — p2(@) = 0 — 0 = 0. Nadalje, kako je bar jedna
od mjera u;, ¢ = 1,2 konac¢na, v ne moze poprimiti obje vrijednosti +oc.
Kona¢no, (9.1) slijedi direktno iz o-aditivnosti mjera pq i po. O

Slijede¢a propozicija generalizira neke tvrdnje Teorema 1.
Propozicija 11. Neka je v realna mjera na (X, M). Tada vrijedi:

1. ako je (Ep)nen niz skupova u M sa svojstvom E; C Es C -+, onda
v(US2  Ey) = limp o0 V(En);

2. ako je (Ep)nen niz skupova u M sa svojstvom E1 O Eo D --- iv(Ey) €
R, onda v(NS2, Ey) = limy, o0 v(Ey).

Definicija 12. Neka je v realna mgjera na (X, M). Skup
1. E € M je pozitivan ako v(F') > 0 za svaki F C F;
2. E € M je negativan ako v(F') <0 za svaki FF C E;
3. E € M je nul-skup ako v(F) =0 za svaki F C E.
Slijedeci rezultat je kljuc¢an za razumijevanje realnih mjera.

Teorem 21. (Hahn) Neka je v realna mjera na (X, M). Tada postoje
PN € M takvi da X = PUN, PN N = 0, P je pozitivan skup i N
je negativan skup. Nadalje, ako je (P', N') neki drugi par sa ovim svojstvom
tada je PAP' = NAN' nul-skup.

Definicija 13. Neka su pu ¢ v dvije realne mjere na (X, M). KazZemo da su
¢ v medusobno singularne ako postoje E, F € M takvi da EUF = X,
ENF =0, E je nul-skup obzirom na u i F je nul-skup obzirom na v.
Koristimo zapis L v.

Grubo receno, dvije realne mjere su medusobno singularne ako "Zive" na
disjunktnim skupovima.

Primjer 17. Neka je m Lebesegueova mjera na (R, Br) te x € R proizvoljan.
Mjere m i 6, su medusobno singularne. Doista, lagano se provjeri da skupovi
E ={z} 1 F =R\ {z} zadovoljavaju uvjete prethodne definicije.

Slijedeé¢i rezultat pokazuje da su primjeri realnih mjera konstruirani u
Zadatku 82 zapravo jedini primjeri realnih mjera.

Teorem 22. (Jordan) Neka je v realna mjera na (X, M). Tada postoje
jedinstvene (pozitivne) mjere v 1 v~ na (X, M) takve da v = vT — v~ i
vt L.
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Napomena 9. Prethodni teorem je zapravo (gotovo) direktna posljedica Teo-
rema 21. Doista, neka je v realna mjera na (X, M) te neka je (P, N) dekom-
pozicija prostora X iz Teorema 21. Za E € M definiramo v (E) = v(ENP)
i v (E) = —v(EN N). Lagano se provjeri da su vt 1 v~ pozitivne mjere
koje zadovoljavaju sve uvjete Teorema 22.

Mjere vt i v~ iz Teorema 22 se nazivaju pozitivnom odnosno negativnom
varijacijom realne mjere v. Nadalje, definiramo

lv|=vt +0v.

Uocimo da je |v| (pozitivna) mjera. Kazemo da je |v| totalna varijacija mjere
v.

Zadatak 83. Neka je v realna mgjera na (X, M) te E € M. DokaZite da je
E nul-skup obzirom na v ako i samo ako |v|(E) = 0.

Rj. Pretpostavimo da je E nul-skup. Neka je (P,N) dekomporzicija dana
Teoremom 21. Kako F N P C E, dobivamo da v*(E) = v(E N P) = 0.
Sli¢no, v~ (F) =0 pa |[v|(E) =vT(E) + v (E) =0.

Pretpostavimo da |v|(F) = 0. Uzmimo F' C E izmjeriv. Iz monotonosti
pozitivne mjere |v| slijedi da 0 = |v|(F) = vT(F) + v~ (F). Iz ovoga slijedi
davt(F)=v (F)=0,pav(F)=vH(F)—v (F)=0. O

Kona¢no, zelimo definirati integral obzirom na realnu mjeru. Neka je
v realna mjera na izmjerivom prostoru (X, M). Funkcija f: X — R je
integrabilna obzirom na v ako je f integrabilna obzirom na vt i v~ iu tom

sluc¢aju definiramo
/ fdl/:/ fdy+—/ fdv™.
X X X

Zadatak 84. Neka je v realna mjera te A, p pozitivne mjere takve da v =
X — . Dokazite da vrijedi \ > v™ 4> v,

Rj. Za E € M imamo
vI(E)=v(ENP)=XENP)—u(ENP)<AENP)<AE).
Dakle, A > v*. Sli¢no se dokaze da vrijedi u > v~ O

Zadatak 85. Neka su vy i vy realne mjere na (X, M) takve da obje ne
poprimaju vrijednost 4+o0o ili obje ne poprimaju vrijednost —oo." DokaZite da
vrigedi V1 + o] < |v1] + |val.

LUz ove uvjete v1 + v je realna mjera
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Rj. Neka je vy = yfr —v i1g = 1/5r — vy . Dakle,
vi+vy = (v +vy) = (v +1y).
Koristedi prethodni zadatak zakljucujemo da
I/i’— + y2+ >(w+w)t i vty > ().
Tvrdnja zadatka sada lagano slijedi iz definicije totalne varijacije. O

Zadatak 86. Neka je (X, M, 1) prostor mjere i neka je f: X — R funkcija
integrabilna u Sirem smislu. Definiragmo preslikavanje v: M — [—o0, x| sa

Vv(E) = /E fdp.

Dokazite da je v realna mjera te odredite v, v~ 1 |v].

Rj. Definirajmo
n(B) = [ 1 i o) = [ 1 du
E E

za B € M. Ocito vrijedi v = A1 — Ao. Nadalje, iz Zadatka 46 slijedi da su
A1 1 Ag pozitivne mjere. Kako je f integrabilna u Sirem smislu, bar jedna
od ovih mjera je kona¢na. Koristec¢i Zadatak 82 zakljucujemo da je v realna
mjera.

Neka je P={zx € X : f(z) >0} i N ={z € X : f(x) < 0}. O¢ito,

PUN =X i PNN = (. Nadalje, P je pozitivan skup obzirom na v i N je
negativan skup obzirom na v. Dakle,

V+(E):y(EﬂP):/ fdu:/ fXEmpdu:/ f*XEd,u:/erdu
ENP X X E
iz Cega slijedi da v = A;. Sli¢no, v~ = \o. Napokon imamo

v =T v = + - = .
VI(E) = v+(E) + v~ (E) /Ef du+/Ef . /Elf!du

Zadatak 87. Neka je v realna mjera na (X, M) i E € M. DokaZite:
1. vH(E) =sup{v(F): F C E,F € M};
2. v (E)=—inf{v(F): FCE,F e M};

3. |v|(E) = sup { Yorqlv(ER)| :neN, Eq, ..., E, disjunkini i E = UﬁlEk}.
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Rj. Neka je (P, N) dekompozicija iz Teorema 21. Kako je v (E) = v(ENP)
i ENP CFE, zakljuéujemo da vrijedi

vH(E) <sup{v(F): F CE,F € M}.
Uzmimo F' € M, F C E. Tada
v(F)=vH(F)—v (F)<vH(F) < v (E),
iz Cega slijedi da
sup{v(F): F C E,F € M} <v™(E).

Time smo dokazali prvu tvrdnju zadatka. Druga tvrdnja se dokazuje analogno.
Dokazimo tre¢u tvrdnju zadatka. Uocimo da za proizvoljan E € M vrijedi

lV|(E) = v (E) + v (E) = [v(ENP)| + |v(ENN)|.

Kako su skupovi EN P i EN N disjunktni i kako E = (ENP)U(ENN),
imamo da

n
IV|(E) < sup { > (B :neN, Ey,...,E, disjmktni i E = uglEk}.
k=1

Sada ¢emo dokazati suprotnu nejednakost. Prije svega uo¢imo da za proizvol-
jan E € M imamo da |[v(E)| < |v|(E). Neka je sada n € N, Ey,...,E,
disjunktni i F = U}!_, E}. Imamo da

Y W(EDI <Y WI(Ey) = [vI(E),
k=1 k=1

pri ¢emu smo u zadnjem koraku iskoristili aditivnost mjere |v|. Zakljutujemo

da
n
sup { Z\V(Ek)] :neN, Fy,...,E, disjunktnii £ = U’,;‘ZlEk} < |v|(E).
k=1

O

Sa L'(v) oznadavati ¢emo skup svih integrabilnih funkcija obzirom na
realnu mjeru pu.

Zadatak 88. Neka je v realna mjera na (X, M). DokaZite da vrijedi:
1. L*v) = L'(|v]);
2.\ x fav| < [¢lfldl| za f € L'(v);
3. [WI(B) = sup{| [ fav]:[f] <1}.
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Rj. Sami dokazite prvu tvrdnju zadatka. Dokazimo drugu tvrdnju zadatka.

Imamo
‘/deu :’/dezﬁ_/dey_ g'/xfdy+ +’/dey_
5/X|f|dv++/X|f|dV—

SALEE!

pri ¢emu smo u zadnjem koraku iskoristili Zadatak 55. Dokazimo sada zadnju
tvrdnju zadatka. Uoc¢imo da za |f| < 1 imamo (koriste¢i drugu tvrdnju

zadatka)
I/EdeI < /EIfIdIVI < 1W|(B),

sup{\/Ede\ A1 <13 < (B,

Da bi dokazali suprotnu nejednakost, dovoljno je uociti da vrijedi |v|(E) =
Jz fdu, pri ¢emu je f = xp — xn (P, N iz Teorema 21) i oc¢ito |f| < 1. O

iz Cega slijedi da

9.2 Apsolutna neprekidnost. Radon-Nikodymov teo-
rem

Definicija 14. Neka su v realna mjera, a p pozitivna mjera na (X, M).
KaZemo da je v apsolutno neprekidna u odnosu na u oko za sveki E € M
takav da p(E) = 0 vrijedi v(E) = 0. Koristimo zapis v << p.

Primjer 18. Neka je (X, M, u) prostor mjere i neka je f funkcija integra-
bilna v Sirem smislu. Neka je v definirana koo v Zadatku 86. Tada ocito
vrijedi v << p.

Primjer 19. Neka je m Lebesgueova mjera na (R, Br) te x € R proizvoljan.
Uo¢imo da m nije apsolutno neprekidna obzirom na 05 jer 6;(R\ {z}) =0,
a m(R\ {z}) = +o00. Analogno, §, nije apsolutno neprekidna obzirom na m

jerm({z}) =0, a 6,({z}) = 1.

Zadatak 89. Dokazite da su slijedece tvrdnje ekvivalentne:
1. v << p;
2. | << p;

vt <<pivT << p.
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Rj. Dokazimo prvo da prva tvrdnja implicira drugu. Neka je (P, N) dekom-
pozicija iz Teorema 21 za mjeru v. Uzmimo E € M takav da u(E) = 0.
Tada ocito vrijedi u(E N P) = pu(E N N) = 0, pa iz pretpostavke zakljucu-
jemo da v (E) = v(ENP) =0iv (F) = —v(ENN) = 0. Dakle,
|v|(E) = vT(E)+v~ (E) = 0. Da druga tvrdnja implicira trecu slijedi direk-
tno iz observacije da v < |v] i v~ < |v|. Konacno, tre¢a tvrdnja implicira
prvujerv=vt —pv~. 2 O

Slijededi rezultat u neku ruku opravdava naziv "apsolutna neprekidnost"
jer pokazuje da se apsolutna neprekidnost moze izreéi u obliku € — § uvjeta.

Teorem 23. Neka je v konacna realna, a p pozitivna mjera na (X, M).
Tada v << p ako 1 samo ako za svaki € > 0 postogi 6 > 0 takav da za svaki
E € M sa svojstvom pu(E) < 6 vrijedi [v(E)| < e.

Slijede¢i zadatak je direktna posljedica prethodnog teorema.

Zadatak 90. Neka je (X, M, u) prostor mjere i f integrabilna funkcija (1.
f € LYw). Tada za svaki e > 0 postoji § > 0 takav da za svaki E € M sa
svogstvom p(E) < & vriedi | [ f dp| < e.

Rj. Definirajmo v kao u Zadatku 86. Tada v << pu, pa preostaje primjeniti
prethodni teorem. O

Slijede¢i primjer pokazuje da se pretpostavka o konacnosti mjere v u
Teoremu 23 ne moze eliminirati.

Primjer 20. Neka je v brojeéa mjera na (N,P(N)). Nadalje, za E C
N definiramo p(E) = Y 27", Lagano je pokazati da je p mjera na
(N, P(N)). Nadalje, ocito vrijedi v << p (jedini skup koji ima p mjeru
nula je ). No, ne vrijedi tvrdnja Teorema 23. U suprotnome bi postojao
d > 0 takav da za svaki E € M sa svojstvom p(E) < 0 vrijedi v(E) < 1.
Odaberimo n takav da 27™ < § i stavimo E = {n}. Tada imamo uw(E) < § i
v(E) = 1. Time smo dosli do kontradikcije.

Slijededi rezultat daje obrat Primjera 18 uz pretpostavku o o-konacnosti
mjera.

Teorem 24. Neka je v o-konacna realna, a p o-konacna pozitivna mjera na
(X, M). Ako v << p, onda postoji f: X — R integrabilna u Sirem smislu
(obzirom na u) takva da

v(E) Z/Efdu

za svaki B € M. Nadalje, funkcija f sa ovim svojstvom je jedinstvena
uw—a.e. Ako je v pozitivna mjera onda f > 0 pu — a.e. Funkciju f nazivamo
Radon-Nikodymovom derivacijom mjere v obzirom na i © oznacavamo sa
f=te

m

2 . e . .. -
“Detalje raspiSite sami ako vam ovo nije ocito
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Napomenimo da se pretpostavka o o-kona¢nost mjere v moZe eliminirati.
Medutim, pretpostavka o o-kona¢nosti mjere u se ne moze eliminirati.
Zadatak 91. Neka je X = [0,1], M = By 1), m = Lebesgueova mjera i ju =
brojeca mjera. DokaZite da m << p ali da ne postojgi f takva da f = 4%

Rj. Trivijalno imamo da m << v. Doista, ako u(E) = 0 onda E = (), pa
m(E) = 0. Pretpostavimo da postoji f: X — [0, +o0] izmjeriva takva da

m(E) = /Efdu, za svaki £ € M.

Definirajmo E,, = {x € X : f(z) > 1/n}, n € N. Kada bi imali card E,, > n
za neki n, onda

n)Z/EnfduZiu(En)>1.

No, s druge strane imamo E,, C [0,1], pa m(E,) < 1. Dobili smo kontradik-
ciju pa zaklju¢ujemo da card E, < n za svaki n. Definirajmo E' = U>2 | E),.
Skup F je prebrojiv, iz ¢ega slijedi da m(E¢) = 1. Kako je f = 0 na E°
dobivamo da
=m(E°) = fdu=0.
Be

Dakle, dobili smo kontradikciju. O

Zadatak 92. Pretpostavimo da vy << p 1 vo << u. Dokazite da v +10 <<

)
dintvs) _dn , dvs

du C du du
Rj. O¢cito vrijedi vy + vo << p jer iz u(E) = 0 slijedi v1(E) = v2(F) = 0 pa
(v1 + 12)(E) = 0. Nadalje, za proizvoljan E izmjeriv vrijedi

dVl dl/2 dl/1 dl/g
v +w)(F) = + v / / / — + —)dpu,
(1 +12)(E) =n(E) + 1 E(du du)

U —a.e.

iz Cega slijedi i druga tvrdnja zadatka. O

Propozicija 12. Pretpostavimo da v << p i p << A. Tada v << X\ i

dv  dv dﬂ N ae
a\ du d\ o

Zadatak 93. Ako A << p i pu <<\, onda gﬁ 3’; =1a.e.

Rj. Koristeéi prethodnu propoziciju zaklju¢ujemo da vrijedi

dx _d\ dp
d\ d,u d\’
Preostaje samo uociti da vrijedi % =1 O
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Zadatak 94. Neka su M,I/ pozitivne mjere na (X, M) takve da v << p.

Neka je A = ,u—i—l/lf—d)\ Dokazite da je 0 < f <1 u— a.e. zjz—%f.

Rj. Koristeé¢i Zadatak 92 dobivamo

_dx _dp dv dp
1= d\  dX RN d\  d\ +f (92)
i
d\ _dp dv dv
— 9.3
du du d,u du (9:3)

1z (9.2) slijedi da Z‘L = 1— f, pa koriste¢i Zadatak 93 dobijemo da d—)‘ = L.

1-f
Uvrstimo 1i ovo u (9.3) dobijemo da
dvi_ v _
dp 1-f ~1-f
O

Na kraju navodimo slijedeéi fundamentalan rezultat.

Teorem 25. (Radon-Nikodym) Neka je v o-konacna realna, a p o-konacna
pozitivna mjera na (X, M). Tada postoje jedinstvene o-konacne realne mjere
A, p na (X, M) takve da

Al p, p<<p, i v=XA+p.
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Chapter 10

Produktne mjere

Neka su (X, M, u) i (Y, N,v) dva prostora mjere. Zelimo X x Y na "priro-
dan" nacin snabdijeti struktorom prostora mjere. Uoc¢imo da najprije zelimo
na X x Y definirati o-algebru koja je "generirana " o-algebrama M i N.
Definiramo M ® N kao o-algebru na X X Y generiranu sa skupovima oblika

AX B, pricemu Ae MiBeN.
Primjer 21. MoZe se pokazati da vrijedi Brz = Br ® Bg.
Sada imamo slijedeé¢i vazan rezultat.

Teorem 26. Postoji mjera ™ na izmjerivom prostoru (X x Y, MQN) takva
da
m(Ax B) =pu(A) -v(B), zasve Ae M iBeN. (10.1)

Nadalje, ako su mjere pu @+ v o-konacne, onda je mjera m koja zadovol-
java (10.1) jedinstvena.

Napomena 10. Mjera 7 iz Teorema 26 naziva se produktom mjera p 1 v,
te se oznacava sa [ X V.

Propozicija 13. Neka je f: X x Y — R izmjeriva funkcija. Tada vrijedi:

1. za svaki v € X funkcija f.: Y — R definirana sa f.(y) = f(x,y) je
1Zmjeriva;

2. za svaki y € Y funkcija f¥: X — R definirana sa fY(z) = f(x,y) je
1Zmjeriva.

Slijedeé¢i rezultat je prvi vazan teorem o integraciji na produktnim pros-

torima.

Teorem 27. (Fubini-Tonelli) Neka su p i v o-konacne mjere 1 f: X X
Y — [0, 400] izmjeriva funkcija. Tada su funkcije g(x) = [y fodv i h(y) =
fX fYdup su izmjerive 1 vrijedi

/Xxyfdw:/xgdp:/yhdu. (10.2)
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Napomena 11. Koristeéi definicije funkcija g i h, wocimo da jednakost (10.2)
mozemo napisati ¢ u obliku

[ sdray) - /(/fxyw ) ()
z/y</xf(w,y) du(l‘)) dv(y).

Dolazimo do najvaznijeg teorema u ovom poglavlju. Za razliku od prethodnog
teorema sada promatramo opéenite (tj. ne nuzno samo nenegativne) funkeije.

Teorem 28. (Fubini) Neka su p i v o-konacne mjere i neka je f € L'(m).
Tada f, € L'(v) for a.e. 2 € X i f¥ € LY(pu) 2a a.e. y € Y. Nadalje,
koriste¢i oznake iz prethodnog teorema, g € L'(u), h € L'(v) te (10.2)
vrijedi.

Napomena 12. Uocimo da pretpostavka Teorema 28 glasi f € L*(r). Postavlja
se pitanje kako provjeriti taj uvjet u praksi. Iz Zadatka 52 slijedi da f € L' ()
ako i samo ako | f| € LY (), tj. [y, y|fldr < +o0. Da bi pokazali konacnost
integrala funkcije | f| moZemo iskoristiti Teorem 27. Dakle, pretpostavku Teo-
rema 28 provjeravamo pomocéu Teorema 27.

Slijede¢i zadatak pokazuje da se pretpostavke o o-konac¢nosti mjera ne
moze eliminirati iz uvjeta Teorema 27 i 28.

Zadatak 95. Neka je X =Y = [0,1], M = N = By te neka je p
Lebesgueova mjera i v broje¢a mjera. Neka je D = {(z,y) € X xY : 2 = y}.
DokaZite da

A(/WWWW )W #/Q/mxwwuyww

Rj. Za fiksan x € X preslikavanje y — xp(z,y) je jednako preslikavanju
X{z}, Pa kako je v brojeca mjera imamo

J ([ otenam) i = [ ([ o)) )
= [ vteh) duto)

Sli¢no,
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Slijede¢i zadatak je ostavljen vama za samostalno rjeSavanje.

Zadatak 96. Neka je X =Y =N, M =N = P(N) te u = v brojeéa mjera.
Definirajmo f: Nx N — R sa

1; m=n,
flm,n) =< -1; m=n+1,
0; inace.

Dokazite da

/N</Nf(man) dV(n)> du(m) # /N (/Nf(m,n) du(m)) dv(n).

Razmislite malo o geometrijskoj interpretaciji iduceg zadatka.

Zadatak 97. Neka je (X, M, ) prostor o-konacne mjere te f: X — [0, +00]
izmjeriva funkcija. Definirajmo

Gr={(z,y) e X xR:0<y < f(a)}.

Dokazite da Gy € M ® Bg 4

(e xm)(G) = [ fan

pri cemu je m Lebesgueova mjera.

Rj. Definiramo preslikavanje F: X x [0,+00) — R sa F(z,y) = f(z) — v.
1z izmjerivosti funkcije f slijedi izmjerivost od F' (dokaZite to!). Uoimo da
vrijedi G5 = F~1([0,+00)), iz Cega slijedi izmjerivost skupa G. Koristeci
Teorem 27 imamo

(nxm)(Gy) = /XX[O N >><Gf(x,y) d(p x m)(z,y)

- /X </[0,+oo> X6, (@.y) dm(Q)) dp(x)
- /X ( /[07+OO> X[o.7(2))(¥) dm(m) dp(x)

:Aﬂmwm-
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Zadatak 98. Neka je (X, M, pu) prostor o-konacne mjere te f,g: X —
[0, +00] izmjerive funkcije takve da

u({e € X f() > 1)) < ul{e € X : g(x) > 1)) (10.3)
za svaki t > 0. DokaZite da vrijedi fX fdu < fX gdpu.

Rj. Pridruzimo funkcijama f i g skupove Gy i G4 definirane kao u prethod-
nome zadatku. Iz prethodnog zadatka slijedi da je dovoljno dokazati da
vrijedi

(1 m)(Gy) < (% m)(Gy). (10.4)

Koristeéi Teorem 27 imamo da

(1 x m)(Gy) = /X oy YOG

= /[(HOO> < /X X1 (o) () dﬂ(@) dm(y)
_ /[(HOO> p({z € X : f(z) > y}) dm(y).

Isti rac¢un ali za funkciju g daje

(1 x m)(Gy) = /[0 P € X @) 2 g dmiy)

Sada vidimo da (10.4) slijedi direktno iz (10.3). O
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