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Sazetak

U radu je prikazana nastavnicka djelatnost Vladimira Varicaka, a koje je,
od srednjoskolskog do sveucilisnog profesora, potrajala vise od 50 godina.

Donosimo bibliografski popis njegovih stru¢no - metodickih clanaka, te
potpun popis kolegija koje je drzao na Mudroslovnom fakultetu u Zagrebu.
Analiziramo sadrZaje Vari¢akovih predavanja iz standardnih matematickih
kolegija i to uvidom u objavljenu litografiranu skriptu i dva dosad nepoznata
rukopisa koji sadrze zabiljeske s Varicakovih predavanja.

Kljucéne rijeci: Vladimir Varicak; nastava matematike; Mudroslovni fa-
kultet u Zagrebu

1. 0 SKOLOVAN]JU VLADIMIRA VARICAKA

Vladimir Vari¢ak osnovnu i gradansku Skolu zavrsio je u Sisku, a nizu realku
u Petrinji. Kraljevsku veliku realku pohadao je i zavrsio u Zagrebu 1883. [1]. U to je
vrijeme realkom ravnao Josip Torbar, a u uciteljskom zboru nalazio se niz znameni-
tih licnosti hrvatske znanosti i umjetnosti, medu kojima su najpoznatiji prirodoslo-
vac Mijo KiSpati¢, geograf Petar Matkovi¢, knjizevnik Eugen Kumici¢ i slikar Ferdo
Quiquerec. Matematiku je predavao Juraj Bauer (1848. — 1900.), matematicar koji se
bavio proucavanjem svjetskih jezika, a posebno je promicao stvaranje umjetnog me-
dunarodnog jezika. Fiziku je predavao Ivan Stozir (1834. — 1908.), hrvatski meteoro-
log slovenskog podrijetla. Geometriju i opisno mjerstvo predavao je jos jedan Slove-
nac, Franjo Magdic (1830. — 1914.). Vjerujemo da je upravo on zasluzan za Varic¢akovo
zanimanje za stenografiju koje ¢e ga pratiti cjelog zZivota. Franjo Magdic¢ bio je prvi
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sluzbeni stenograf u Hrvatskom saboru i prvi predsjednik Hrvatskoga stenograf-
skog drustva. Varicak ¢e biti predsjednikom toga drustva u razdoblju 1918. — 1930.

Prema Godisnjem izvjes¢u Kraljevske velike realke u Zagrebu za skolsku go-
dinu 1882./1883., pismeni dio ispita zrelosti odrzan je 9. srpnja i sljedec¢ih dana, a
usmeni dio 24. srpnja 1883. Navedimo i zadatke iz matematike koje je V. Vari¢ak
rjeSavao na ispitu zrelosti.

1. Njeki grad u Saveznih sjevero-americkih drzavah ima sada 4/5 Arijaca
a 1/5 Kineza. Ako Arijci prirastu godimice 3% a Kinezi 10% (porodom i
doseljivanjem); za koliko godina bi bilo isto toliko Kineza u tom gradu
koliko i Arijaca, da nije parlament doseljivanje Kineza zakonom zabranio?

2. Nacrtajte krivulju 16x* — 25y + 64x + 39 = 0 i nadjite tangente povucene
krajnimi tockami njezina parametra?
3. Do koje ure na vecer trajao je dan u Petrogradu 27. svibnja bez obzira na
sumrak? (Sirina Petrograda 58° — 56" —30"""; 0 = 21° 24’.)'
U popisu ucenika Varicak je na prvome mjestu s imenom otisnutim krupnijim
i masnim pismom te jo$ oznaceno zvjezdicom, Sto znaci da je dobio svjedodzbu
s odlikom i uz to i nagradu. Takoder je iz Skolskog izvjesca vidljivo da je Varicak
bio stipendist zemaljske blagajne bivse Krajine s godisnjim iznosom od 120 for.
Razrednik u zavrsnom VIIL razredu bio mu je dr. Mijo KiSpati¢. Kasnije ¢e obojica,
i razrednik i ucenik, biti pravi ¢lanovi Akademije, i to u istom razredu, Matematic-
ko-prirodoslovnom.
Ispit iz latinskog jezika Varicak je polozio u zagrebackoj gimnaziji 9. listo-
pada 1889. Na Mudroslovnom fakultetu studirao je od ak. godine 1883./1884. do
1886./1887. Profesorski ispit iz matematike i fizike polozio je 20. lipnja 1888.

2. NASTAVNI RAD V. VARICAKA U SREDNJIM SKOLAMA

Vladimir Vari¢ak imenovan je 18. studenog 1888. namjestnim uciteljem u Kra-
ljevskoj velikoj realki u Zemunu. Godine 1889. premjesten je u Kr. nauticku Skolu
u Bakru, a 1891. u Kr. veliku realku u Zagrebu. Pravim uciteljem Kraljevske velike
realke u Osijeku postaje 19. kolovoza 1892. Zvanje profesora postiZe 18. rujna 1895.
Imenovan je 10. kolovoza 1896. profesorom Kraljevske donjogradske gimnazije u
Zagrebu. Postavljen je 8. listopada 1898. za ucitelja fizike i matematike na Sumar-
skoj akademiji pri Mudroslovnom fakultetu u Zagrebu. Suplentom profesorske
stolice za matematiku na istom fakultetu postaje 12. listopada 1899, a 1. prosinca
1899. imenovan je izvanrednim profesorom Sveucilista u Zagrebu. Konacno, 4. stu-
denog 1902. imenovan je redovitim profesorom Sveucilista u Zagrebu.

U nastavni rad vezan za srednje skole ubrojimo i dugogodisnje ¢lanstvo u Kr.
povjerenstvu za ispitivanje kandidata srednjoskolskog uciteljstva, za matematiku.
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U Izvjestaju o kraljevskoj velikoj realci i s njom sdruZenoj trgovackoj Skoli u Zemunu
za Skolsku godinu 1888./89. nalazimo da je u zamjenu profesora Dragutina Radovica
postavljen izpitani kandidat uciteljstva Viadimir Variéak, namjestnim uciteljem. Nalazimo
da je Varic¢ak predavao matematiku ucenicima realke i trgovacke skole. U skoli je i
Sbirka za geometrijsko risanje i descriptivnu geometriju, u kojoj ima 150 modela i 57 inih
za risanje potrebnih prijedmeta.

Iz Zemuna je Varic¢ak Odpisom vis. kr. zem. vlade, odjela za bogostovje i nastavu od
8. kolovoza 1889. premjesten na Kraljevsku nauticku skolu u Bakru. U programu te
Skole za skolsku godinu 1889./1890. objavljena je rasprava Teorija noZistnih krivulja,
od namjestnog ucitelja Vladimira Varicaka, str. 3-46. U to su vrijeme Skole bile
obvezne u godisnjim izvjeS¢ima objavljivati znanstvene ili stru¢ne rasprave svojih
nastavnika. U Bakru je Vari¢ak predavao geometriju i geometrijsko risanje, mate-
matiku i ljepopis. U to je vrijeme u Bakru predavao i Andrija Mohorovici¢, kasnije
znameniti hrvatski geofizicar i otac fizicara Stjepana, kasnije Varicakova studenta.

Iz Bakra, Varicak je 25. studenog 1891. postavljen u Kraljevsku veliku realku i s
njom spojenu Visu trgovacku skolu u Zagrebu. U godisnjem izvjes¢u za 1891./1892.
uz Varicaka u toj skoli vidimo i ime dr. Davida Segena, koji ¢e, kao i Varicak, posta-
ti sveuciliSnim profesorom i akademikom. Ucenicima realke Varicak je predavao
krasopis, a ucenicima trgovacke skole matematiku i politicku aritmetiku te trgo-
vacku aritmetiku. U izvjeS¢u se navodi da je i stenograf u Saboru.

Pravim uciteljem velike realke u Osijeku postavljen je 19. kolovoza 1892. Za svog
rada u Osijeku Varic¢ak je u Izvjescu osjecke velike realke za sk. god. 1892./1893.
objavio nekrolog Franji Divi¢u, ravnatelju te realke. Franjo Divi¢ (1854. — 1893.) stu-
dirao je matematiku i fiziku u Becu, a promoviran je za doktora filozofije u Zagrebu
1881. Prema nekim izvorima, kao vrstan matematicar pozvan je za profesora na
Visoku tehnicku skolu u Grazu, ali - vjerojatno zbog slaba zdravlja — nije se primio
tog mjesta. Nekrolog je zanimljiv jer Varicak, osim Zivotopisnih podataka o pokoj-
niku, navodi vezano za Divicev rad i neke metodicke dvojbe iz pocela aritmetike i
algebre, primjerice o uvodenju pojma mnozenja brojeva koji nisu prirodni ili cijeli.

U Osijeku je Varic¢ak predavao matematiku, mjerstveno pisanje i risanje, a kao
neobligatan predmet i stenografiju. U to je vrijeme realku u Osijeku pohadao i mla-
di Milutin Milankovi¢, s kojim ée Varicak ostati u bliskom kontaktu do kraja Zivota.
Godine 1893. Varicak se vjencao s Albinom Katici¢, uciteljicom.

3. VARICAKOVI STRUCNO-METODICKI CLANCI

U Zagrebu je u razdoblju 1883 — 1941. izlazio Nastavni vjesnik, Casopis koji je
objavljivao ¢lanke hrvatskih i inozemnih znanstvenika i srednjoskolskih profesora
iz pedagogije, didaktike i metodike nastave u srednjim skolama. U tom je Casopisu
Varicak objavio sljedece priloge:
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Verizni razlomci u srednjim skolama, Nastavni vjesnik, 1902., X., 265-266.

Nauk o proporcijama u V. razredu realnih gimnazija, Nastavni vjesnik, 1902., X,,
266-267.

Primjedbe o naucnoj osnovi za matematiku u visim razredima realnih gimnazija, Na-
stavni vjesnik, 1902., X., 365-374.

Zar tako? Odgovor na recenziju knjige: Dra. Franje HocCevara aritmetika i algebra za
viSe razrede srednjih Skola, Nastavni vjesnik, 1904., XII., 396.

Biljeske na Dodatak Dra. O. Kucere k ocjenama Neninove i Hocevar-Kenfeljeve aritme-
tike, Nastavni vjesnik, 1904., XII., 406-408.

Austrijske naucne osnove za matematiku, Nastavni vjesnik, 1904., XIL, 552-557.

Osvrt na ,Nekoliko biljezaka” g. dra. O. Kucere, Nastavni vjesnik, 1904., XIL., 714-
715.

Kao zasebne knjizice metodicke tematike objavio je:

Nastavni vjesnik i matematicna kritika. Tri crtice., Zagreb, 1904.

Crtice o konferenciji za reformu matematicke obuke u srednjim Skolama, Zagreb, 1917.

Varicak je objavio prijevod Lagrangeova predavanja:

Prvo predavanje o aritmetici, u kom se govori o Cestnicih i logaritmih, od Lagrangea,
Hrvatski ucitelj, 1887, XL, br. 9, 131-133, br. 10., 147-150, br. 11, 182-184.

Varicak je bio suradnik u prva tri sveska Hrvatske enciklopedije, koja je izlazila u
Zagrebu 1941. — 1945. Autor je enciklopedijskih priloga o norveskom matematicaru
Abelu, matematicarima obitelji Bernoulli te opSirnog ¢lanka o Ruderu Boskovic¢u.

4. VARICAKOVI PRIJEVODI HOCEVAROVIH UDZBENIKA

Varicak nije napisao vlastiti srednjoskolski udZbenik iz matematike vec je pre-
veo Hocevarove udzbenike iz matematike za srednje skole, koji su se koristili u
Hrvatskoj vise od dva desetljeca. Franjo (Franc) Joze Hocevar (1853. — 1919.) poznati
je slovenski matematicar, profesor na Visokoj tehnickoj skoli u Grazu i autor sred-
njoSkolskih udZbenika iz matematike. Oko tih prijevoda Varicak je vodio polemi-
ku s Otonom Kucerom i Ladislavom Stjepanekom. Zacijelo su ga pogodile kritike
§to su mu bile upucivane, tako da je svoje odgovore kriticarima, inace tiskane u
Nastavnom vjesniku, objavio i u posebnoj knjizici. Danas nas zacuduje ostrina tih
polemika u kojima se prosudivala svaka rije¢, pa ¢ak i interpunkcijski znakovi.
Vjerojatno je bilo i razloga koji nisu bili samo matematicke prirode, a ¢ini se da su
njegovi odnosi sa Stjepanekom i posebno Kucerom bili trajno naruseni.
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SI. 1. Naslovnica Hotevarove Aritmetike za V. razred srednjih $kola,
u prijevodu V. Varicaka iz 1921.

5. VARICAKOVO CLANSTVO U ZNANSTVENIM DRUSTVIMA I
STRUCNIM UDRUGAMA

Varicak je bio ¢lanom viSe znanstvenih i stru¢nih udruga. Od 1901. ¢lan je nje-
mackoga matematickog drustva Deutsche Mathematiker-Vereinigung. Za dopisnog
¢lana Jugoslavenske akademije znanosti i umjetnosti izabran je 1903., a za redovi-
tog 1905. Bio je ¢lan srpske i ¢eSke Akademije znanosti.

Varicak je bio ¢lan Hrvatskoga prirodoslovnog drustva. Od 1923. Varicak je i
pocasni ¢lan drustva ¢eskih matematicara i fizi¢ara u Pragu’.

Varicak se cijelog Zivota zanimao za stenografiju®. Niz godina bio je predsjed-
nik Povjerenstva za ispitivanje ucitelja stenografije, a 1918. — 1930. bio je predsjed-
nik Hrvatskog stenografskog drustva.

Varicak je bio i pocasni ¢lan Glavnog saveza srpskih zemljoradnickih zadruga
u Beogradu. Odlikovan je Ordenom sv. Save II. stupnja te Belog Orla V. iIV. stupnja.

1 Osim Varicaka, pocasni ¢lanovi tog drustva bili su i V. Dvorak, K. Zahradnik i ]. Majcen.

> U rukopisnoj ostavstini V. Vari¢aka koja se ¢uva u Zbirci rukopisa i starih knjiga Nacio-

nalne i sveucili$ne knjiznice u Zagrebu nalazi se velik broj stenografski pisanih biljeza-
ka, Sto otezava njihovo proucavanje.
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6. VARICAKOVE DUZNOSTI NA SVEUCILISTU I MUDROSLOVNOM
FAKULTETU

Varicakova dugogodisnja sveuciliSna karijera zapocinje habilitacijom za alge-
barsku analizu i sfernu trigonometriju pred profesorskim zborom Mudroslovnog
fakulteta u Zagrebu 11. 6. 1895. i trajat ¢e neprekinuto sve do smrti 1942. Akadem-
ske godine 1904./1905. bio je dekan Mudroslovnog fakulteta, a prodekan 1905./1906.
Sveucilisni rektor bio je akademske godine 1921./1922., a prorektor 1922./1923. te u
razdoblju 1928. — 1932.

U izvjescu Akademicke oblasti za ak. godinu 1922./1923. nalazi se pogrjesan na-
vod da je Varic¢ak bio 1907./8. dekan Mudroslovnog fakulteta. I u kasnijim se go-
dinama taj krivi podatak nije ispravljao, tako da ga i danas nalazimo na mreznim
stranicama te u biografskim priru¢nicima.

Varicak je umirovljen 1936. godine. Prema Resenju Ministarstva prosvete Kralje-
vine Jugoslavije, Vari¢aku se priznaje staz od 47 godina, 11 mjeseci i 24 dana te mu
se odreduje mirovina u iznosu od 95% place i 95% polozajnog dodatka, sveukupno
6.507,50 dinara mjesecno.

Medu Vari¢akovom korespondencijom ¢uva se u NSK i pismo tadasnjem rekto-
ru Josipu Belobrku s nadnevkom 24. 4. 1932. u kojem se Vari¢ak zahvaljuje na duz-
nosti prorektora. Svoju odluku obrazlaze time da je on covjek, koji Zivi samostanski,
bez blizega poznanstva s predstavnicima upravne vlasti, s kojima bi ipak dogovor kadsto bio
potreban. Za sebe jos kaZe da je prema mladeZi odvise mek, a napokon je i stariji Covjek te
predlaZe da se izabere novoga prorektora, mladega i energi¢nijega. Sto su stvarni razlozi
Varicakove ostavke, teSko je danas redi. Svakako treba imati u vidu da je to teSko i
opasno razdoblje za akademsku zajednicu - u Jugoslaviji je vrhunac diktature kra-
lja Aleksandra. U Zagrebu je 1931. ubijen povjesnicar, knjizevnik i albanolog Milan
Sufflay. Medu uglednicima koji prosvjeduju protiv toga zlo¢ina bio je i Albert Ein-
stein, covjek s kojim se Varic¢ak svojedobno dopisivao. Sigurno to nije bilo ozracdje u
kojem se Varicak snalazio ili bio voljan sudjelovati.

7. SURADNJA I DOPISIVANJE S BIVSIM UCENICIMA I STUDENTIMA

Varicak se dopisivao sa svojim bivsim ucenicima i studentima. Najveci broj
pisama sac¢uvan je od Milutina Milankovica. U tim pismima Vari¢akovi bivsi uce-
nici izvjestavaju o svom poslu i napredovanju, cesto opisuju i privatne probleme
te mole za savjet i podrsku, a oni koji su u inozemstvu (M. Hercigonja, V. Feller,
H. Juri¢i¢, J. Lonéar, S. Skreblin) spremno nude pomo¢ svom profesoru glede naba-
ve znanstvene literature koja u Zagrebu nije dostupna, ali i Zivo opisuju trenutne
prilike u sveuciliSnim centrima u kojima se nalaze te prenose pozdrave tamos-
njih profesora. Primjerice, Loncar iz Pariza javlja kako, uz redoviti studij, posje¢uje
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kazaliSta i koncerte, a najprestiZnije je pohadati Bergsonova predavanja, koja su
toliko popularna da valja doc¢i u dvoranu i dva sata prije pocetka. Iz Skreblinova
pisma jasno se vide ratne prilike u Bec¢u u kojemu su se za hranu mogle kupiti i
izvrsne cipele, kako se povjerio svom profesoru. Feller odusevljeno opisuje plano-
ve za izgradnju nove zgrade matematickog instituta u Gottingenu, ali i tamosnje
profesorske place, Sto je zanimalo Vari¢aka. Zanimljivo je da se Varic¢aku tijekom
I. svjetskog rata iz Sarajeva i Galicije, i to putem Feldpostkorrespondenzkarte, javljao i
Stjepan Mohorovici¢, potpisujudi se Vas zahvalan ucenik. Pred sam kraj Varicakova
zivota njih ¢e dvojica biti akteri jedne nesretne i ne u cijelosti rasvijetljene epizode,
o kojoj je podrobnije pisao Z. Dadi¢ [2].

8. OBJAVLJENA PREDAVANJA VLADIMIRA VARICAKA

Uvid u nastavu temeljnih matematickih kolegija koju je drZzao Vladimir Vari-
¢ak dobili smo pregledavanjem triju izvora. Prvi je objavljena knjiga — litografirana
skripta Algebarska analiza, 1. Drugi izvor jest rukopis naslovljen Diferencijalne jed-
nadzbe — Predavanja Dra. Vladimira Variéaka 11., a treci je nenaslovljen, takoder ru-
kopis, za koji osnovano pretpostavljamo da je rije¢ o biljeSkama s predavanja V.
Varicaka.

Puni je naziv prve knjige Algebarska analiza, 1., predavanja priv. docenta Dr. V.
Varicaka, u zimskom semestru g. 1898. — 1899., Zagreb, 1899.

Opseg knjige iznosi 156 stranica pisanih rukopisom Slave Dragica®, poznatog
hrvatskog stenografa. Knjiga se ¢uva u Nacionalnoj i sveucilisnoj knjiznici, u Sre-
disnjoj matematickoj knjiznici i knjiznici Fakulteta elektrotehnike i racunarstva u
Zagrebu.

Algebarska analiza, I. podijeljena je u 20 poglavlja. Naslove navodimo onako
kako su pisani u izvorniku:

1. O argumentu i funkciji.

2. Algebarske racionalne cijele funkcije.

3. Elementarne transcendente.

4. Medasne vrijednosti argumenta i funkcije.

3 Prema Hroatskom biografskom leksikonu, 3. sv., str. 552, roden je 1875., a umro je 1948. Pre-

ma knjizi Hroatsko stenografsko drustvo 1882. — 2002., sto ju je izdao HSD, roden je 1876., a
umro je 1947. Gimnaziju je zavrsio u Rakovcu (Karlovac), a studij matematike i fizike na
Mudroslovnom fakultetu u Zagrebu 1898. U razdoblju 1899. — 1921. profesor je u zagre-
backoj realnoj gimnaziji. Bio je stenograf u Hrvatskom saboru, a neko vrijeme i u Istar-
skom saboru. Predavao je stenografiju u srednjim Skolama te na Tehnickom fakultetu
i na Trgovackoj akademiji, sve do umirovljenja 1932. Napisao je vise prirucnika iz ste-
nografije, a list Stenograf uredivao je punih 15 godina. Najplodniji je pisac stenografske
literature sve do II. svjetskog rata. Ni u jednoj enciklopedijskoj natuknici ne spominje se
njegovo autografsko priredivanje knjige Algebarska analiza.
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5. Osnovi metode granica.

6. Kriti¢ni slucajevi algebarskih operacija.
7. Glavne medasne vrijednosti.

8. O iracionalnim brojevima.

9. Beskonac¢ni redovi.

10. Specialni kriteriji konvergencije.
11. Kummerov teorem.

12. Utjecaj poretka ¢lanova.

13. Imaginarni argumenti.

14. Kompleksni redovi.

15. Redovi s promjenljivim ¢lanovima.
16. Binomni red.

17.Red zaeie”

18. Logaritamski red.

19. Redovi za sinus i cosinus.

20. Ciklometrijske funkcije.

ALGEBARSKA ANALIZA, 1.

PREDAVANJA

priv. docenta DE V., VARICAKA

u zimskom semestru g 18y8—gg

Zagreb 1994

SI. 2. Naslovnica knjige Algebarska analiza, 1.
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Sl. 3. Stranica iz knjige Algebarska analiza, 1.

Varic¢akova predavanja iz kolegija Diferencijalne jednadzbe ¢uvaju se u Sredisnjoj
matematickoj knjiznici na Prirodoslovno-matemati¢kom fakultetu.

DIFERENCIRINE
JCDNADZRE:

PREDRURRNIR DRA. ULADIMIRA
QRARICAKA

EMCRERS 190900

Sl. 4. Naslovnica rukopisa Diferencijalne jednadzbe
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Akademske godine 1909./10. vlastoruéno ih je zabiljezio Bozo Sirola* (1889. —
1956.) u obliku skripata od 278 stranica.

Nije poznato postoji li jos koje izdanje tog rukopisa jer je ovaj primjerak bio
najvjerojatnije prvotna inacica istog. Naime to se moze naslutiti iz ¢injenice da ne
postoji kazalo, uvod ni popis literature. Tek je na naslovnici olovkom dopisano Li-
teratura: Biberbach >> Diferentialrechung, Sto zapravo upucuje na knjigu Ludwig Bie-
berbach, Differential und Integralrechnung Band I: Differential-rechnung, koja je imala
triizdanja; prvo 1917, drugo 1921. i trece 1927. Bududi da je prvo izdanje tiskano se-
dam godina nakon skripata profesora Varic¢aka, vrlo je vjerojatno da se on pripre-
mao dotjerati taj rukopis kako bi postao potpuno ureden udzbenik. Kako je knjiga
L. Bieberbacha osnovni udzbenik matematicke analize u kojem nema poglavlja ve-
zanog uz diferencijalne jednadzbe, pretpostavljamo da je eventualno doradivanje
udzbenika bilo prvenstveno planirano uz fundiranje osnovnih pojmova i notacije.

Na ovome mjestu stoga je vazno istaknuti kako su koncepti izneseni u skrip-
tima profesora Vari¢aka vrlo suvremeni, a u isti tren vrlo vjerojatno neovisni o
nekom drugom udzbeniku kao predlosku. Koliko je pristup rjeSavanju obicnih
diferencijalnih jednadzbi (skra¢eno ODJ ili uobicajena engleska skracenica ODE)
suvremen, vidljivo je iz popisa poglavlja. Kao sto je ve¢ receno, rukopis ne sadrzi
kazalo, ali su poglavlja jasno naznacena u samom tekstu, i to sljedeé¢im redom:

1. Uvodni dio bez Naslova.........ccceuiiiieiiiriciicecc e 1
1.1. Starije Metode......coiiiiiiiiiii s 9
2. Metode INtEGTaCije.......c.cueuimimiuiiiiiiiiciciiiccc e 20
2.1. Varijable se MOGU SEPATITALL.....ccceevrvrererererieririririrerereeereree s 20
2.2. Homogene diferencijalne jednadzZbe...........c.cccooeemiiniiiiiniiiiicen 25
2.3. Posveopcena homogena jednadzba...........cccocoveveeivininnnvnncrcennecne 35
2.4. Linearna homogena jednadzba...........ccooooeiiiiiiiiic 36
2.5. Lagrangeova metoda varijacije konstante ..........c.cccccoceevvvirnrnnnnnnncenes 43
2.6. Bernoullieva jednadZba.............ccooviiiiiiiii 48
2.7. Riccattijeva jednadZba............ccocoiiiiiiiiiiiiiiiiicccces 50
2.8. Specijalni oblik Riccatijeve jednadzbe ..........cccooiiiiie, 56
2.9. Lagrangeove jednadzZbe.............cccccciiiiiiiiiiiiiiicccccenes 61
2.10. Specijalni oblik Lagrangeove jednadzbe............cccccovrvivvniinivininiinininnns 63
3. Singularna 1jeSenja .......ccccucueuiuiiiiiiiiii e 67
4. Diferencijalne jednadzbe prvog reda u kojima dolazi dy/dx u n-tom stepenu ..76
5. Ortogonalne trajektorije ... 83
6. Integracija totalnih difrencijala.........ccccccoceiiiiiiiiiiiecececcee e 86
7. Lieova teorija (za integraciju TOTA) ..o 90
4

Interesantno je napomenuti kako je 1913. BoZo Sirola diplomirao matematiku i fiziku.
Kasnije se posvetio skladanju i muzikologiji te je postao i redovitim ¢lanom Akademije.
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7.1. Infinitezimalna transformacija ...........ccocevvvinnniiiiie 100
7.2. Infinitezimalna transformacija za tri promjenjive..........cccccecevrirvurirnennne. 113
7.3. Invarijacija krivulja i funkcija .......cccccovvvviiiiniii 122
74, TraJektOTIJe ...cvveiiiiiiiicir s 126
7.5. Dvije vrste INvVarjancije ... 129
7.6. Infinitezimalna transformacija za tri promjenjive..........ccccocevrerrurirurnenes 133
7.7. Invarijante jednoclane grupe u Prostort.......c.ceveeeeveeererererererererereseeeeererenenns 139
7.8. Prosirena grupa transformacija to¢aka u ravnini..........ccccceeveeeieieieccnennn. 142
79. Infinitezimalna transformacija prosirene grupe..........cccoceevererereverererenenee 147
7.10. Totalne diferencijalne jednadzbe prvog reda .........c.cccoooeemeieiccieinicnnnnn, 151
8. Diferencijalne jednadzbe drugog reda ..........ccccoeveueururriiiiiirnrrcccreeeeeeeees 185
9. Diferencijalne jednadZbe viSeg reda.........cccoouoiiiiiiiiiiiiic, 202
9.1. Slucajevi rekurzije visih diferencijalnih jednadzbi .........ccccocevvivivvrvinincnne. 206
10. Linearne diferencijalne jednadzbe .............cccccoeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiccnns 216

10.1. Linearne difer. jednadZbe s konst. koeficijentima bez drugog clana......221
10.2. Linearne diferencijalne jednadzbe s drugim ¢lanom (nehomogene).....238

11. Sistem linear. jednadzZbi s konst. koeficijentima bez desne strane.................... 253
12. SnizZenje reda linear. dif. jednadzZbi.........cccccccceeiiieiieieeeeeeeeeeeeeeenenes 256
13. Nehomogene difer. jednadZbe (Metoda varijacije konstanata)........................ 260
14. Sistemi simultanih difer. jednadZbi.........c.cccococeeiiieiieieccceeeceeeeeeennes 267
15. Ortogonalne trajektorije sistema povrSina.........cccoeeeeereieieiiceecceee 278

Vazno je istaknuti da su gore navedena poglavlja i potpoglavlja popisana to¢no
onako kako su zapisana u samom rukopisu, tako da se javljaju skrac¢enice i dodatni
podnaslovi pisani manjim slovima te ¢ak dva potpuno identi¢na podnaslova (7.2.
i 7.6.). Takoder se potkrala i greska kod prezimena matematicara Riccatija. U pod-
naslovu 2.7. piSe Riccattijeva, Sto je neispravno, dok je u podnaslovu 2.8. korektan
zapis. To naravno ne umanjuje vrijednost ovog rukopisa nego, dapace, omogucuje
dodatne slutnje te, u konacnici, spoznaje o spomenutom rukopisu, ali i opcenito o
Vari¢akovu djelovanju.

No taj rukopis u sebi skriva i jedno veliko iznenadenje. Naime kada se samo le-
timicno pogleda gornji popis poglavlja, on se doima kao kazalo nekog suvremenog
udzbenika za kolegij Obic¢nih diferencijalnih jednadzbi (ODJ). Sama ta cinjenica
govori za sebe i bilo bi vrlo interesantno dodatno istraziti kako su koncipirani OD]
udzbenici toga vremena. No ono 5to je nedvojbeno najinteresantnije, da ne kazemo
najintrigantnije, u ovom rukopisu jest poglavlje 7, koje se sastoji od deset potpo-
glavlja na ukupno 95 stranica. To poglavlje pod naslovom Lieva teorija (Sophus Lie,
1842. - 1889.) ni u danasnje vrijeme nije sastavni dio kolegija koji poucava studente
matematike i tehnickih fakulteta osnovama obicnih diferencijalnih jednadzbi. U
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predgovoru knjige Symmetry Methods for Differential Equations; Cambridge Univer-
sity Press izdane 2000. godine autor knjige Hydon, P. E. pise:

~Mnogo je ingenioznih tehnika za odredivanje egzaktnog rjeSenja diferencijal-
nih jednadzbi, ali ve¢ina je u¢inkovita za vrlo skucenu klasu problema.”

Stovise, uobicajeni kolegiji u kojima se poucavaju metode rjesavanja ODJ do-
imaju se kao skup domisljatih trikova koji zapravo omogucuju rjeSavanje samo
nekih vrsta diferencijalnih jednadzbi, dok primjena Liejeve teorije, kojom se pro-
fesor Varicak takoder koristi u svojim skriptima, baca potpuno novo svjetlo na sve
te metode i na neki nacin objasnjava njihove zajednicke temeljne postavke. Naime
krajem 19. stolje¢a Sophus Lie uvodi tzv. (njemu u cast) Liejeve grupe nastojeci obje-
diniti, ali i prosiriti razlicite pojedinacne metode rjeSavanja OD]J. Lie je bio inspi-
riran Sylowljevim predavanjima o Galoisovoj teoriji i korespondentnim Abelovim
rezultatima. Pojmovi koji se javljaju u toj teoriji su:

e Grupe transformacija ravnine (prostora),

e Jednoparametarske grupe,

o Liejevi redovi,

¢ Infinitezimalne transformacije,

o Integracijski faktori,

e Invarijantnost s obzirom na grupu transformacija,

e Simetrije diferencijalnih jednadzbi.

Svi ti pojmovi vrlo slicnog nazivlja javljaju se u Vari¢akovim skriptima. Koliko
je profesor Varic¢ak upoznat sa suvremenim stremljenima koja je pokrenuo Lie,
pokazuje i sljededi izvadak na 159. stranici:

Tako smo nasli vrlo vaZan teorem, koga je Lie publicirao ve¢ god. 1874. u spisima uce-
nog drustva u Kristijaniji®. On je taj teorem nasao g. 1872.

Glasi ovako:

Znademo li, da sistem integralnih krivulja predloZene diferencijalne jednadzbe
xdy — ydx =0 dopusta jednu dozvoljenu infinitezimalnu transformaciju 5%“7%
koja medutim ne ostavlja invarijantnom svaku pojedinu integralnu krivulju, onda je
faktor integracije nase diferencijalne jednadzbe i ona se moze integrirati u obliku

XN =y

J.M = const.

xn—yé

5 Danas Oslo.
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SI. 5. Stranica iz predavanja Diferencijalne jednadzbe

Iz svega navedenog vezano uz Liejevu teoriju jasno je da 7. poglavlje Varic¢ako-
vih skripata nadilazi razinu standardnih kolegija ODJ. Koncept, notacija i nivo 7.
poglavlja primjeren je specijalnim i izbornim kolegijima zavrSnih godina diplom-
skih studija matematike, pa ¢ak i postdiplomskih i doktorskih studija matematike.
Uobicajeni su nazivi takvih kolegija Primjena Liejevih grupa na diferencijalne jednadz-
be ili Metode simetrije za diferencijalne jednadzbe, za koje su napisane odgovarajuce
knjige renomiranih autora i izdavaca, kao naprimjer:

1. Olver P. ]., Application of Lie groups to differential equations; Graduate Texts in

Mathematics, Springer-Verlag (1986./1993.)
2. Bluman G. W., Kumei S., Symmetries and differential equations; Applied
Mathematical Sciences, Springer Science-Business Media (1989.).

Na Sveucilistu u Zagrebu godine 1994. profesor Nenad Antoni¢ po povratku
iz Sjedinjenih Americ¢kih Drzava uvodi novi kolegij pod nazivom Simetrije dife-
rencijalnih jednadzbi, u sklopu kojeg se poucava Liejeva teorija, kako ju je nazivao
profesor Varic¢ak prije gotovo devedeset godina. Kolegij se nadovezuje na kolegij
ODJ i namijenjen je studentima zavrsne godine diplomskog sveucilisnog studija
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Primijenjena matematika u sklopu izbornog modula Dinamicki sustavi i obi¢ne di-
ferencijalne jednadzbe i nosi 5 ECTS bodova.

Tre¢i, dosad nepoznati izvor pregledali smo zahvaljujudi ljubaznosti mr. sc.
Josipa Hercega, dipl. inZ. elektrotehnike, koji je naslutio kako je rijec¢ o predavaniji-
ma Vladimira Vari¢aka. Uvidom u rukopis smatramo da se zasigurno radi o Vari-
¢akovim predavanjima za kolegije Diferencijalni i integralni racun i Integralni racun.
U rukopisu, na str. 154., izrijekom pise: Pred 10 g. slavila se 100. godisnjica rodenja
Lobacevskoga u Kazanju. Tom zgodom podignut mu je spomenik. Ustrojen je i fond, iz
koga se svake trece godine nagraduje jedno matematicko djelo poglavito geometrijsko, koje
radi o neuklidskoj geometriji. Prou nagradu dobio je Lie Sophus za svoja ukupna djela o
teoriji transformacija te rapitao geometrijske aksiome. 1904-te godine dobio nagradu Da-
vid Hilbert za drugo izdanje svoje knjige ,,Grundlagen der Geometrie”. Na osnovi toga
citata zakljucujemo da su biljeske najvjerojatnije pisane s predavanja u akad. god.
1904./1905. Na stranicama 153 — 156 dano je nekoliko povijesnih crtica vezanih za
razvoj geometrije Lobacevskog — omiljenog podrucéja Vladimira Varicaka.

Uz to su dijelovi rukopisa koji se po temi podudaraju s onima iz knjige Algebar-
ska analiza, 1., izloZeni na gotovo identi¢an nacin.

Navest ¢emo naslove tema iz toga rukopisa, pisane onako kako se i navode u
izvorniku.

Funkcije; nacin Dedekind-ov; Izracunavanje iracionalnog broja; Razdioba
funkcija; Medasna vrijednost argumenta i funkcije; Granica funkcije za koju god
vrijednost argumenta; Neodredeni oblici; Granicni tipovi; Goniometrijski i ciklo-
metrijski izrazi i granice; Klasifikacija neizmjerno malenih veli¢ina; Neprekidnost
ili kontinuitet funkcije; Prirast funkcije; Pojam derivacije; Neki poucki o izracuna-
vanju derivacija; 15. Derivacije cirkularnih funkcija; Ciklometrijske funkcije; Deri-
vacije ciklometrijskih funkcije; Eksponencijalna funkcija; Geometrijsko znacenje
derivacije; Primjedba o definiciji derivacije; Snosaj medu funkcijom i derivacijom;
Poucak Rolle-ov; Poucak o srednjim vrijednostima; Op¢i teorem; Vise derivacije;
Taylorov red; Maclaurinov red; Op¢i Taylorov red; Neodredeni oblici. Izracunava-
nje; Ekstremne vrijednosti funkcije ili maksima i minima; Ekstrem prekidne funk-
cije; Prvi diferencijal

Integralni racun; Neodredeni integrali; Rastavljanje funkcije; Supstitucija; Par-
cijalna integracija; Razlaganje u proste elemente; Postupak razlaganja u parcijalne
razlomke; Integracija kompleksnog korjena; Integracija diferencijala racionalnog u
sin x i cos x; Integracija oblika fcos(ax + @) cos(bx + B) dx ; Integracije sin-ove ili cos-ove
potencije; Formula redukcije za tang.; Opceni slucaj; Oblik integrala [ ~ [ o
Binomni integrali; Integracija iracionalnog integrala oblika | R (xy)dx, y = Vax*+ bx +c.

Funkcije sa dvije nezavisne promjenljivice; Parcijalni diferencijal; Totalni
diferencijal; Geometrijsko znacenje totalnog diferencijala; Visi diferencijalni kvo-
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cijent; Totalni diferencijal sloZene funkcije; Drugi totalni diferencijal; Visi totalni
diferencijal; Nerazvijena funkcija; Taylorova formula za funkcije od vise promjen-
ljivica; O ekstremnim vrijednostima; Ekstremne vrijednosti funkcije s dvije pro-
mjenljive veli¢ine; Relativni ekstremi; Osi centralnog prereza plohe drugog stup-
nja; Odredivanje osi plohe drugog stepena.

Primjena diferencijalnog ra¢una u geometriji; Tangenta; Neodredenost tan-
gente; Izraz za element luka krivulje; Polozaj krivulje prema tangenti; Tacka in-
fleksije; Karakteristicno svojstvo tangente; Stepen kontakta 2 krivulja; Tangenta,
normala; Polumjer zakrivljenosti; Primjena na cunjosjeke; Lancanica; Srediste za-
krivljenosti; Cikloida; Polarne kordinate; Dokaz; Poucak o srednjoj vrijednosti; Op-
¢enita definicija integrala; Izracunavanje integrala; Kvadratura krivulja; Povrsina
elipse; Povrsina cikloide; Izraz za povrsinu u polarnim koordinatama; Parabola;
Rektifikacija luka; Elipsa; Krug; Cikloida; Metoda aproksimacije; Metoda trapeza;
Lagrangeova formula interpolacije; Metoda Cottesova; Simpson-ova metoda; Inte-
gratori i integrafi; ProSirenje pojma odredenog integrala; Derivacija integrala po
medama; Derivacija integrala po nekom parametru; Integriranje pod znakom inte-
grala; Integracija totalnog integrala; Razvijanje funkcije u trigonometrijske redove.

Dvostruki integrali; Kubatura ¢unja; Volumen cikloide; Torus; Transformacija
promjenljivica odredenog integrala.
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Sl. 6. Stranica iz nenaslovljenih biljeski s predavanja
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9. VARICAKOVI DEMONSTRATORI I POMOCNICI

Tijekom svog nastavnickog rada na Mudroslovnom fakultetu Varicak je anga-
zirao mlade pomo¢nike. Navodimo ih kronoloskim redom te onako kako su zapi-
sani u sluzbenom Redu predavanja Zagrebackog sveucilista za teku¢u akademsku
godinu.

Zeljko Markovié, kandidat srednjoskolskog uciteljstva, pristav Zbirke

matematickih udila, ak. god. 1911./1912., zimsko poljece.

Stjepan Skreblin, kandidat srednjoskolskog uéiteljstva, pristav Zbirke

matematickih ucila, ak. god. 1912./1913., zimsko poljece.

Jakov Marjanci¢, kandidat srednjoskolskog uciteljstva, pristav Zbirke
matematickih ucila, ak. god. 1913./1914., zimsko poljece.

Marija Luksié¢, kandidatkinja srednjoskolskog uciteljstva, asistent Zbirke
matematickih ucila, ak. god. 1915./1916., zimsko poljece.

Marija Luksié, kandidatkinja srednjoskolskog uditeljstva, asistent Zbirke
matematickih udila, ak. god. 1915./1916., ljetno poljece.

Marija Luksié, kandidatkinja srednjoskolskog uditeljstva, asistent Zbirke
matematickih ucila, ak. god. 1916./1917., ljetno poljece.

Marija Luksié, bibliote¢ni pomo¢nik pri Matematickom seminaru, ak. god.

1916./1917., ljetno poljece.

Alfred Romer, kandidat srednjoskolskog uciteljstva, asistent Zbirke

matematickih ucila, ak. god. 1917./1918., zimsko poljece.

Alfred Romer, kandidat srednjoskolskog uciteljstva, bibliote¢ni pomo¢nik pri

Matematickom seminaru, ak. god. 1917./1918., zimsko poljece.

Milka Simovi¢, kandidatkinja srednjoskolskog uciteljstva, bibilotecna
pomocnica, Matematicki seminar, ak. god. 1922./1923, ljetno poljece.

Milka Simovi¢, kandidatkinja srednjoskolskog uciteljstva, pomoc¢nica, Zbirka
matematickih uéila, ak. god. 1922./1923, ljetno poljece

Tatijane Budisavljevi¢, bibliotecna pomoc¢nica, Matematicki seminar, ak. god.

1923./1924.

Milka Simovié, pomocnica, Zbirka matematickih ucila, ak. god. 1923./1924.

Tatijane Budisavljevi¢, bibliote¢na pomoc¢nica, Matematicki seminar, ak. god.

1924./1925.

Milka Simovi¢, pomocnica, Zbirka matematickih ucila, ak. god. 1924./1925.

Milena Verona, Matematicki seminar, ak. god. 1925./1926.

Milena Verona, Zbirka matematickih ucila, ak. god. 1925./1926.

Milenko Sevdi¢, bibliotecni pomoc¢nik, Matematicki seminar, ak. god.

1926./1927.

Milenko Sevdi¢, Zbirka matematickih ucila, ak. god. 1926./1927.

Milenko Sevdi¢, demonstrator, Matematicki seminar, ak. god. 1927./1928.
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Milenko Sevdi¢, demonstrator, Zbirka matematickih u¢ila, ak. god. 1927./1928.
Nikola Stojakovi¢, demonstrator, Matematicki zavod, ak. god., 1930./1931.
Nikola Stojakovi¢, demonstrator, Matematicki zavod, ak. god., 1931./1932.
Jakov Blazina, zvani¢nik-dnevnicar, Matematicki zavod, ak. god. 1933./1934.
Josip Dvoracek, asistent dnevnicar, Matematicki zavod, ak. god. 1936./1937.
Josip Dvoracek, asistent dnevnicar, Matematicki zavod, ak. god. 1937./1938.
Josip Dvoracek, asistent, Matematicki zavod, ak. god. 1938./1939.

U ak. god. 1939./1940. vodenje Matematickog zavoda preuzima Rudolf Cesarec,
kao upravnik. Pri Zbirci geometrijskih ucila i Geometrijskom zavodu obi¢no su bili
angazirani neki drugi demonstratori, odnosno pomoc¢nici.

U ovom se popisu izdvajaju tri li¢nosti. Zeljko Markovi¢ postat ¢e jedan od
najuglednijih hrvatskih matematicara, dekan Tehnickog fakulteta, dekan Prirodo-
slovno-matematickog fakulteta, rektor Sveucilista u Zagrebu, hrvatski akademik i
tajnik Razreda za matematicke, fizicke i tehnicke znanosti. Kao i Varicak, pa zacije-
lo i pod njegovim utjecajem, intenzivno se bavio Zivotom i radom Rudera Boskovi-
¢a. Zeljko Markovi¢ autor je po mnogo ¢emu jedinstvenog sveuéili$nog udzbenika
Uvod u 